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1.  La  séparation  des  indéteniiiuées  t'st  regardée  avec  raison  coiniiic 
un  des  meilleurs  moyens  que  les  Géomètres  aient  imaginés  pour  intégrer 
les  équations  différentielles  du  -premier  ordre.  En  efiét,  il  est  elair  (|ue 
quand  on  a  séparé  les  indéterminées  dans  une  é([uation.  on  peut  alors 
regarder  chacun  de  ses  membres  comme  une  différentielle  particulière 
(|ui  ne  contient  qu'une  variable;  de  sorte  qu'il  n'y  a  plus  (|u'ii  prendre 
séparément  l'intégrale  de  l'un  et  de  l'autre  membre,  en  y  ajonlaiit  une 
constante  arbitraire.  De  là  il  semble  qu'on  pourrait  concluir  (]ue  bu'sque 
les  deux  membres  de  l'équation  ainsi  séparée  ne  sont  point  intégrabb's. 
l'équation  elle-même  ne  doit  pas  l'être  non  plus;  c'est  ce  ([ui  est  vrai  en 
effet  dans  la  plupart  des  équations  ditférenlielles;  mais  il  se  trouve 
néanmoins  des  cas  où  cette  conclusion  serait  fausse,  et  (jui  vont  faire  la 
matière  de  ce  Mémoire. 

2.  Pour  commencer  par  les  cas  les  plus  simjdes  nous  prendrons 
l'équation 

dx  dr 


^'  I  —  X-  y'  T  —  r^ 
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dans  la(|ucllo  tout  est  s('|)aré,  comme  l'on  voit.  H  est  d'abord  évident  (juc 
les  deux  memltres  de  celte  équation  ne  sont  point  intégraliles,  au  moins 
ali'él)iiquemeiit;  c(>pendant  on  sait  que  l'équation  en  elle-même  admet 

une  intégrale  algébri(|ue.  En  ell'et,  comme  —^1=7-  est  la  difTérenlieile  de 

y'  I  —  X^ 

dy 
l'ai'c  dont  le  sinus  est  r,  de  même  que        ■    ^  est  la  diflërentielle  de 

l'arc  dont  le  sinus  est  y,  on  aura,  en  prenant  les  arcs  au  lien  de  leurs 
ditlerenlielles,  et  ajoutant  une  constante  quelcon(jue  (!, 

arc  sinx  :=  arc  sin  )■  -f-  C  ; 

donc,  si  l'on  suppose  que  C  soit  aussi  exprimé  par  un  arc  dont  le  sinus 
soit  a,  on  aura 

arc  sino-  =  arc  sin  >■  -t-  arc  sin  a, 

c'est-à-dire  que  l'arc  qui  répond  au  sinus  ;r  doit  être  égal  à  la  somme 
des  arcs  qui  répondent  aux  sinus  y  et  «;  de  sorte  qu'on  aura,  par  les 
théorèmes  connus. 


(  B  )  X  =  7-  ;  I  —  a=  4-  a  y;  I  —  r'  ; 

c'est  l'intégrale  de  l'équation  proposée,  dans  laquelle  a  est  la  constante 
arbitraire. 

3.  J'avoue  qu'on  peut  trouver  cette  intégral»'  sans  le  secours  des  tliéo- 
rènn's  sur  les  sinus,  en  intégrant  chaque  membre  de  l'équation  (Aj  par 
les  logarithmes  imaginaires,  et  passant  ensuite  des  logarithmes  aux 
nombres.  De  cette  manière  on  aura 


l()g(;r  y'—  1  -I-  ^I  —  X')  =  logf  rV—  '  +  V'  —  .T"'j  -t-  l0g(a  y/—  I  -<-  y/l  —  «'), 

d'oii  l'on  tire 


xy'— £  -^-y^i  —  x'^=.  (.ry'—  1  -V-  v/i  — 7")  («  V~  I  +  y^i  —  a}) 

=  (  J  y/i  —  a?  -^  a  y/ 1  —  y-)  y'—  i  -1-  y'i  —  r'  y'i  —  «'  —  «)•: 

't  comparant  la  partie  imaginaire  du  premier  membre  ii  la  pailie  iniagi 
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iiaiic  (lu  second,   et  la  partie  réelle  avec  la  réelle,  on  aura   comme 
ci-dessus 


ou  bien  encore,  ce  qui  revient  au  même  dans  le  fond, 


y/ 1  —  JT^  ^  y  1  —  a^  ^' I  —  y''  —  ay. 

4.  Mais  si,  d'un  côté,  cette  méthode  est  un  peu  plus  directe  que  la  pré- 
cédente, de  l'autre  elle  a  aussi  l'inconvénient  de  dépendre  des  quantités 
transcendantes;  en  effet,  puisque  l'intégrale  de  l'équation  proposée  est 
absolument  algébrique,  n'est-il  pas  naturel  de  penser  qu'il  y  ait  aussi 
une  voie  purement  algébrique  pour  y  parvenir? 

Qu'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  (A)  en  croix,  un  auia 

dx  \J  i  —  y-  ^  df  y  i  —  x^, 
et  intégrant  par  parties 

, :        C  xydy /•  yxdx 

xsji  —  y'-^  ■     ■      =z  w  I  —  ^'  +       ■  -I-  C. 

j  V'— r'     "  J  s/'  — ^' 

Or  l'équation  (A)  étant  multipliée  par  xy,  et  ensuite  intégrée,  donne 

/xydx    /"  xydy 
\j\~x^    J  yi  — r'' 

donc  l'équation  précédente  deviendra 


X  \ji—  y^  =  yi^i  —  X-  +  C, 

équation  algébrique  qui,  en  faisant  C  —  (t,  revient  au  même  (|ue  l'ecpia- 
tion  (B)  du  n"  2. 

5.  On  pourrait  aussi  appliquer  la  même  méthode  à  l'intégration  de 
l'équation  générale 
, P ,  dx  dy 


car  multipliant  d'abord  en  croix,  et  prenant  ensuite  l'intégrale  de  cliaqui 
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iiK-iiiliir  |):)i'  |Kirlii'S,  on  a 


(»)) 


-' /•(  3-1-2-/ r)x(/)- 

\  J   isla.  +  p_>-  H-  y.)-= 

j  ■ -5 :        r  (  (3  -I-  2 y^  )  r </-r 

^'   2  y  a;  -I-  |3^  -H  yjr- 


Of  rc(|uatioii  (Cj  étant  multipliée  par  xy,  et  ensuite  intégrée,  donni 

rxydx  z'*  xydy 

^     ^ot.-\-<^x  -\-  yx-      J   yja.  ■+-  P,r  -t-  y .)■- 

De  plus  01)  a  par  la  même  équation 

/" ydx  _  Ç  ydy 

J  ^  a  -H  (3x  -I-  yx'     J  V  3t  -I-  P.r  -•-  yy^ 

dy 


-\^--^  fiy-^yy"- 


^j. 


7  '  -y  J   \y.-k-<^y  +  yy- 

et  (le  même 


/xdy  r  xdx 

v'a  +  (3 J  4-  y.r=     J  v'«  +  p.=c  +  7'^- 


^      /'  rfar 


>     i  dx 

y  27  J   va-4-i3a--t-yx= 


■P,x- 


'''      "^y  J  v'a  +  (3.r  +  yr 


Donc,  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  (D),  et  effaçant  ce  qui  se 
détruit,  on  aura  cette  é(juation  algébrique 


X  va  -+-  p  J-  -*-  y  y'  -  —  V  a  -f-  px  +  yx' 


=  y  v/a-h  (3x  -4-  y  x^ ^  v/'a  -i-  i^y  -+-  y  y'  -+-  ('., 


DU  bien 


qui  est  l'intégrale  de  l'équation  proposée. 
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6.  Voilà  donc,  comme  l'on  voit,  une  méthode  bien  simple  pour  inté- 
grer ces  sortes  d'équations,  dont  chaque  membre  en  particulier  dépend 
de  la  quadrature  du  cercle  ou  de  l'hyperbole;  mais  il  y  a  encore  d'autres 
équations  plus  générales  que  les  précédentes  qui  admettent  aussi  des 
intégrales  algébriques,  quui(|ue  chacun  de  leurs  membres  ne  soit  en 
aucune  façon  intégrable. 

Os  équations  sont  comprises  dans  la  fornuile  suivante  : 

dx  df 


\  a  +  <^x  -¥-  yx-  -+-  iî:r'  -h  zx*        y'*  ">"  ?.>'  "+"  7 .>'"'  "•"  ^X'  "*"  'T' 
dont  l'intégrale  est  exprimée  en  général  par  l'équation 

A  -+-  B(x  -t-_^-)  H-  C(x'-i- j=)  -(-D:r>--i-  I.{x\r  -hy-x)  -h  ¥x^  r-=o. 

En  effet,  si  l'on  différentie  cette  équation,  on  a 

[B  -I-  aC^c  -+-Dr  -h  E(-2Xf  -i-  y-)  -+-  2Fxx-]dx 
-i-[B  -+-  aC  )■  -r-  D.r  -1-  E ( a  >-:r -t- x' )  -f-  iY  rx']djrz=  o. 

Mais,  en  tirant  de  la  même  équation  la  valeur  de  x  en  y.  et  ensuite  celle 
de  y  en  x,  on  trouvera 

2x(C+E.vH-  F^)--)-t-B-i-D  v  +  E.)- 

=  \/( B  -h  D  >•  -f-  Er'T-  -  4  (  A  -H  B.r  -t-  C  r=  ) (  C  +  E j  -+-  Fj') , 

et  de  même 

2r(C  -H  Ex  +  Fx-)  -4-  B  ^  Dx  -I-  Ex= 

=  v(B-f-Dx-f-Ex-^)-  —  4(A-hBx-i-Cx=)(C-l-Ex-t-  Fx^), 

de  sorte  qu'en  faisant 

;5  =  2BD  — 4(AE-i-BC), 

y  =  aBE  -(-  D=  -  4  (  AF  H-  O  4-  BE), 
Ô  =  2DE-4(BF  +  CE), 

£=rE=-4CF, 
II.  2 
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(iii  aura 


(/x  y  x  +  p_r  +  yx'  -hàf^-\-  £ j*  =  dy  \ja.  -t-  ^a;  +  yx^  -\-  àx^  -H  £*•' , 

'I  par  ('(>iis('(|iieiit 

dx  dy 


\  œ  -4-  P^  -t-  yx^  -t-  ôa:'  -f-  £  jr*        y/'a  +  (3  r  +  y .v'  4-  ô,r'  +  £.r* 

qui  est  l'équation  (liiréientielle  proposée.  Or,  coninio  les  coellicicnls 
donnés  «,'/S,  y,  5,  s  ne  sont  qu'au  nombre  de  cinq,  et  que  les  coefiitients 
indéterminés  A,  B,  C,  D,  E,  F  sont  au  nombre  de  six,  il  est  clair  qu'il  en 
restera  toujours  un  d'indéterminé  qui  tiendra  lieu  de  la  constante  arbi- 
traire qui  doit  se  trouver  dans  l'intégrale. 

Cette  intégration  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  n'est  due  qu'à 
une  espèce  de  basard  beureux,  et  qu'il  ne  serait  pas  même  possible  d'y 
arriver  par  les  métbodes  connues  des  Géomètres  jusqu'à  présent  (voyez 
dans  les  tomes  VI  et  VII  des  Nouveaux  Commentaires  de  Pétershourg  plu- 
sieurs excellents  Mémoires  de  iM.  Euler  sur  ce  sujet).  J'ai  donc  cru  que 
ce  serait  un  travail  avantageux  aux  progrès  de  l'Analyse  que  de  chercher 
une  méthode  directe  pour  intégrer  les  équations  de  cette  espèce,  et  voici 
celle  que  j'ai  trouvée.  Elle  est  fondée  sur  le  principe  suivant. 

7.  Quand  on  a  une  équation  difrérenliille  du  premier  degré  dont  on 
ne  peut  trouver  l'intégrale,  il  faut  la  diflcrcntier  et  examiner  si,  en  com- 
binant cette  nouvelle  équation  avec  la  proposée,  on  pourrait  trouver 
une  équation  intégrale  du  premier  degré  autre  que  l'équation  pro- 
posée; car  alors,  en  chassant  par  le  moyen  de  ces  deux  équations  les 
premières  diirérences,  on  aura  une  équation  algél)ri(|uc  (]ui  sera  l'iiilé- 
"rale  cherchée. 

Si  l'intégration  ne  réussit  pas  de  cette  manière,  il  faut  passer  à  la  dif- 
férentielle du  troisième  degré,  et  chercher  si  l'on  pourrait  ainsi  parvenir 
à  une  nouvelle  équation  du  second  degré;  en  ce  cas  il  n'y  aurait  plus 
qu'à  éliminer  les  différences  secondes  et  troisièmes  par  le  moyen  de 
l'ç(|ualion  j)ro|)osre  et  de  sa  (liH'ércMticllc.  Ht  ainsi  de  suite. 
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8.  Cela  posé,  je  vais  commencer  par  chercher  l'intégrale  de  l'équa- 
tion   C   (lu  n°  5:  pour  cela  je  fais 


dt^ 


en  sorte  que  l'on  ail  Ic^  deux  é(|uati()ns  suivantes  : 

,  dx 

dt  = 

dt  = 


\  X-i-  ix  -+-  •jX- 

dy 


va-t-[3j)--l-7,)-^ 

Je  multiplie  ces  deux  équations  en  croix,  el  je  les  (|uarre  pour  les 
délivrer  du  signe  radical,  ce  qui  me  donne  ces  deux-ci  : 

dx- 


dP 
dr^ 


oi^fix-^  yx-. 


dt- 


—  x-i-  ^y  -^  y  y 


Je  différentie  maintenant  ces  équations  en  prenant  dt  pour  <  lui^tanle, 
et  divisant  la  première  par  dj:,  et  la  seconde  par  dv.  j'aurai 

d-  X 
d'y- 

Or,  en  ajoutant  ces  deux  équations  ensemhle,  et  faisant  .r-f-r^/^, 
on  ;uir;)  l'équation 

laquelle  étant  multipliée  par  r^.  et  ensuite  intégrée,  donne 

-^  ^/,  -hifip^yp-, 
k  étant  la  constante  arhitraire:  d'où  l'on  tire 
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Mais 

tin        dx  +  dy  , ^r — -         , 5 

-j-  =  — ,         =  \/a-\-^x  +  yx-  -h  \/oc-i-  ^y  +  yy', 

donc  on  aura  cntlii 


9.  Si,  au  liou  d'ajouter  les  deux  équations  difTéi-entio-diflerenlielles, 
on  avait  retranché  l'une  de  l'autre,  on  aurait  eu,  en  faisant  .r  —  v  =  (/, 
celle-ci  : 

2^  =  ^77. 

(|ui,  étant  multipliée  par  dq  et  intégrée  ensuite,  donne 

dq- 
et  par  conséquent 


rf,. -"+"'■ 


§  =  ^HT77-. 


Donc,  puisque  q  =  x  —  y,  on  aura 
dq 


=:  ^/oc  +  px  +  yx-—  \/«-i-^y  +  y y'' ; 
de  sorte  que  l'équation  intégrale  sera 


v'a  +  ^x-hyx^  —  ^a-h  (5r  +  y  y'  =  y/H  +  (3  (  a?  —  j  )^ 

H  étant  la  constante  arbitraire. 

10.  Les  intégrales  que  nous  venons  de  trouver  ik^  dillerenl  poini, 
quant  au  fond,  de  celle  du  n"  5,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par 
le  calcul  ;  mais  on  peut  en  trouver  encore  d'autres  plus  simples,  en  don- 
nant seulement  un  peu  plus  de  généralité  à  notre  méthode. 

En  efiét,  si,  au  lieu  de  supposer  dt  =  ■,  on  suppose 

ya  +  ^x-{-yx' 

dt  dx 

T        ^x  +  ^x  +  yx^ 
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T  étiint  une  tbnclion  qucloonque  de  a?  et  j,  on  aura  ces  deux  é(|uati(ins-(i  : 
dt  dx 

dt  _  dy  , 

il'où  l'on  lire,  en  multipliant  en  eroix  et  (|uarrant. 


df 

Tdr^ 


=  ac  +  pr  +  yy- 


dp 

<le  sorte  qu'en  diiïérentiant,  et  regardant  dt  eomme  eonstante,  on  aura 
■îJdTdx-i--}.T-d'x 


dP 
iTdTdr-^-i'^'d^y 


df 

équations  qui,  étant  ajoutées  ensemble,  en  supposant 

X  +  r  =  p, 


donnent  celle-ci  : 


TdTdp-hTd'p       „   , 


Or,  soil 

X  —  r  =  q, 

e^  supposons  T  une  fonction  dep  et  q,  en  sorte  que  l'on  ail 

di:  =  Mdp  +  ^dq, 

on  aura 

dldp  _  M  dp'       ^dpdq 

df-     -    df  df     ' 


dpdq       dx' -  df'  _  oc  ^l^x  +  yx''  _  «  +  (3j  +  yr  _  ?><J-^yP<l . 
-df-  =        df        -  ~         T^  T=  T=        ' 
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iloiic,  subsliluaut  ces  valeurs  dans  ré(|iiati()ii  ci-dessus,  elle  deviendra, 
après  l'avoir  nuilti|)life  par  T. 

Or-,  puis(|iie  la  valeur  de  Test  indéterminée,  on  peut  la  supposer  telle  (jiie 

T-Nç  =  o; 

e  est-a-(lire,  a  cause  que  IN  =:  -7-5 
^  (iq 

T    dq        q 

ce  (|ui  donne,  en  multipliant  par  (hj  et  intei^ranl, 

'\'  =  Vq. 

l'étant  une  t'oiictiiui  (|iu'lc(jnqui'  de  p  sans  y.  Ainsi  on  aura,  en  suppo- 
sant rfP  =  V  dp, 

M  =  P'</,     N  =  P, 

et  rei|uation  ditlérentielle  deviendra 

lHV'qdp'  +  1d-u) 

— —, —  =^  o, 

do 

c'est-à-dire,  en  mettant  Vq  au  lieu  de  T,  dV  au  lieu  <le  V  dp,  et  divisant 
ensuite  par  yT", 

dVdn-hyd'p  ,.  d(9du) 

'—. —  =  o,      on  hicii      ; — t-=f.;  , 

dP  dr- 

de  sorte  ipi'on  aura,  en  |)reMant  une  constante  arbitraire  (jU(dcon(|ue  G, 

Vdp 

d'où,  en  mettant  au  lieu  de 


dl 


dp  __  dx  -)-  dy 
di  "        d) 
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sa  valeur 


T  ^ 1 ' 

t*t  taisant  attfiitiuii  que  T  =  Pq  =  P{x  —jj,  un  aura  l'équation  finale 


X  —  y 

C'est  là,   ce  me  semble,  la  tonne  la  plus  simple  ii  laquelle  un  puisse 
réduire  l'intégrale  de  l'équation  proposée  (C). 

11.  Puisque  la  différence  des  deux  quantités  qui  sont  sous  le  signe 
est  ,3   j-  —  jy  -^  y  \x-  —y'],  il  est  clair  qu'on  aura 

^{x-y)  +  y(x'~y') 


ix-r-  yx-—  ^  a  H- (3 )•-(-■/.)•': 


v'a  -h^x-h  yx'  -h  \Ja  +  pr  +  yr~ 

Donc,  mettant  au  lieu  du  dénominateur  du  second  membre  sa  valeur 
G  {x  —y),  et  divisant  ensuite  le  baut  et  le  bas  de  la  fraction  par  a-  —  y, 
on  aura 

yx  +  ^x-\-yx'  —  \,x  +  Xy-^yr  ==  —  q — —^ 

équation  qui,  étant  combinée  avec  la  précédente,  donnera  celle-ci  : 

o ;      ,3  +  (y  +  G')A-  +  (y-G').r 

2  II 

laijuelle  étant  uiuUipliee  par  2G,  et  ensuite  quarree.  deviendra 

,3=— 4aG-  +  2S(y  — G')o  +  .}-)  -)-?.(y'-G')j.;)-i-(y  — G')'(-r'-i-  r')  — o. 

12.  La  métbode  que  nous  venons  d'employer  dans  le  n"  10  peut  s'.ip- 

pliquer  avec  le  même  succès  à  intégrer  l'équation  dont  nous  avons  parié 

plus  baut  (n"6j. 

Soit  donc 

dt  dx 

T        '^x  +  Çix  -t-  yx'  +  âx»  ■+-  tx' 
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en  ^orlc  que  Ton  :iil  aussi 

dl É^r 

1        y/ix  -hiir  -\-y  r'  ■+-  àr'  -t-  e  r* 

el  rt's  deux  equaliuiis.  étant  traitées  comnif  colles  du  n"  10,  devieadruul 

d'abord 

if.T dTdx -i- 2T-d'x       .  -^  ^  , 
j- =  (3  +  ayj:  -+■  ôox-  -h  ^ix', 

zTdTdy-h^Td'r 


dt' 


:  (3  -1-  2y  )•+  3Ô  )•=-(-  4e,)''- 


J'ajoute  ensemble  ees  deux  dernières  équations,  et  Je  lais  eoiiinie  ei- 

dessus 

T-hy=p,     x—y=q,     dl'  =  Mdp  -h^dq. 

j'aurai,  en  divisant  par  2, 

— ' d^ =  ^^yp ^  j(p' ^ q')  +  -ip'  +  ^pq'h 

et  mettant  au  lieu  de      ,  ^  sa  valeur 

dx'  —  dy'  __  OL  +  P^  +  yx^ -+-  ôx' h-  ear*       «  +  (3_r -1-  y  r'  +  o.t'  +  er' 


(3^  -H  y/»?  +  |(3/>'g  +  q')  +  |(/>'9  +/>g' 


on  aura,  après  avoir  multiplié  par  T  et  ordonne  les  termes 

Soit  fait,  comme  dans  le  n**  10, 

T  —  N  (/  =  o, 
et  par  conséquent 

T  =  Pfl,     N  =  P,     M  =  2i— , 

'  dp 
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on  aura 

P'q'{dPdp-i-Pd'p)      „     /ô 

dr- ^  =  ^1'  (ô  -*-  'P 

ou  hien,  en  divisant  par  Pq\ 

PdPdu-h¥-d-n       6 

dr-  ■3.         ^ 

Cette  équation  étant  nnillipliée  par  2dp  devient  intégrahle.  et  l'intéi^ralc 
sera 

^  =r  G-  +  oj 


dr 


■ip-^ip- 


G  étant  la  cunslanti'  arhitrairi':  de  sorte  ([u"oii  aura,  en  tinml  ta  lacim 
quarrée, 

Vdp ; 

—^  =^{^  ^op  +  ip-; 

mais 


dp  _  dx  -+-  dy  \ix-r-  Sx  +  yx'  -h  o.r'  +  ex'    ^    \j'a  -+-  pK  +  "/J^  +  ày''  -h  zy* . 

dt  ~        dF^  ~  î  '  ''  T         ''  ^' 

donc,  substituant  cette  valeur  et  mettant  à  la  place  de  p,  x-hy,  et  à  la 
place  de  T,  fq,  ou  bien  Vfx—y,  on  aura,  après  avoir  multiplié  par 
X  —  y, 


(  V  a  -+-  Sx  +  yx-  -h  ox'  -i-  ex'  -4-  i  a  -t-  S  r  +  V  )''  +  ô  v^  -4-  s  r' 
(D)         P         ^         '    ^         '^-        '■ 

'      ={x— r)  vti-  +  o(x-+- jj  +  clxH-^-j- 
pour  l'intégrale  cberchée  de  l'équation 


(F 


\y.-^  Sx  -!-  yx'  -4-  ôx'  -f-  sx'       y'a  +  (3  r  -i-  yr'  -<-  ^j'  -*-  £.1"* 
13.  Si  l'éciuation  à  intégrer  était 

dx  dr 

va  +  j3x  -j-  yx'  -f-  âx'  -f-  ex'        v  »  +  p.>'  -I-  y.V"  -•-  O.V  +  e  >"' 


il  n"v  aurait  (|u';\  cbanger  le  signe  du  second  radical  de  l'équation    D 
II.  3 
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\  a  -f-  (3x  -f-  y.r=  +  èx'  -+-  ex'  —  y/a  4-  ^y  +  y  y-  -h  d  y'  ■+-  z  y' 


~  (fï'—  r)  v'G'-+-  à{x  +  y)-^e{x  -\-  yy. 
II.   L;i  (lifTéi'piiPo  dos  deux  quantités  qui  sont  sous  le  signo  ('tant 

'^  (  X  —  y)  -\-y{ X-  —  y' )  -+-  è  ( j-»  —_)•')  +  £(  x'  —  y'  ), 
(»n  anra  par  l'équation  (D) 


V'a  +  (3ar  -(-  y j?'  +  o.r'  +  s.r'  —  \fôc  ■+-  (3 j  +  yj-  +  â  y'  +  e  >•• 
_  P(.r  —  r)  -hyjx-  —  x''}  +  ^i^'  —  T')  +  M^*  — j') 

_  p  +  y  (ar  +  r)  -t-  â(jc'+  ^j+ r')  +  £'{x'-h  x'y  +  a;v-  +  j'). 
v'G''  4-  ô  { ^  +  j  )  +  e  { .r -f-  r  Y 

(lùhi  .  tonihinant  cett(^  équation  avec  celle  (iiic  nous  venons  de  cilcr,  on 
aura 


V  a  -I-  ^x  -+■  yx'  -4-  ox'  -+-  ex' 


{x  —  y)  v/G'  -hô(x  -h  y)  -\-  s{x  -h  y)' 


^  -h  y  {x  -\-  y)  -h  è' {x-  +  xy -j-  y')  +  e{x'  +  x'y  -h  xy''  -h  y') 
1  yjG^  +  à[x  -¥ y)  +  e{x  -ir  xf 
_  j3  +  y  (jc  -\- y)  -\-G(x  —  y)-i-è(7.x^  +  xy)  -+-  2e(x'  +  x'jJ 
T.  v/G'  -I-  ô  ( ^  H-  >•  )  +  £  ( .r  -+-  ,v )• 

d'où,  en  multipliant  en  croix  et  (|Marranl  les  deux  nieinltrcs  de  celle 
équation,  il  viendra 

i=— 4aG  +  (2[3y-h4a(3—  2^G)(^+^»-)  -¥{y' --  '\0Lt){x  +  y)' 
-H  iV[x  —  yf—  l'^àxy—  iy(k{x'  -i-.r') 

-I-  (ayo  —  4|3s—  2oG)(x  -H,)')  ^■,)-  4-  (o-  —  .j-G  )  :c;  r- —  <>, 
ou  l)ieii 

(3-—  42«<J  H- (  7.  (3y  4- 4  KO  —  2(3G){x4-.r) 

4-fy'-43!£-  2yG4-G')(;i-'4-j»)4-2(y'-  jace-fîô  -Vr)xy 

-^  2  ( yo  —  2 ,3e  —  oG  )  {.r  4-  >•)  X)-  4-  (  o'  —  4  e(J  )  .r»  )•=  -^  o  ; 
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et  cette  équation  sera  également  l'intégrale  de  l'eciiiation  (E,  el  de 
ré(|uation  (F)  (n"*  12  et  13,;  ee  (|ui  s'aeeorde  avec  ce  (|ii'(in  a  déiiuinlre 
dans  le  n°  6. 

15.  (lonsiderons  maintenant  en  général  ré(|iia(i(in 
dx  (/)■ 

X  étant  une  fonction  quelconcjue  de  a-,  et  Y  une  tonclioii  (|iiel(un(|iii' 
de  y.  On  aura  d'ahord  les  deux  équations 


d'nii  l'on  lire 


dt        dx        dl        dy 

'ydx'  __  T'dy-  _ 

dv     -~  ■^'         dp     ~     ' 


el  diliérentiant,  en  faisant  d\  =  \'  dx,  d\  =  \' dy, 
2'\dT  dx  +  1 T' d'x 


dr- 

l'ï dT dy  -\-  l'ï'd-  > 


dP 
Soit 

X  -\-  y  =z  p,     x—y=zq,     dT  =  Mdp  ~\~  W  (/(), 

on  aura,  en  ajoutant  les  deux  équations  précédentes  enst'nihle, 
2 '1'  (  M  dp-  -+-  N  dp dq)-\-  -2 T-' d -p   _ 

■ -. —  A    -1-    1   . 

dp 
Or 

dp  dq  r=  dx'  —  dy'  =  -^ 7rr„ ; 

(loin-,  substituant  cette  valeur,  on  aura 

dt'  ~       ^  T 

Mainlenant,  puiscjne  x  -\-y  =  p,  x — y^q,  on  aura 
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i\o  scii'ti'  (lu'i'ii  m-  coiisKlrraiil  (|iu'  la  vai'ialnlilé  de  (/  on  aura 

X'  —  —  -  -.  ^ 
dx        "  dq 


(le  plus  (II)  a 


rfY  _         d\ 

~  dy  "~       "  dq 


-,      dT       -,      f/T 


donc,  t'aisaiitci's  siil)sliluli()iis  dans  r('<]iiati()ii  |ii'('ccdciitc,  elle  se  réduira 
il  cctti'  l'ornic 

Ôr,  pour  (lu'on  puiss{3  tirer  de  eette  é(|iiarKin  la  valenr  de  -/-^  il  tant 
taire  en  sorte  (lu'cdle  ne  contienne  que  les  seules  vaiialiles  p  et  y;  c'est 
ce  qu'on  ne  saurait  obtenir,  ce  nie  semhie,  (|u'en  taisant  : 

jo  j  _  pQ^  p  (.(ant  une  fonction  quelconque  de  p  et  Q  une  ionclion 
i|iielcon()ue  de  r/,  |)oui' avoir,  en  divisant  parQ^, 

Al$^  ^,/X-Y 


dl  j         2      \     Q 


dp  Q  dq 

2"   Il  faudra  (|ui'  l'on  ail 

^/X-Y 


^      '    =  fond. /A 


Q  dq 

Suppos(»us  donc  (|ue  '^^ p]  représente  une  l'onction  (piidcoucpie  de  />, 
un  aura 

(*)  Ce  sont  les  dérivées  partielles  dos  functiiins  V^  A-  )  cl  ' — ;= —  par  rapiidi'l  à  ji  cl  y 
respectivement,  qui  figurent  dans  cette  é(puUion;il  faut  supposer  (|ui' -^  soil  exprimée  en 
fonction  de  la  seule  vurialile  //  (  V"/c  <l<'  rJùlitrin:) 
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donc,  muUipliiuit  par  Qc/(/,  et  inU-grant,  en  remaniant />  coninic  cunslanl. 


X-Y 


=  'j{p)jQflq  +  ^{p] 


Q 

6(p)  dénotant  une  autre  fonction  (iuelcon(iue  de  p;  donc  on  aura 

Si  cette  condition  a  lieu,  alors  on  aura 

VdpV 

dt  ,    . 


donc,  en  multipliant  pai'  dp  et  intéi;rant, 

G  étant  une  constante  quelconque;  d'où  l'on  tire 


ï=\/«=-'/'"-"'^ 


dp  __  dx-i-  d}-  __  y  X  +  v'Y  ^  V'X  +  yY 
dt^       dt        -         T  Py 


donc,  substituant  cette  valeur,  on  aura 


/x  +  vY  =  Q\/'g=  +  '-  f'?ip)dp- 


.  .     dx         dy 

c'est  l'intégrale  de  1  (Miuation  proposée  -=  —  -=■ 

16.   Voyons  à  présent  quelle  iloit  être  la  naliuv  des  (juantilcs  X  d  \ 
poiii-  que  ré(|uation  (le  condition 


X-Y  =  Q  Uip)  fQ'i'l^'^iP)] 
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SLR   L  INTEGKATION 


;nl  lirii.  (M  Mijiposons  d'rihord  que  ces  (iiiitiililcs  soiciil  de  hi  l'oi'iiio  siii- 

\iiiUc  : 

X  =  a  -I-  (â X  -(-  yx-  -+-  ox'  ■+-  îx'  -+-  'Çx'-  -r-  nx-  -l-  .  .  .  , 

V  =  «  -f-  j3,)-  -4-  yr'-^  o)-'-(-  ty'-h  'Çr'--\~  /;_)■«  +  . . ., 

l'u  sorte  que  l'on  ait 

\  —  V  =  ^  {X  —  r)  +  y  {x'  —  y"-)  +  0  {x'  —  y'  )  -^  e(.r'  -  r') 
-h>:{x'  —  x')  +  y)!^"— r" )-+-.. .; 

ni  laisniil  X  -^y=p,  a- —  y  =  y,  c'csl-ii-dirc 


ri  (oimiic   celle  (|iiimlilé  doit  être  égale,  oti   pliilol  ideiilicuie  avec   la 

(|iiaiilile  Q\'^(/))lQc/q-^'^{j>j\,  dans   la(|uelle    Q    est    une    roiietion 

de  y  seulement,  il  esl  visible  (|u'il  i'aut  : 
i"  Que  l'on  ail  Q  =  q,  ce  (|ui  donne 

/  <J'/7       ','1  • 
2"  Que  l'on  ail 

il  +  ^-ii  +  '°y  ^  ao-^/^'  -+- . . . U^  =  2Mz], 

'4  î^  iti  3?.  ■  ■  ■  /  V  ^ 


(76^^-*-'>="' 


r'est-à-Hire 


ei  par  (•onsé(|uenl 
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Donc 

(le  sorte  que  l'inlégrale  de  ré(ni;ition  sera  dans  ce  cas 


V  X  +  y  Y  =  (/  ^  G=  -f-  oy?  -i-  ip- . 

C'est  le  cas  que  nous  avons  déjà  examiné  ^n"  12  . 

Au  reste  on  voit  par  là  (|Uf  les  quantités  X  et  Y  uc  sauraieiil  idiitcuii 
d'autres  puissances  de  .r  et  de  v  que  celles  qui  ne  passeiil  point  le  (|ua- 
Irième  degré. 

17.  Supposons  maintenant  en  général 

\=:lp(?.X),        V=^' (?.>•), 

eu  sorte  que  l'on  ail 

\  =  'P{p  +  <l],     \  =  ^{p-q), 
el  re(|uatiou  de  condition  sera 

<!>(/>  -h  ^)  -  M{/<  -  q)  =-  Q  hip]  fi)  dq  +  '':,  i,)\  ; 

soient  dillérentiés  les  deux  memhres  de  cette  équation  deux  lois  de  suite 
en  faisant  varier  p  seulement,  on  aura 

^"[p  +  q)  -M""i>-  '/)  =  <;)['/(/')  f  O'/y  -  V \/o|-- 

soient    ensuite    ditlereulies    les    deux    meudires    deux    t'ois,    eu    i'aisanl 
variei'  q  seulemenl,  n(uis  aurons 

donc 

/•  d(y  ci'iQ  l'Qdq) 

QVp-^QJQ^/g>^o"ip)^^-h[p)-^  -A_^_^o(/>i. 

Otte  équation  devant  être  ideuti(|ue.  je  supposerai  d'aixiid 
dq- 


2i  SUR    i;iNTi;(iU  vu  ON 

m  ctîiiil  un  ((ictlicicnl  roiislaiit  (HicIcoïKpic.  d'dii  l'im  ii,  l'ii  iiil(i;r;iiit, 

Q  -—  A  siii(  nuj  +  a), 

A  (M  v  cUiiil  iiiissi  (les  constimtt's  (|ii('I(i)ii(|ii('s.  cl  |);ii'  (•<iiist''(|ii('nl,  t'ii 
inli'urniil  de  iioiivcaii. 


I  (  )  dq  =r  —  ^  fos  (  niq  -t-  a  ) 
J  'ni  ' 

()  I  0  f/rt  := —  sili  ■>  (  mil  -\-  : 

/  '  ■?.  ni 


(le  soi'ti-  (|uc  l"f(|ii;irKiii  iircccdfiilc  (Icviciidrii 

\  sin(/»(/  -^-  ci)[<\i"  (p)~h  «(•ij;(/^)] ^ —  siiia  {nuj  +  a)  [cp"(/;) -h  4 '«'9  (/-»)]  =  o, 

l;i{|iicllt'  dcvaiil  élrc  vi'aic,  indcpciidaminciil  (raiicuiic  rciiialHUÉ  nilrc  y 
et  p,  il  faudra  (juc  Ton  ail 

Y[p)  +  ni'^]^{p)  =  o,     <^"[l>)  +  ^m-9(p)  1-^  o; 

1  (■  (|iii  donne,  en  prenant  des  conslanles  (|iHde(in(|in'S  H,  fj  cl  (!,  y, 

4^  (/>)  =  Bsin(  w/>  H-  [3), 
9(/7)  =  Csin(m/?-+-y). 

Subslilnant  donc  toutes  ees  valeurs  dans  ré(|nation  de  eondilion  trouvée 
ci-dessus,  on  aura 

A'C 
=  AB  sin  (  nij)  -+■  Z)s\n{niq  +  a) sin  .>.  (  mp  -(-  y  )  sin  ■>  (  /;/(/  -+-  a  i 


AB 


AM 


cos  [ m  ( />  -+-  ç  )  +  (3  H-  a]  —  cos  [ m  (  /^  —  7  )  -t-  P  —  a ] 


' — ^  jcos2[m(/7  -(-  ^)  +  ■/  -(-  a]  —  C0S2[m(/i  —  </)  -t-  y  —  a]  j . 
Donc,  faisant  p<inr  iilns  d<'  simplicité  —  ^ —  =  ^,  ^ — '  =c,  et  prenant 
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mit'  constante'  (|Ufk'on(]ii('  a,  (in  aura 

^'(l>  —  q]  =  a  +  l>cos[m(p-q)->r-<^~~  x]  ^  c  cos,i[m[p  ~  q)  +  y  —  x]; 

floue,  en  niettanl  3ic  à  la  place  de  p  -+-  q,  -iy  à  la  place  de  p  —  </.  el  n  a 
la  place  de  am,  on  aura 

X  =  «H-6cos(rt;c  +  (3-1- a)  -I-  ccosi[nx  -f-  y  -i-a), 
Y  =  a-i-  6cos(«r  -f-  |3—  a) -h  ccos2{«)-  h-  y—  a). 

Ce  sont,  ce  me  semble,  les  valeurs  les  plus  générales  que  l'on  puisse 
donner  aux  quantités  X  et  Y  pour  (lue  l'équation  ^  =  f^  g^.it  int^,. 
grahic  par  notre  méthode:  et  l'intégrale  sera 


V'X  ■+-  v'Y— -  Asin(w^  "^  ^^V  ^' cos2{mp  -^-y), 

ou  bien,  en  mettant  ~  au  lieu  de  -,  et  faisant  G'-  =  ^, 
A-  m  A- 

\  \  -f-  v'V  =  sin    '^'^^  ~^>  _,_  3^    ^1p_  o.ccosYn{x-i-r)  -+-  iy]. 

18.   Soit  fait 

cos/i.r  -I-  siiirtx  y  —  I  =  u, 
cos«>'  -I-  sin/jK  y/ — I  =  (', 


I  —  «-    / 

sui  nx  =^ y/ 


el  de  même 


COSfl)- 


I  -H  f'  .  I  -(-  f» 

(•os2rtr= ^!     SOI  2/0  • 


sm«)  =  — —  i/— I, 

-  v'     , 
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(•0S«(X  -t-  )•)  : 


I  +  U'  V- 


l'jitiii  on  aiii'ii 


I  —  n'  f- 

SI n  «  (  X  -I-  )•  1  = V  —  ' . 

2  Ml'         ' 

n  (  X  —  »•  )       ('-(-« 
ros — ! •—-  =  — —  -, 

'•  ?.  y,  CM 

.     n(jr  —  )•)         i; —  M 

sin  — -^  =:  — —  y  —  I  . 


,    </;/  , ch' 


nu  y"  —  I  m'  ^  —  I 


Sii|j|i().s()iis  outre  cehi 

f'os{[3 -I- a)  —  A,     ros?  (y  +  3!)  —  H, 
ros(|3  — a)  =  E,     ros?.  (y  —  a)  =  F. 


ros  3.  a  =  AE  -1-  y/ 1  —  A'  ^  i  —  E' , 


donc 


ros4a  =  BF  -+-  VI  — BV  — F'; 


(G)  n-  BF  +  ^1^^\/T^^F' =  7.  (  AE  -+-  V  I  -  A'v  1  -  E'). 

KiiMiitc.  en  (aisanl,  pour  abréger. 


BF  -  v'(i-B')(i-1^)  =  N, 


-M 


ros?  y 


/i-f-M  /i 


donc,  en  faisant  toutes  ces  substitutions  dans  lis  loiiiiulfs  du  nunieii 
prérédent.  on  aura  d'abord 


\=:a->-l> 


Y  r.:  a  +  b 


A(l  -t-M-)—  y/A'— l(l—  K')  B(i-m')— y/B'— l(l  -  «') 


E ( I  -ht/')—  yE'— I  (i  — f')  F (  1  +  f ' )  —  y/F'  —  I  ( I  —  c' ) 
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on    i>l('ll. 

X=  — -     et     Y=  --•> 

CM  sii|i|)i)s;iiit  [imir  plus  lU'  Miuplicit*' 

U  =  6-  ^B  -  vB' -  I  )  -1-  6  (A  -  yJA^^'i)  u 


-+-  lau-  ■+-  bi  \  -i-  V  A=  —  I  )  {/'  H-  c  (  B  -+-  sjW 


V  =  f  I  F  -  v'F=  -  I  ,  +  6  f  E  -  V  E'  -  '  ^  " 


+  lai.- -+-  6  f  E  -I-  V E''  —  I  j  f' -I-  c  (  F  -4-  v'f'  —')*'';. 
de  sortt'  (|iie  l'('»(ju;iti(in 


dx  dy 


(levR'iidni 

dont  rinléa;rale  sei;i 


+  M  )  y'  I  —  M  -4-  (y  —  U)\ 


V  ""v^ 

Il  est  flair  qiu'  l'équation  ^  =  ^  est  un  peu  jilus  i;eneiale  (|Ue 
V  U  V  ^ 
reijuation  (E)  que  nous  avons  appris  à  intégrer  dans  le  n"  12;  ear  dan.s 
eette  dernière  équation  il  n'y  a  que  cinq  coeiricienls  indétermines,  au 
lieu  que  dans  celle  dont  il  s'agit  il  y  en  a  six;  je  dis  six.  (pioique  les 
(juantités  a.  h,  c.  A,  B,  E,  F  soient  au  nombre  de  se[)t:  car  nous  avons 
vu  ci-dessus  qu'il  doit  y  avoir  entre  les  (juatre  dernières  de  ces  quanliles 
un  rapport  exprimé  par  l'équation  (G). 

1!).    Pour  généraliser,  s'il  est  possildc.  la  uietliode  que  je  \iciis  d Cxiili- 
(|iu'r.  je  reprends  les  équations 

dl        dx       (Il        dy 
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ri  jCii  piciiils  les  <lillVTt'iilifllt's  loi;;irilliiiii(|urs,  vu  irgiirdaiil  Idiijdiirs  r/( 
(•(iiiimt-  ((iiisliiiitt';  i'jii 

d-.i        X'    ,  I   </T  ,  I   </T  , 

dx         ?.X  l    dx  1    dy 

d' y        Y'    ,  i    dT  .  I    (/T  , 

dy         ?.  Y    •  i    dx  I    «>•    ■ 

ilonc 

''■'' ^  [^  -  Y  d^  j'^''  -  1  dy '''-'''' 
,,         /Y'         I   dT\   ,  ,       ■    rfT  ,     , 

011  liii'ii,  l'ii  nicllaiil  ,pc//^  au  lieu  dr  da-,  cl  ,y._y/'"  an  lien  di'  tir'-. 


d-x  z= j — -  de ■ dx  (. 

2     dx 


dy 


rf)-     "'  dx 

Soit  maliilcnaiit  Z  iiuc  fonction  (luclconcjuc  de  .r  cl  de  v,  cl  supposons 
d7.  —  Vdx-hOdy, 
on  aura,  en  difTérentianl  de  nouveau. 

</-  /  =  P  d-  X  -\-Q  d-  y  -+-  '-j-  dx'  -+-  >.  -.—  dx  dy-h  -^  dy-. 
^      •         dx  dy  ■  dy    • 

donc,  suhslilnaiil  au  lien  de  d-x\  (/-y,  di'  cl  (/y-  leurs  valeurs.  (Ui  aura 


['â^-'^-« 


dx 


Donc,  si  l'on  sii|»|)ose 


dP       ^  d\o^T  _  ^.  d\onT       ^ 
'  dy  dy  dx 
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!>!» 


-P- 


\T-)        X  r/P        i^'^'p) 


.  ./P        i^'^U^/        \  dQ 
rfj"  1-  ajc        î         d)-  T-  «)■ 


iiii  aura  l'éiiuation 


dt- 


>[Z], 


laqiu'lli'.  (''tant  multipliée  par  2(17.  cl  l'iisnitc  intciirec.  (Iiuiiifra 


(i^j"  =  G=  +  2J  9(Z)f/Z, 


et  par  conséquent 


dZ 
dt 


i/g=+2  l'o{Z)dZ: 
rfZ  _  P  r/x  -h  Q  r/)        P  \  \  +  0  \  Y 


rff 


dt 


donc  en  taisant 


/  o(Z)f/z  =  a)(Z), 


l'intéiïrale  de  l'eiiuatiDn  ^  ;=  -^;  sera 
vX       vY 

PvX  +  0\  Y=Tt/  G^+a  ÇiPZ, 

G'-  étant  la  constante  arbitraire. 

20.  Toute  la  dilliculté  se  réduit  donc  à  déterminer  les  (|uantites  1' 
et  Z.  en  sorte  que  les  équations   H)  et  (I)  aient  lieu. 
Si  l'on  fait  logT  =  «,  re(iuation    H    deviendra 

(/)•  dx  dy 


•  il  I  on  tire 


(/«  J  2  rfP      0  </« 

</)■  "  P  (/)■        P   dx' 


de  sorte  (ju'on  aura 

,         du    ,         du   ,  2  (/P  ,         I  ,         Qdr\  du 

^"  =  di'^^-^d;-''=-pd^'^''^r''~  p^)^- 


;{(»  SIIK   LINTE(;h  VU  ON 

Sdil   H    II'   t;i(l('iir  piir   lc(|iiel  il   fiuulrail   imilH|iliri    la   diHi'H'iilH'lh 
Pr/.r  —  ()(h-  |)(ini-  la  iciidrc  iiit('i;i'a[)l('.  cii  soi'lc  (jik'  l'on  ail 


et  I  (111  ailla 


,  2  rfl*  ,  I     du    , 

du  —  -jT  -T—dr-r  Tp     ,    dz  : 
V  dy  Hl»  d.r 


«luiH  .  l'ciiardaiil  //  coiiiiiit'  une  loiictiini  de  ici  r.  rt  Mi|i|iusaiil  ^  l'onslaiil. 
(III  aiiia 


cl  |iar  ((HisiMiiifiil 


en  jHciiaiil  l'iiilciiialc    i   l,  't- (h'  diins    la   Miiihosili le   r    ((Hislaiili 

'  f^         J    V  (/)■    •  '  ' 

ddiic,  |inis(|ii('  Il  =  logT,  si  l'dii  l'ail  aussi 

on  aura 

.  Ç'-'—.h 

^'  iz)  dciiolaiil  une  Riiididii  (|iiid((in(|nc  de  ;. 

Avant  ainsi  drtcrniini'  la  (|naiililc  T.  il  ne  icsicia  pins  (|ii'a  salislali 
il  rc(|iiati()n    I    (|ui  pcnl  se  rcdnii'c  ii  cctlc  tdiiiic  |iliis  sini|ili'  : 


(K 


,"(!;^)  , 


y  \ 


1'         dx  Q         dy 


'W --,... 


21.   Sii|)|i<iS(iiis  (|iic  P  soit  niic  luncrKm  de  r  seul,  cl  U  ■  IniicrHin 

de  )•  seul,  iMi  sorte  (|nc  l'mi  ail 


Z=fvdx+li}dy     cl      ::^jl'd.r        /  (J 

1    '^1' 
1  cansc  (le  -;—  ^=  **. 
dy 

T=W  (    Ç  Vdx-  I  Q '/)■);■ 


d), 


■1  I  (iii  ania  d  aiiiird,  a  cansc  de  -7-7  ^^  o, 
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ensuite  l'équation  (K)  étant  multipliée  par  Pcte,  et  ensuite  intéiiicc  en 
regardant  y  comme  constante,  donnera,  à  cause  de  Pdcr  =  c/Z. 


r  +  J   -'^^  -~  ^  ''""  =  '-^t^')  +  "  (•>■'' 


^/Q^Y 


r^) 


\^  ^Q-V  Q^V  ^/T 

donc  on  aura 


/ 


'/(-TT;  p 


/       r  P  dx\ 

q'         Q     r/r   ./     T=        ^^\/P</t-^"Q  ./r 


de  sorte  (|ue  l'équation  précédente  deviendra 


T=         Q  rfi- 


^  :=2(l)(Z)  +  n(,r). 


la(|Uelle  étant  multipliée  par  Q^A',  et  intégrée  dereclicr  en  regardîiiil  .r 
comme  constante,  donnera,  à  cause  de  dZ  =  Q^A  , 

r- \f  ^  +  Q- Y  f  i|^^  =  ,["*( Z 1 JZ  +  r ( .r)  +  A (r). 

r  (a'  1  et  A   y  I  étant  des  fonctions  (pielconques  de  ,r  et  de  > .    . 

Or,  piiis(|ue  T  =  H' (   /  Vdx—  j  Qdy^,  si  l'on  sn|ipose  en  gcnciid 


dr 
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iiiinc  un  ;iMr;i  iiitiii  |)iiiii'  ri'(|tKiti(iii  de  ('(iiiditidii 

,L)  P'\-Q'\)l[   I  V(h        j  Qdy\-.   ■>  Ça'   ■/.|(|■/.-hT(x)->'^{r). 

Qii(ii(nu'  ct'llf  iHiuatiun  iio  soit(ju'uii  ras  |iailiculifr  de  l'é()uati«m  fK), 
t'Ilc  est  cependant  en  (|uel(|ue  sorte  plus  générale  (|ue  eelle  (|iu'  nous 
avuMs  lionvee  |)ar  la  méthode  du  u"  15. 

22.   Si  l'iui  tait,  conime  dans  le  n"  Ki. 

X  =  a  -1-  ^x  -+-  yx-  -+-  àx'  -+■  zx'  ■+-  ?.«■'  +  nx'  +  6.r'  -^  '/.x'  -4- . . . , 
Y  =3!  4-  ^r  -h  y  y-  -h  ây'  ■+-  e_)''  4-  ?_>■'  -y-  r,  y''  ■+-  9  y'  -t-  }.y'  •  .  .  . . 

un  liouvera  (jue  l'on  peut  salisi'aire  ii  re(|uation  (L;  dans  les  cas  suivants  : 
i"  En  faisant 


X  —  y 


;  ^  o,     /,  =  o,      ...  ; 

e'esl  le  cas  que  muis  avons  résolu  dans  le  uu'iue  nuuM-ro. 
2"  En  faisant 

>  /  'l"Z,(/Z  _  a -f- ayZ  4- aeZ'H ^--     à  rause  fie     Z- 

r(x)  =  -— ^-3-,    ^(r)=-  +  -^■ 

et 

(3  =  0,     ô;=o,     £  —  0,     6-    o,     /.  -  o, 
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3°  En  faisant 


<I>(Z)rfZ=3yZ  +  2^'  +9>.Z»,     à  cause  de     z  ^  ^lllZ 


e( 


a  =  O,       (3  =  O,       Ô  =  O,       £  =  O,       T)  r=  o,       6  ^  o, 

et  ainsi  des  autres. 

Au  reste,  tous  ces  (lilTérents  cas  peuvent  se  déduire  du  premier  par 
des  substitutions  convenables;  c'est  de  (juoi  l'on  se  convaincra  aisément 

en  mettant,  dans  l'équation  -^  =  ^=,,  .r-,  a-' à  la  plitcc  de  a-,  el  y-, 

y',...,  à  la  place  de  y;  de  sorte  que,  à  pifqtrenieni  parler,  les  supposi- 
tions de  P  =  x'"  et  Q  —  y'"  ne  donnent  point  d'autres  cas  (|iic  ceux  de 
P  =  I  et  Q  =  I.  Mais  comme  ces  suppositions  sont  très-()articiilières,  el 
que  l'équation  (L)  n'est  elle-même  qu'un  cas  très-particulier'  de  l'équa- 
tion K)  du  n"  20,  il  n'est  pas  impossible  (pi'on  ne  [tuisse  dei  ouvrir 
encore  par  le  moyen  de  cette  équation  d'auties  cas  d'intci^raiiilité  de 

, , ,  dx         dy  .  , 

I  équation  —=  =  -~\  ce  (|ui  ouvre,  conune  ou  voit,  nii  vaste  t  li;Hn|i  aux 
vX        v\ 

reclierches  des  anaivstes. 


\ 
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SUR   LA 

MÉTHODE  DES  VARIATIONS. 


[Miscelltinen  Ttniriiirrisiti,  t.  IV.  176G-1769.) 


I. 


J'ai  donné,  dans  le  second  volume  des  Misce/lanea  TaiiHiiensia  (' )  une 
nouvelle  méthode  pour  la  solution  des  Problèmes  où  il  s'ai^it  de  trouver 
les  courbes  qui  jouissent  de  quelque  propriété  du  maxinumi  ou  du  mini- 
mum. Cette  méthode,  qu'on  peut  très-bien  appeler,  d'après  M.  Euler, 
méthode  des  variations,  avait  déjà  été  communiquée  dès  lySS  à  ce  Ejrand 
Géomètre,  qui  l'avait  jugée  digne  de  son  attention  et  de  son  suffrage, 
comme  il  parait  par  les  différentes  lettres  qu'il  m'a  écrites  sur  ce  sujet, 
et  que  je  conserve  encore.  Dans  une  de  ces  lettres,  datée  <hi  2  oc- 
tobre 175g,  il  s'exprime  en  ces  termes  : 

«   Analitica  tua  solutio  Problematis  isoperimetrici  continci,  iil  video, 

•  (juidquid  in  bac  materia  dcsiderari  potcsl,  et  ego  maxime  gaudeo,  hoc 

•  argumentum,  quod  fere  solus,  post  primos  conatus,  tractavirani.  a  te 

•  potissimum   ad  summum  pert'ectionis  fastigium  esse  ercctuni.   Rei 

•  dignitas  nie  excitavit,  ut  tuis  luniinibus  adjutiis  ipse  solutionem  an;i- 

•  liticam  conscripserim,  quam  autem  celare  statui,  donec  ipse  tuas 
»   meditationes  publici  juris  l'eceris,  ne  ullam  paricm  gloria>  tibi  debit;e 

•  praM'ipiam.  •  Kn  effet,  JM.  Kuler  a  donné  depuis,  dans  le  tome  X  des 
Nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg,  imprimé  en  1 766,  deux  Mémoires 
assez  étendus  sur  cette  matière,  dans  lesquels,  après  m'avoir  fait  hon- 
neur de  la  méthode  dont  il  s'agit,  il  en  explit|ue  les  principes  et  les 

(*)  OEuvrcs  (le  Lagrtin^c,  t.  I,  p.  335. 
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usages  avec  lu-auroiip  de  délail  et  de  |>iéeisioii  (*;.  Après  des  témoi- 
gnages aussi  forintls  de  la  part  d'un  Géonii'tre  tel  (|ue  M.  Euler,  j'ai  dû 
être  surpris  du  peu  de  jusliee  (jue  m'ont  rendue  d'autres  Géottièlres,  qui 
se  sont  depuis  peu  oeenpés  du  même  sujet.  .M.  Fontaine  vient  de  donner, 
dans  le  viduinc  île  l'Académie  des  Seienees  de  Paris  pcuir  l'année  1767, 
nu  Menioiri'  intitule  :  Addition  à  la  nullnxlc  pour  lu  soIuIkui  des  l'rohh'ines 
de  maxiniis  cl  miriimis.  L'Auteur  déluite  par  a\aneer  sans  aucun  t'onde- 
nu'Ut  t|ue  '  je  me  suis  éijaié  dans  la  route  nouvelle  (|ue  j'ai  prise,  poui' 

n'en  avoir  |ias  connu  la  vraie  tliettrie.  «  Knsiiitc.  pour  sup|ilécr  an 
défaut  prétendu  de  ma  méthode,  il  en  donne  deux  autres  (|u'il  regarde 
eonuuc  nouvelles  et  lort  supérieures  à  toutes  les  nu'tliodes  coiuuies  pour 
le  nn-me  olijet.  Je  lU'  ciois  pouvoir  rien  faire  de  mieux  potir  ma  justiii- 
eation  (pie  d'inviter  les  connaisseurs  à  lire  l'Ouvrage  même  de  M.  F(m- 
taiiie  et  à  le  comparer  avec  le  mien  et  avec  celui  de  M.  Kuler.  On  verra. 
si  je  ne  me  trompe.  (|ue  des  deux  métliodes  de  ^I.  Fonlaiiie,  l'uiu'  n'est 
autre  chose  que  (elle  que  M.  Euler  avait  (humée  dans  son  excellent 
Ouvrage  intitulé  Melhodus  imeniendi  lineas curvas.  de.  et  (|u'il  a  ensuite 
al)an(l(uuiéc  pour  a(hi|iter  la  mienne,  et  (pie  l'autre  est  la  même,  (luanl 
au  fimd,  (pie  ma  méthode,  dmit  elle  dillére  seulement  par  la  maiiii're 
vague  et  imparfaite  dont  elle  est  présentée. 

Les  autres  Géomètres  (huit  j'aurais  aussi  en  quelque  façon  sujet  de  me 
plaindre,  qu(>i(|ue  par  une  raison  hien  dilTérente  de  la  [)réeé(lente,  s(Uil 
les  Pères  minimes  Le  Seur  et  Jacquier,  (|ui  viennent  de  puhlier  à  Parme 
un  Iri's-hon  Traite  de  Ccdcul  intégral. 

Os  savants,  avant  eu  pour  (d)jet  de  rassemhler  les  principales  mé- 
thodes relatives  au  Calcul  intégral.  n'(Uit  pas  ouhlie  la  U(Uivelle  méthode 
(les  variations,  ii  hupudle  ils  ont  même  destiné  un  Chapitre  entier'  du 
second  volume  de  leur  Ouvrage.  Il  aurait  été  naturel  et  même  e(|uilahle 
<)u'ils  eussent  fait  ipiehpie  mention  de  miui  Meinoiic  de  17G2,  surtout 
après  en  avoir  traiisciit,  comme  ils  ont  l'ait,  |)lusieiiis  pages  entières  f  "  ,  : 


(')  ^' lirez  les  |>age!<  i:i  el  i>7  (iu  lonic  cil»*. 

(•♦,  forez  Ips  pages  Sai  cl  juiv.  du  voliiin«>  cilt".  et  1rs  pa^es  171  cl  suiv.  du  Idiiic  11 
des  Mi^rellanrii  'liiiirineri'iia  (OKnvrrs  ilr  lMj;iiiiij:r .  I.  I.  p     \'\fi  cl  cuiv. 
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cependant  je  serais  bien  éloigné  de  leur  reprother  cette  omission,  s'ils 
s'étaient  contentés  d'exposer  la  méthode  dont  il  s'agit,  sans  citer  per- 
sonne, comme  ils  en  ont  usé  dans  d'autres  endroits  du  même  volume  *  : 
mais  comme,  par  la  citation  des  Mémoires  de  M.  Euler  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut,  ils  paraissent  vouloir  lui  altrilmer  cette  méthode,  je 
crois  pouvoir  faire  remarquer  que  j'en  suis  le  premier  auteur,  et  (|nr 
je  n'en  partage  la  possession  avec  personne. 

Je  dois  encore  observer  que  MM.  Le  Seur  et  Jacquier  ne  s'expriment 
pas  exactement  quand  ils  disent  'page  5'3i  du  tome  II  que  M.  Euler  a 
démontré  que  dans  les  trajectoires  décrites  par  un  nombre  de  corps  quel- 
conque, l'intégrale  de  la  vitesse  multipliée  par  l'élément  de  la  courbe  est 
toujours  un  maximum  ou  un  minimum.  M.  Euler  n'a  donné  sur  ce  sujet 
que  ce  que  l'on  trouve  dans  un  Appendice  ajouté  à  son  excellent  Traité 
sur  les  isopérimètres,  où  il  fait  voir  (|ui'  la  trajectoire  (ju'un  corps  doit 
décrire  par  des  forces  centrales  quelconques  est  la  même  que  la  courbe 
qu'on  trouverait  en  supposant  que  l'intégrale  de  la  vitesse  multipliée 
par  l'élément  de  la  courbe  fût  un  maximum  ou  un  minimum. 

L'application  de  ce  beau  théorème  à  un  système  quelconque  de  corps, 
et  surtout  la  manière  de  s'en  servir  pour  résoudre  avec  la  plus  grande 
simplicité  et  généralité  tous  les  problèmes  de  Dynamique,  m'est  entière- 
ment due,  et  ce  qui  doit  le  prouver  invinciblement,  c'est  que  cette  théo- 
rie dépend  des  mêmes  principes  que  celle  des  variations,  et  que  l'une  et 
l'autre  ont  paru  dans  le  même  volume  des  Miscellanea  Taurinensia  pour 
les  années  1760  et  1761.  Je  pourrais  ajouter  que  j'avais  aussi  communi- 
qué cette  découverte  à  M.  Euler  dès  1756.  et  comme  ce  grand  Géomètre 
a  bien  voulu  l'honorer  alors  de  son  approbation,  je  ne  doute  pas  qu'il  ne 
fût  très-porté,  si  l'occasion  s'en  présentait,  à  me  rendre  sur  ce  sujet  la 
même  justice  qu'il  a  bien  voulu  me  rendre  a  l'égard  de  la  méthode  de 
ma.rimis  et  miitimis. 

{*)  Voyez  les  pages  448  et  suiv.  de  ce  volume,  et  les  pages  179  el  suiv.  du  lome  111 
des  Miscellanea  Taurinensia  [OEtivres  de  Lagrange ,  t.  1,  p.  47'  ^l  suiv.). 


^ 
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Quoitiiic  l;i  iiiclliDtle  doiiiu'i-  tlitiis  le  limic  II  tk'S  Miscellanea  Taurinen- 
sia  siillisc  piHii  (roiivcr  la  varial'uiii  de  loiiU'  roiiction  cimiposéc  d'un 
iiDiiiltrc  (|iirl(iiii(|ut'  de  variables,  cl  (•onti'iiant  autant  de  s'ij^iics  d'inte- 
iiraliuM  (|u'(in  voudra,  voici  coninicnl  clic  peut  encore  être  ^cueralisee 
et  sini|diliie  ii  (|uelques  éi;ar(ls. 

Soi!  V  la  l'onction  dont  on  ju'opose  de  trouver  la  variation  oo,  et  sup- 
posons (pie  cette  l'onction  ç  soit  donnée  par  uiU'  éipiation  dill'erentitdle 
d'un  de^re  ipieleonque  entre  '^  et  .r,  j,  z,...,  el  les  dill'erentitdles  de  ces 
varialdi's.  Dénotons  celte  équation  par  4>  =  o,  et  diirérentiant  par  rî,  on 
aura  o<l»  =  o;  or,  comme  <1>  est  une  l'onction  diuniee  de  o,  x,y,  z,..., 
d-j,  d.i,  (/y,  dz,...,  on  diflérenliera  celte  fonclion  en  regardant  chacune 
des  (piantitos  ç,  x,  y,...,  dç,  dx,  dy,-..,  comme  une  variable  partieu- 
liiTc.  cl  Mianpianl  ii  s  dill'eicnces  par  'j,  on  aura 

o<l>  =  /v  o  o  -r  p'  od'j  ^  p"  od"'^  +  p"'  6d'(^  -h  . . . 
-+-  qox-i-  q'  odx  -h  q" od'x  ■+■  q"  àd'x  +  .  .  . 
^  r  0  y  -*-  r'  ddy  -+-  r"  ôd\y  -i-  r'"  od\)'  -t-  .  .  . 
-   s  o  z  ~  s'  o  dz  -i-  s"  0  d ■  z  -h  s"'  0  d' z  -i   .  . 


oii  //.  f/  ,p' «y.  c/',  q",.  .,  senuil  des  fondions  données  de  o,  r,  ^■,..., 

//:.  dx,  dy 

Maintenant  il  est  assez  facile  de  voir  que  5 do  sera  la  même  chose  que 
'/oc.  nd'^'f  la  niénn-  chose  (|ue  (/-oç,  el  ainsi  des  autres  ex[)ressions 
>enildal»les:  d'oii  il  s'ensuit  (|Ui'  l'équation  [uécédente  pouira  toujours 
^f  nii'llre  sou-  celle  forme  : 

p  o  V  -T  ]>  d  6'^  -i-  p"  d'oo  -h p'" d'6'.^  -*-... 

\   -   qnx  -r  q'  d ox  -f-  q"  d'ôx  ■+-  q'" d'ox  -t  .  .  . 

(A)  -   roy  -T-  r'  doy  ■+■  r"  d-oy  -+-  r'"d''oy  -t  .  .  . 

/   ~-soz-^s'dôz  -*-  s"  d'oz  -t-  s'"  d'oz  -I-  .    . 
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et  toute  la  (liHuiilté  sera  maiiitciiaiil  icdiiile  à  litrr  la  valeur  de  o'>  de 
cette  même  équation. 

Pour  y  parvenir  d'une  nianii'if  griirralc,  je  la  multiplie  par  uiif  iiidc- 
lerminée  S,  et  je  prends  ensuite  i'inléi^rale  de  elia(|ue  terme,  ce  cpii  me 
donne 

/  /? i ô 9  H-  I  p'id 0^  -\-  I  ;/" ; f/' ô 9  -(-  /  />'" £ </^ ô 9  -(- . . . 

-t-  /  gHôx  4-  I  q'  Idèx  -\-  j  q"ld^ox  -h  j  q"'\d^àx  -(-... 

+  /  r'ior+  I  r'l(loy-h  j  r"ld'dr-h  j   /"ïd^ày-i-... 

-4-  I  SCOZ-+-  I  s'  id  oz  -+-  I  i,"  \d-  oz  +  /  s'"  id'  o  z  -f- .  .  . 
=  consl. 

Or.  en  intégrant  par  parties,  on  aura 

I  p' ^d do  =  p' l§i^  —  I  d (p' l)è'~ji, 

j  p"'id''û^^ p"\d ào  —  d(p"l)o^  -h  j  d-(p"l)d<?, 

el  ainsi  du  reste  ;  done,  faisant  ces  substitutions  dans  l'éfpiation  précé- 
dente, et  supposant,  pour  abréger, 

P    ^p    l-d{p'l)  +  dnp"l]-dHp'"l)+---, 

P'=/,'  i-d{p"l)  +  dHp"'l)-..., 

P"^p"l-il{p"'l)-..., 

P"'^p"'l-..., 


Q   ^q   ■i~d(q'l)  +  dHq"l)-d'[q"'i) 
Q'=q''i-d{q"l)  +  d'{q"'l)-.... 
(i"  =  q"l-d{q"-l)  +  .... 


II. 


*î 
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R'  =r'l-d{r"l)-hJ^r'"l)-.... 


S'  =s'  l  —  d{s*l)-hd'{ri)-..., 
S"  =s"l-d[^l)+.... 


Il  {Vd^  -hQox  -hKày  +  Siz  +. . .) 
-hV  Ô9  +  P"  </o9  -4-  P™  t/'â9"+.. 
+  Q' ô j; -f- Q"  </ ox  4- Q*  f/=  3x -(- . . . 
1       +  R'  ô  r  -(-  R"  (/o,)-  -+  R  "  d-  0  >•  t  . .  . 

f       +  S'  0  z  -h  S"  d  o  z  ■+  ^"'  d  '  ô  z  -i  . .  . 

Supposons  ciicoii'.  [loiir  ;iltr<'iicr  davantage, 

*J=  PÔ9  -t-Q6a-  -(-  Ro  >■  +  Soz  -4-. 

et 

n  =  P'  59  -4-  P"rf«39  ■+-  V"  d'o(^  -+-   . 

-hQ'  ox  -¥-  Q"  dox  -+-  Q"'d'ox  -+- . . 

-4-  R'  (5j  +  R"rfô)-4-  K"  d^oy-h. . 

+  S'   0  2  +  S"  (/  0  3  +  S"'  </'  Ô  3   -4-  .  . 


en  sorte  que  l'étiuation  preeédenle  devieuiie 

n  -H  /  M^=  ronsl.; 

et  il  est  clair  que  cette  constante  ne  sera  autre  cliose  (|ue  la  valeur  de  II 
lorsque  l'intégrale  I  M'est  nulle;  tii'.  si  l'iui  ddiine  à  cette  intégrale  une 
ceilaine  étendue  déterminée,  il  esl  visilde  (iiie  la  i|iianlile  II  recevra 
aussi  nue  valeiii- déterminée  ;  ainsi,  iKunniaiil  1' la  valeiifdc  II  ijiii  r('|i(iii(l 
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;iii  (•oininciici'iiiciit  de  riiilci,rriilc  /  T.  et  A  la  valciii' de  II  (|ni  ic|hiihI  ;i 
la  tin  (11'  la  iiicine  intégrale,  on  aura  l'ciiuation 

Maiiilniant,  comme  la  (|iiatililc  :  csl  encore  à  voloiilé.  je  la  suppose 

telle  (|ue  l'on  ait  P  =  o  dans  toute  l'eteiidne  de  l'intégrale  j  ^  :  ce  qui 
donne  l'équation  différentielle 

Or.  la  valeur  de  ç  renfermera  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  v  a  de 
ternies  dans  cette  équation  moins  un;  et  par  consé(|uent  autant  (|u'il  v  a. 
dans  l'expression  de  H.  de  termes  (jui  contiennent  ôç.  el  ses  ditferences. 
Doiu'  le  nombre  des  constantes  arbitraires  de  2  sera  plus  grand  d'une 
nniti-  (jne  celui  des  quantités  P",  P",...;  donc  ou  pourra  toujours  prendre 
ces  constantes  telles  que  l'on  ait,  dans  la  (juantite  A,  P"  =  o.  P  =o...., 
en  sorte  que  les  différences  de  oç  disparaissent  entièrement. 

Donc,  en  général,  si  pour  |)liis  dcvsimplicite  on  eui'ernic  entre  des  cro- 
chets carrés  les  quantités  qui  se  rapportent  au  connuencement  de  l'inté- 
grale /  ^  .  et  entre  des  crocliets  ronds  celles  ipii  se  rapportent  il  la  tin 
de  ceile  même  intégrale,  on  aura 

(P'6o)  =  [P'ô?  -f-P"  ddo  -^V'd'èo  -f-... 

-)-  Q'  oo-  -(-  Q'  d  ox  -+-  Q"  d-  o.r  -i-  .  .  . 
-t-  R'  ô,r  +  R"  f/  0.)-  4-  R" </=  ô.)-  -(- . . . 

-(-  S'  6z  -h  S"  doz  -{-^'  d-  6z  h-  . . . 


C) 


{Q'  ox  -h  Q" dox  ■+-  Q"d'ox  -- 
■+-  R'  ô  r  -i-  R"  d  or  -t-  R"  rf'  ôr 

-4-  S'  03  -h  S"  </Ô3  -h  S*  d'  0  r 


/ 


{Qox  -h  Rdy-i-  S  os 


kï  SUK    LA    MKlIlOhh: 

l'I  il  t';imliii  (iiii'  l;i  varialilc  :  siiil  diiiTiiiiiict'  en  siirlc  (jnc  ('(Hi  ail  P  =  o, 
iiii  liicii 

pl-'/{p'^.)-^ti'{p"l)~d'{p"'l)-~...^o, 

cl  t|Ut'  lie  |)lus 

(P")  =  0,      (P"'):=0,.... 

m. 

^'o\(lll^^  maiiiU'iiaiil  rusa^c  (jii'on  ddit  taire  de  ces  roriniilcs  dans  les 
i|ii('sli(iiis  de  ftiaximis  et  mi/iimis.  cl  supposons  ({u'il  s'ai^issc  de  trouver 
la  relation  (|ui  doit  être  entre  les  variables  x,y,  s,...,  pour  que  la  fone- 
tion  9  devienne  la  plus  grande  ou  la  plus  petite.  Nous  observerons 
d'almrd  (|U('  coiunie  cette  l'onction  est  su|)|)oscc  donnée  par  une  c(|uation 
diil'érentitdle  <!' =  o,  elle  renlerniera  nécessairement  un  certain  nombre 
de  constantes  arbitraires,  le([U(d  sera  égal  à  l'exposant  de  la  plus  haute 
(rilliTcnlicilc  de  o  dans  l'équation  <I>  =  ().  De  pins  il  faudra,  |tai'  la  nature 
du  problème,  ([ue  la  fonction  o  renferme  des  expressions  intégrales  indé- 
finies, et  les  circonstances  de  la  (luestion  détermineront  l'endroit  où  ces 
intégrales  devront  être  supposées  commencer.  Su|)|)osons  (jne  ce  soit 
lorsque  x  =  a,  y='b,  -  =c,...,  il  est  clair  que  les  valeurs  correspon- 
dantes de  o  et  de  ses  différentielles  seront  des  fonctions  données  de  a,  b, 
c,...,  (l((,  (/h,  de,...,  et  des  constantes  ai'bitraires  (|ui  cntreiil  dans  l'ex- 
pression de  9;  (le  sorte  ([ue  si  le  nombre  de  ces  constantes  est  p.,  c'est-à- 
dire,  si  la  plus  liante  dilTérentielle  de  9  dans  la  valeur  de  *  est  d'^tp,  alors 
les  valeurs  des  (luantités  9,  r/9,  d-'^,...,  jusiiu'à  d''~'  o,  lorsque  x  —  a, 
yz=b,z  =  c seront  arbitraires,  et  pourront  être  supposées  données. 

Cela  posé,  sup|iosons  que  la  valeur  de  9  qui  doit  être  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite  soit  c(dle  (|ui  répond  à  rendr(tit  iii\  x  =  l,  y  =^  m, 
z  =  «,...,  il  faudra  donc  que  la  variation  de  cette  valeur  de  9  soil  nulle, 
en  sorte  (lu'en  la  désignant  par  la  caracléristi(|ue  0  on  ait  dans  le  même 
endroit  ^9  —  o.  Ainsi  il  n'y  aura  (|u'ii  suj)|ioser  dans  la  l'orinule  fC)  que 

l'intéiirale    /  ^Q  o.r -l- K  ov -<-...)   soit    prise  de   manii're   (|u'elle   com- 
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iiuMice  lorsque  ir  =  a,  j  =  6,  :;  =  c,...,  et  ([n'clle  liiiissc  I(iis<|ir'  a:  —  l, 
y  =  m,z^=n,...,  de  sorte  (jue  les  ([uaiitilés  (iiii  (hins  cetle  roriiuile  se 
trouvent  enfermées  entre  des  crochets  ciirrés  soient  rapportées  ii  reiidrnil 
où  X  =  a, y  =  b,  z=c,...,  et  (|ue  celles  ([ui  sont  enfermées  eiilic  des 
crochets  ronds  soient  rappoi'tées  à  l'endroit  où  x  =  l,  y  =  m,  :;  =  «,..., 
et  comme  la  question  demande  (jue  dans  ce  second  endroit  la  variation 
5^  soit  nulle,  on  fera  le  terme  {V  â&)  =  o,  ce  (pii  doiniera  ré(|ualion 
cherchée  pour  le  maximum  ou  minimum.  Or  cette  écjuation  étant  com- 
posée de  deux  parties,  (h)nt  l'une  contient  tous  les  termes  qui  sont  sous 
le  signe  intégral,  et  dont  l'autre  n'est  composée  que  de  ceux  (|ui  sont 
hors  du  signe,  il  faudra  faire  deux  é(|uations  séparées  de  ces  deux  pai- 
ties,  ce  qui  donnera 


(D) 


:e) 


o=  j  {Qox  -h  Rô,r  4-  Soz  +  . . .), 

I  =  [ P'  0 9  -I-  P"  f/ 0 'j  +  P'" d-oo  +. .  . 
+  Q'  §x  +  Q" ddx  +  (')'" (l-ox-\-.  ■ . 
-+-  W  ô>'+  R"  (/  or  -+- 1\"'  d-or+ . . . 
+  S'  0  z  +  S"  f/  0  3  -i-S'"  d-o  :■  H-  .  . . 

+ 

—  (Q'ox  +  Q"ddx-\-  Q'" d^'ox  +. . . 
+  R'  â  j  -t-  R"  dof-h  R"  d' dy  + .  .  . 
+  S'  êz  +S"  doz  +  S'"  d-dz  + . .  . 


■] 


L'équation  (D)  donnera  en  général,  pour  toutes  les  valeurs  de  ,r,  r.  ; 

depuis  ^=:a,j  =  6,  z  =  c jus<iu'à  x  =  l,  y  =  m,  :  =  « celle-ci: 


(F) 


Qox  -t-  Roy  -I-  Sô; 


Or,  cette  équation  doit  avoir  lieu  qmdles  (|ue  soient  les  ditlérences  mar- 
quées par  o;  donc  :  i°  si,  par  la  nature  du  proldème,  il  n'y  a  aucune  re- 
lation donnée  cuire  les  vaiiahles  a:,  y,  : les  dill'érenlielles  âx.  oV. 

Bz seront  indépendantes  Tune  de  l'autre,  et  il  faudra  faire  les  équa- 
tions particulières  Q  =  o,  R  =  o,   S  =  o Mais  si.  j.ar  exemple,   les 
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v:ii'i;il)lcs  j",  V,  :■,.-,  ilrvaii'iil  t'Irr  Icllcs  (|iic  l'on  ciil  liiiijdm's 

\  dx  -t-  V  (/)•  -i  7.(/z  -r- . . .--  .  o, 
;iliii>.  en  cliinij;!;!!!!  1/  m  u,  un  ani'ait  aussi 

\  ÔX  H-  Y  Ô>    -4--  Z  03     •    ...  M. 

,rnil 

V  ,        z  , 

dx—  —  —ox~^oz     .... 

(T  (|in,  l'Iiiiil  siilisliliif  dans  r('(|iiati()ii    V  ,  ddiiiicrail  celle-ci  • 

(  U\  -  QY  )  àr  -.-  (  SX  -  QZ  )  oZ  +  .  .  .      o. 
(le  sorte  (|iril  fandrail  l'aire  ensuite  les  é(|na'ti()ns  parlicnliiTes 

n\     ON     o,    SX  — yz  =  o 

Kn  lieiiei'al,  il  Caudra  réduire  les  dillerenliidles  H.r,  uy,  (îc-,...,au  plus 
petil  nonilire  possible,  et  é^faler  ensuite  ii  zéro  le  coellieienl  de  eliaeunf 
de  ctdle^  (|iii  restent,  et  ces  e(|iiations  jointes  aux  (-(juations  données, 
s'il  y  en  a,  par  la  nature  du  problème,  serviront  ii  trouver  la  relation 

nécessaire  entre  les  variables  a,  v,  : pour<|ue  la  fonction  -p  devienne 

la  plus  f;raii(le  011  la  plus  petite. 

Or.  il  est  l'acile  de  voirque  celte  i-elation  sera  Imijours  doinu-e  par  une 
ou  plusieurs  é(|nations  dillercnticdles,  de  sorte  que  l'intégiation  v  inlro- 
diiira  ni'ce^saiii'ineul  des  coiislaules  arbitraires:  ainsi  il  l'estera  encore  ii 
Iriuiver  la  ridation  nécessaire  entre  ces  constantes  |)uur  que  la  lonction  '^ 
devienne  un  uiaxinium  ou  un  mininnnn.  ("est  à  (|uoi  on  parviendra  à 
l'aidr  i\f  l'eipiation  E  :  en  ellét.  connue  celte  équation  s<'  iap|)orte  à 
des  valeurs  delerininees  de  a-,  v,  z Il  est  clair  (|u'on  y  .|)oui'ra  satis- 
faire par  II'  moyen  des  constantes  dont  nous  |)arlons.  Pourcela,  on  ob- 
servera qiir   lis   dllleielilielles  r/00,  r/-c?o,...,  (/o.T,  d' n.r,. . . ,  sont    les 

inènu's  que   celles-ci:    !>  do,    od'-o Hdx,  nd-x comme   nous 

l'avons  vu  [>lus  haut:  de  sorte  que  si  l'on  désijjne  [vm-  f  \,\  valeur  de  ç. 
qui  riqjiiiid  a  l'endroit  oii  .j=  a,  y—  h et  (|ne  l'on  (lésii;ue  de  niènie 
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par  F'.  F",  F"....,  A',  A".  A'",...,  B',  B".  B"',....  C,  C",  G" les  valeurs 

<1<^  P.  P",  P" Q',  Q",  Q",...,  R.R",R" S',  S".  S'",...,   au   inmi.- 

cndroil,  cl  par  1/,  L",  L" M',  M",  M'",....  N',  N",  N" les  valeurs 

(le  Q'.  Q",  Q" R,  R",  R",...,  S',  S",  S" dans  reixln.il  un  x  = /. 

y  —  m,z  =  n on  aura  cette  é(|uati(in  déler'Uiiuee  : 

F'  0/  +  F"  èdf  +  F'"  à  d'f  -f- . . . 
+  A'  èa  4-  A"  0  da  -h  \"'  0  d- a  -i- .  . . 
+  B'  ob  -hW  ô  dh  -(-  B'"  od-l)  + . . . 
-+-  C  ôc   -hC"  0  de  -h  C"  n  d-  c  -^ . . . 

—  L'  0/   —  L"  ô  f//   -  L'"  0  (/^7    -- . . . 

—  M'o/H  —  M  "o  (///;  —  M'"  j  (/-/;i  —  .  .  . 

—  N'  on  —  N"  (5  c//f  —  N"  o  c/- h  —  .  . . 


Pour  faire  usai^e  de  cette  équation,  on  verra  d'abord  s'il  y  a  par  la 

nature  du  problème  des  relations  données  entre  les  (piantités/,  «,  h,c 

/,  m,  n,...,  et  leurs  dillérentiellos,  et  substituant  la  valeur  d'une  ou  de 
plusieurs  des  dillérenees  de  ces  quantités  atléctées  du  signe  o,  tiire  des 
relations  données,  on  égalera  à  zéro  le  coeHicient  de  cbacune  de  celles 
qui  restent,  et  l'on  aura  autant  de  c(niditi(His  (|u"il  laiidra  pour  la  s(du- 
tion  coni|dète  du  problème. 

IV. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  valeurs  de  v.  d-^ lorscpie   r  =  a. 

/  =  b,...,  c'est-à-dire  les  valeurs  de/,  df,....  doivent  éti'i'  supposées  don- 
nées; or,  si  on  les  regarde  comme  doiuiees  d'une  luanièic  indépendante 
des  quantités  a,  h,  c,...,  alors  il  est  clair  (|u'ou  aura  o/'r=o,  <i df=^o,...: 
mais  on  peut  suj)poser  que  ces  quantités  doivent  être  des  fonctions  don- 
nées de  </,  b,  c et  de  leurs  différentielles:  en  ce  cas.  on  aura 

o  f  =  t:  an  -i-  pôh  -h  f7  de  -h  ... .     o  df-=  tt'  o«  -+-  o'  oh  -h  .  .  . , 

cl  il  faudra  substituer  ces  valeurs  dans  l'cipialiiui  (G). 
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Dr  plus,  il  [ifiil  arriver  (|iif  l;i  i'diuiioii  9,  (|iii  (li>il  C'Iro  la  plus  graiido 

ou  la  pins  prtilc.  rcnl'iTiiic  les  (|iiaiUiU'S  «, /^  c Lrn,  n avec  leurs 

iliUfifiiliflIfs;  alors  ces  quantités  enliaiil  dans  rex|iressioii  de  4',  leurs 
variatinns  doiniemnl  dans  la  valeur  de  c?<l>  les  termes 

3£  oa  -\-  et!  àda  -h  a"  6  (i^a  -f  .  .  . 
-^^ôli  -f-(3'<5rf6  -hp"àd'b  ->-... 
-^-yoc   -hy'ôdc  -i-y"ôt/'c    -*-... 


^  À  o  /  -t-  ).'  ô  (Il  -(-  /."  0  (/'  /  —  .  .  . 
-T-  p.  0 m  ■+-  a'  ô  dm  ■+-  y."  0  d^  m  -^  .  .  . 
•^  V  0  n   -h  v'  0  dn  -h  'j"  6  d-  n  -<-... 


de  suite  ((u'il  faudra  ajouter  ees  ternu-s  au  [ucuiier  ni(Mnl)ie  de  l'eiina- 
lion  '  A).  De  là  il  est  l'aiile  de  voir  (|u'il  faudra  ajoutei'  au  premier  inem- 
lire  de  ré(iuation    15 1  les  termes 

oa   j  xE-i-àda   l  a' l -ho  d'à    I  sc"l-h... 

-4-06    Ç^l  +  èdb   Ç^'l+àd'b    r^"J-t-... 

-^  oc    j  y  ç  -hodc    i  y'  c  -*-  O  d' c    \  y"  \-^  ■  ■  ■ 


-h  61  (ll-hôdl  jl'l-hdd-l  //.'^-t-... 
-t-  om  I  u.l  -h  0  dm  I  jj'ç-h  à  </•'  m  l  y."  i  +  .  .  . 
-h  on   l  M  l  +  0  dn   /  v'  ^  -t-  ô  </' n    j  •/'  l  -h  .  . . 

Par  conséquent,  il  faudra  ajoulcr  tiuis  ces  leiines  ii  re(|uation  déter- 
minée lE)  ou  (G;  avec  des  signes  contraires,  en  ayant  soin  de  (uendre 

toutes  les  intégrales    j  y.%,   j  (x'B,..,,   de  telle   manière  (lu'elles  soient 
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nullos,  lorsque  x^a,y  =  b et  qu'elles  soient  complètes  lorsque 

a-  = /,  y  =  /n, Viusi  ré(|ii;ition    G    deviendra  dans  ce  cas 

o  =  F'  0/  -+-  F"  0  df-¥-  F'"  o  d-f+ .  . . 

-h^A'-  I  (xljoa  -^^A"—      x'iUda  -h  U'"  -  j  x"lUd'a -^ .. . 

-h(b'-  |"3ï)ô6-t-fB"-  fp'lUdb  -   (b"'  -  f?,"%^dd'b^... 

+  (f  -  fyl)  àc  ~h  (C"  -  fy'  A  àdc  +  (C  -  _ff  A  â  rf'c  + . . . 


(H) 


—  (M'-i-  1  u.ïj  ow  —  (M"-f-  1  u';|orfm— (M'-f-  /  u"ijôf/=/n 
N'-f-  /  V  l\  on  —  IN"  -h  /  •/  ïj  â(/«  —  (N'"  +  1  v"  l\od-n 


V. 

Comme  les  équations  ditTerentielles  ne  renl'eruient  pas  priqirenient  le> 
diflérentielles  elles-mêmes,  mais  seulement  leurs  rappcuts.  il  est  clair 
que  la  fonction  <I>  (jui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
<I)  =  o  pourra  être  regardée  comme  une  fonction  de  z..  a.   r.  z....  de 

, ^9      , dy      , dz 
do    dy     dz  dx       dx       dx  ^  i        i       ■     ■ 

TxTxirx--^'^'-d^--  Supposons  pour  plus  dégénéra- 

lité  qu'on  ait  $  =  Idx'".  ^  étant  une  fonction  de  9,  .r.  >-.  r '  -1  -p-. 

d'^  di^ 

dz  dx  dx  ,     iii-  .•         ■  ^ 

,. . .,  — -_,  — — ,..  ■ ,  et  dilleicnlianl  |)ar  0,  on  aura 
dx  dx       dx 

oiI»  -   nildx"-'  ddx  ■+-  dx"  ol  : 
mais  l'éipiation  <l'  --  o  donne  ^  =  o;  donc 

d<I>  =  dx"dl. 
II.  7 
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Or,  soit 

ù2.  =  T.oa  +  T:'6-r-+-ïï'o  —, 1-  .  .  . 

ax  dx 

,  „  dy        ,,  ^     i/x 

•  dz 

,     ,  ^  dz         ,,  .     dx 

dx  dx 


Donc,  niiiltipliaiit  par  Bdj:'",  et  inlôgraiil  par  parties  imi  sorte  qu'il  ne 
reste  sous  le  signe  intégrai  que  les  diiTérenlielles  r}.v,  5©.  (J'y,  Bz,...,  on 
aura   une  expression   (jui'sera    idetirupie   ;i    l'exitressioii    II  -t-    I   M    de 

l'Article  II;  en  sorte  que  les  quantités  hors  du  signe  seront  identiques  à 
la  quantité  II,  et  les  (juantités  sous  le  signe  identi(|ues  à  la  (|uantité  H^. 
Considérons  seulement  les  quantités  qui  seront  hors  du  signe,  et  je  dis 
(|ue,  si  dans  ces  quantités  on  change  c?  en  d,  elles  deviendront  nulles 
d'elles-mêmes.  En  ellet  : 

i"  Le  termenJtp,  n'étant  susceptihie  d'aucune  integratioii  pai'  parties, 
restera  tout  entier  sous  le  signe. 

2"  Le  terme  n' & -j^  deviendra  d'aliurd 
dx 

,  I oddj       (/(fi  idx\ 
\  dx  dx^     I  ' 

de  sorte  (in'cn  iiiiillipiiaiit  |)ar  %dx"',  cl  diangcaiit  <i(l'f,  ùd.v  en  dn':^,, 
dùx,  on  aura  l'inlcgrale 

C^    ,  ,      j  d^o        d<fdix\ 
d'où,  en  intégrant  par  parties,  ou  aura  les  ((Mines  iiors  du  signe 
^-  '"^[dx  dx'  )' 
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changeons  niainUmanl  5  en  d,  et  ces  termes  tleviendroiil 

\dx       dx) 
.do 

3"  Le  terme  ^"  ^ -^  donnera,  en  faisant    [tour  plus  de  simplicité 

dx        '  ' 

^„  fèdcf'       ddf'  èdx 
dx  dx' 

d'où  l'on  tirera  d'abord,  comme  ci-devant,  les  termes  hors  du  siane 


i  T.   dx^    -~- 


d  o'  ô  ; 


dx  dx 

lesquels,  en  changeant  5  en  d,  deviennent 

et  ainsi  de  suite. 

On  fera  le  même  raisonnement  sur  les  autres  termes  de  la  valeur 
de  8l,  et  l'on  en  conclura  que  si  l'on  change  la  caractéristique  d*  en  la 
caractéristique  ordinaire  d,  dans  l'expression  de  II,  on  aura  toujours 
n  =  o.  Or,  on  a  en  général  (Art.  II) 


n-./. 


*F  :=  consl.; 

donc.  lors(|ue  II  =  o,  on  aura 

I  ^  z^  const., 
et  de  là  M'  =  o;  mais 

^F  =  Po9 -*- Qcix  +  Uo)-  +  Sd3 -I-. . .; 
donc,  changeant  5  en  d,  on  aura  toujours 

P(/<p  -I-  Qdx  +  !{(/)•  +  Sdz  -h...  —  o, 

équation  identi(|ue  d'elle-même.  De  là  il  est  facile  de  conclure  que  les 
équations  du  maximum  ou  du  minimum  résultantes  de  l'équation  gêné- 
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ralcfF;  (le  l'Ailicli'  III  pourroiil  toujours  se  rc(liiir(i  à  nue  de  inoiiis; 
parce  que  si  toutes  ces  équations,  hors  une.  sont  supposées  avoir  lieu, 
celle-ci  s'ensuivra  toujours  nécessairement;  en  ellet,  comme  les  équa- 
tions dont  il  s'agit  doivent  être  indé|)('ndantes  des  dilTérences  marquées 
par  ô,  il  est  clair  qu'elles  devront  également  avoir  lieu  en  supposant  <|ue 
ces  dilVérenccs  deviennent  les  mêmes  que  celles  marquées  par  d\  mais 
dans  ce  cas  l'équation  (F),  qui  renferme  toutes  les  é(|uations  particulières 
pour  le  maximum  ou  pour  le  iiiiniinmn,  dcviciil  idciiti(|ii('.  coniinc  nous 
venons  de  le  démontrer;  donc,  etc. 

J'avais  déjà  prouvé  cette  proposition  en  peu  de  mots,  dans  l'Article  VIII 
de  mon  Mémoire  imprimé  dans  le  tome  II  des  Misccllanea  Tdurineivut  i'  ); 
mais  la  démonstration  que  je  viens  d'en  donner  a  l'avantage  d'être  Itean- 
coup  plus  simple  et  plus  généiale.  An  reste,  ou  voit  par  cette  démons- 
tration (]ue  le  théorème  cesserait  d'être  vrai  si  la  l'onction  <1>  n'était  pas 
rêductihle  à  la  forme  Idx'",  1  étant  une  fonction  (|uelconque  de  9,  a-, 

l'il    di^ 
d<D    (/)■    dz  dx       dx  .,       ,         .  11-,. 

V.  :?,...,  -r-ï  -j-'  j-'-- •» —j—' —j — '•••;  il    est  vrai   (lue  cela  doit    toii- 
dx    dx    dx  dx       dx  ' 

jours  être  par  la  nature  même  des  équations  dinérenliclles;  mais  s'il 
s'agissait  des  dillérences  finies,  en  sorte  que  les  dinérentielles  </&,  d,r, 
dy (|ui  entreul  dans  rc(|uation  donnée!  <1>  =  o,  dussent  êtn;  des  diffé- 
rences hnies  de  9,  .r.  v,...,  alors  la  condiliou  dont  nous  parlons  ne  sciait 
plus  nécessaire  et  pouirail  tri's-hii-ii  ne  pas  avoir  lieu  daus  la  londion  <l'. 
On  peut  voir,  dans  le  second  Appendice  du  .Mémoire  cité,  un  t;xemple  du 
calcul  (|ii'on  peut  faire  dans  le  cas  des  dillérences  finies;  nous  n'en 
dirons  l'ieii  ici  pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  iiolic  ohjcl,  mais  ()cul- 
êlre  pounons-iious  y  icvi'iiir  une  autre  fois. 


VI. 


Supposons  que  l'on  ait 


/. 


Z  étant  une  fonction  de  .v,y,  z,...  et  de  leurs  dilléreiiliidles;  on  aura 

(*)  OEtivres  tir  lui^range,  l.  I,  p.  345. 
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(loue,  cil  (liti'éroiitiiml  (  pour  l'iiirt'  dispiirailrc  h-  sit;iit'   i    1.  l'équalion 

Z  —  «fcp  =^  o, 

laquelle,  étant  comparée  à  l'équation  't)  —  o,  donnera 

<^  =  Z  —  dm, 
et  (Je  là 

0$  =;  ÔZ  —  ôrf». 

Soil 

qZ^:  qâx  -h  q'  odx  -+-  q"  od-x  +  . . . 

-+-  r  ôr  +  /■'  ôrfr  +  r"  od'y-h ... 
4-  i  os  -4-  *'  ddz  -+-  s"  èd'z  -*-... 


et  l'on  aura  |)oui'  5<I>  la  même  ex|)ression  (|uc  dans  l'Article  II,  en  iaisani 
/)  =  o,    />'  =  —  I ,    p"  ^  o,    p'"  =  o, . . . . 

Donc,  on  aura  d'ahord 

P=-rfï,     P'=^,     P"      o,     P"'-ro,...; 

donc,  puisqu'il  faut  que  la  variai)le  S  soit  déterminée  j)ar  l'éipiation 
P  =  o,  on  aura 

dl  =  o, 
et  de  là 

\  =  consl., 

constante  ([u'on  pourra  prendre  égale  à  l'unité  pour  plus  de  simplicité: 

à  l'égard  des  équations  (P")  =:=  o,  (P"'i  =  o il  est  clair  (]u'elles  auront 

lieu  d'elles-mêmes,  à  cause  de  P"  =  o On  mettra  donc  partout  i  à  la 

place  de  Ç,  et  l'on  aura  pour  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  l'onc- 
tion o  :  i"  l'écpiation  variahie  (F)  ;  2"  ré(|uatiou  constante  (î  ,  Art.  III  . 
Il  faut  reniarijuer,  à  l'égard  de  cette  deinii're  e(iualion,  cpie.  counne  on 
aP'  =  ç  =  i,  P"  =  o )n  aura  F' =  i ,  F "  =  o,  F""  =  o,...;  de  plus, 

comme  la  valeur  de  ç>  est  nulle  lorsque  l'intégrale    |  Z  connnence,  on 

aura  /=  o,  et  par  conséquent  ^f  -  o,  de  .sorte  cju'il  laudra  ellacer  enlii-- 
rement  dans  l'équalion  (G)  tous  les  termes  alleelés  de  ^f,  ^df..... 
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Si  l'-on  compare  celte  solution  avec  celle  i\uv  mms  avons  (loiincc  dans 
l'Article  I  du  Mémoire  cité,  on  verra  qu'elles  s'accordenl  parfaitement 
entre  elles;  l'eiiuation  variable  (F)  répond  à  l'équation  (|ue  nous  avons 
désignée  dans  cet  endroit-là  par  (B),  et  l'équation  constante  que  nous 
nommons  ici  ^G  répond  à  l'équation  (G)  du  même  endroit  en  faisant 
attention  à  la  icuianiue  (|ue  nous  y  avons  faite  touchant  la  manière  de 
compléter  cette  même  équation  (C),  et  de  laquelle  nous  avons  conclu 
(|ne  l'expression  complète  de  cette  équation  était 

M'  -  M  =  o. 

où  M'  représente  les  termes  (|ue  nous  avons  désii^nés  dans  l'équation  (G) 
par  1/ o/^L"rî  <//-!-....  et  "M  les  termes  dési|j;nés  par  A' fîw -f-A'^cfa-t-  — 


VII. 


Soit  ensuite 


,=/z. 


Z  étant  une  fonction  de  x,  y<  ^.••-  f  de  leurs  diflci-entielles,  et  en  même 
temps  de  la  quantité 

(9)=J(Z), 

(Z)  étant  de  même  une  fonction  de  x,  y,  z,...  et  de  leurs  diflérenlielles. 
On  aura  donc,  en  dilférentiant. 

Z  —  (f  9  —  o, 
et  diflérentianl  ensuite  par  5. 

âZ  —  dd(^  =:  o; 
or,  soit 

oZ  =  qàx  ■+-  q'  odx  -f-  q''  od'x  -(-... 

-+-  r  ôy  -+-  r'  àdy  -4-  r"  èd'y  -h  .  .  . 
-hs  àz  -hs'  ddz  -{-  s"  od'  z  -t- . . . 


-t-  w  d  (  9  ), 
et  désignons,  pour  abréger,  cette  valeur  de  oZ  |)ar 

d  V  H-  r  0  (  9  ), 
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(Ml  sorte  que  ôV  exprime  tous  les  termes  affectés  de  ox,  ùd.r ov. 

c?r/v, ...,  on  aiini  i\ow 

or,  eomme  (03)  =  I  (Z),on  aura,  en  dillerenliant,  d{ff)  =  iZ),  et  ilitlereii- 

tiant  ensuite  par  5, 

ôrf(9)  =  rf(î(o)  =  ô(Z); 

on  substituera  doue  cette  valeur  dans  ré(|uation  précédente,  et  pour  cela 
on  la  dillerentiera  après  l'avoir  divisée  par  7:,  ce  ipii  donnera 

ao{o)-\-  d a  -^  =  o ; 

de  sorte  qu'on  aura 

(I)  ô(Z)  +  rf^-rf^=o, 

où  ô(Z)  sera  de  cette  forme  : 

è(l)::=[q)ox  +  {q')ôdx  -^'(q")8d''x  + . . . 
H-  (  r  )  ôj  -I-  (  ;•'  )  Sdr  +  (  ;■" )  èd^y  + . .  . 
-\-{s)àz  -i-(s')ddz  +(*")  àd'z  +.  . . 

On  traitera  maintenant  l'équation  (I)  comme  nous  avons  traité  l'équa- 
tion o<I)  =  o  de  l'Article  II;  pour  cela,  on  la  multipliera  par  ?.  et  ensuite 
on  l'intégrera  par  parties,  ce  qui  donnera  d'aboi'd 

.,  oV       ^odo         /MyN,-.,       dl  ^..       di  ^  ,    I 

; £  —^  -I-   /    U^(Z) r^  <i^  +  — '  '^do     ■=.  consl.  ; 

or,  si  l'on  substitue  pour  5V  et  (?(Zj  leurs  valeurs,  hi  (|uatiliti'  sous  le 
signe  sera  susceptible  des  mêmes  réductions  (|ue  nous  avons  laites  dan^ 
l'Article  cite,  et  le  calcul  s'acbèvera  de  la  lucuie  maiiii'rc.  Nous  nous 
contenterons  de  remar(|ui'r  ici  (pic  l'on  Irouvcia  dans  le  cas  présent 

l>=-rf— ^,        P'=:^,        !•":=-    ^,        l>"'  =  0,.... 
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de  soi'lc  (|U('  |i()iu'  la  (li'lcnninatum  de  la  variable  £  on  aura  r('(|iiali(Hi 


d'J^ 


la(|ii('lli-  (Idiiiie 


dl_ 


^=g,     et    1  =  1)+^  fz. 


h  cl  g  ctaiil  lieux  coiislaiiles  arliilraires. 

Or,  il   tant  (|ue  i'P"j  =  o,  c'esl-îi-dire  (|ue  la  valent'  de  I'',  i|ui  i'e|)(iiid 
au    poiiil    "il    x=^l,y^in soil    nulle   (Ail.  IIj;   doue,   |niis(|ue 

P"  ^  ^.  il  l'aiidra  une  la  valeur  de  £  soil  nulle  dans  ee  cas;  soil  donc  fi 
la  valeur  de   /  r.  i|ui  icpiuid  au  niêinc  endroit,  cl  l'on  aura 

Il  4-  g^ll  r^  o. 
d'où 

donc 

on  hien,  en  faisani  |»our  plus  de  siniplicilé  g  —  —  i, 

n- Tr 


et  de  Va 


avant  ainsi  trouve  la  valeur  de  ;  il  h'n  aura  (|u'a  la  sulistitner,  et  l'on 
trouvera  pour  le  inaxiiuiiin  ou  le  luiniiniiin  des  iornuilcs  analoi;nes  ;i 
celles  de  l'Ailicle  IX  du  Mémoire  de  \--ih.  déjà  cité.  (3n  observera  seule- 
ment que  l'on  aura  ici,  comme  dans  le  cas  du  Problème  précédent, 
fz=  o,  et  par  conséquent  <if=  o;  ensuite  on  aura 

odf:^  od (^  =  oZ, 
en  rapportant  la  valeur  de  r] Z  au  iioiiit  oij  x  =  a,  y^^  h,  s  ::=c,.. .  ;  mais 
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dans  ce  poinl  (in  ii  anssi 

(9)=J(Z)  =  o, 

donc 

ô((p)  =  o; 

de  soilc  (|iic  la  valcnf  de  or//"s('ra  cgalc  à  ce  qne  devicnl  la  (iiianlilc 

qox  +  (j'ôdx  -h  q"od^x  +. . . 

+  rèy  -\-  r'  odr  -+-  r"  ôd'r  H-  .  .  . 
-h  s  0  z  -h  s'  0  dz  -+-  s"  od'  z  -h  .  . . 


lorsque  a-^a,  j  =  b,  ;.  =  c 

Quant  aux  valeurs  de  5d-f,  od^ /,...,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  les 
chercher,  parce  qu'elles  n'enlreront  point  dans  ré{|ualion  déterminée  (Gj. 

On  voit  par  ces  deux  exemples  comment  il  faudra  s'y  prendre  dans 
des  cas  plus  compliqués,  ainsi  nous  n'en  dirons  pas  davantage  ici.  Nous 
nous  contenterons  seulement  d'observer  en  général  que  la  variable  indé- 
terminée S  pourra  toujours  se  déterminer  par  l'intégration  de  ré(|iiation 
P  =  o,  lorsque  la  fonction  ©  sera  donnée  par  une  ex|)ression  formée 
comme  on  voudra  des  variables  x,  y,  =,....  et  de  leurs  dillérentielles.  et 
qui  renferme  de  plus  autant  de  signes  d'intégration  ([u'on  voudra;  mais 
lorsque  la  fonction  o  ne  sera  donnée  que  par  une  é(iuation  dillerenlielle 
d'un  degré  quelconque,  alors  l'indéterminée  ^  dépendra  d'une  é([uation 
différentielle  du  même  degré,  laquelle  pourra  n'être  pas  intégrable:  mais 
cela  n'apportera  aucun  obstacle  à  la  solution  du  Pridtli'nie;  car  dis  (|ii'oii 
aura  trouvé  les  équations  du  maximum  on  du  minimum  il  n'y  aura  (|u"à 
éliminer  la  quantité  S  par  le  moyen  de  rc(|uation  diflérentielle  l':^:«): 
mais  il  faudra  ensuite  avoir  égard,  dans  l'introduction  des  ((Uistantes 
arbitraires,  aux  conditions  (P")  =  o,  (P")  =  o,.... 

VIII. 

Us  principaux  avantages  de  ma  mclliode  des  vaiialious  pour  la  solu- 
tion des  problèmes  de  ma.rirnis  et  niiiiimis  consisleni  : 

I"  Dans  la  sim[ilicité  et    la  généralité  du  calcul,   .(uuuic   ou    pciil 
II.  « 
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s'en  convîrmci't'  aiscmciit  en  ((iiiiparMiil  (•clic  mclliodc  avec  celle  (iiic 
M.  Kiiicr  a  (loiinéc  dans  son  excellent  ouvrage  iiilitnic  :  Methodits  irive- 
riiendi  lirtcas  cunas.  etc.,  et  même  avec  celle  (lue  .M.  Fontaine  vient  de 
donner  dans  son  .Mémoire  inliliilé  :  Addition  à  la  méthode,  etc..  déjà  cité 
plus  liant. 

2"  En  ce  (|ue  n)a  nielliode  t'oiirnil  des  é(jnations  délccniinées  (|ui 
servent  à  résoinire  les  l'fohli'ines  d'une  manière  pins  i;éneialc  cl  plus 
compli'te  (|u'on  ne  l'avait  l'ail  avant  n)oi.  Qnoicjue  ces  é(|uations  soient 
une  suite  nécessaire  et  naturelle  de  mon  analyse  des  variations,  cl  (|ne 
leur  usa;;c  ne  soit  (ju'une  application  Irl's-simple  des  principes  de  la  mé- 
thode générale  de  maximis  et  mininus.  cependani  un  illnslre  (îéométre 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  vient  de  donner,  dans  li'  v(dunic  déjà 
cité  pour  l'année  i  7G7  nn  savant  Mcnioirc,  dans  Iccpicl  il  parait  révoipiei' 
en  doute  l'exactitude  de  ces  ménn-s  éipiations  déterminées,  et  suilout 
l'application  (|ne  j'en  ai  faite  dans  la  solution  du  Pndili'me  de  la  pins 
vite  descente  donnée  dans  mon  Mémoire  déjà  cité  du  second  v(dume  de 
la  Société  royale.  Pour  éclaircir  les  dinicullés  de  ce  savant  .Mathémati- 
cien, et  l'aire  mieux  sentir  en  n)éme  temps  l'usage  de  nos  fornniles,  nous 
allons  résoudre  ici  le  même  Piohli'Uie  d'une  manii're  encore  plus  géné- 
rale, en  y  ajoutant  de  nouvelles  considérations,  cpii  ne  laisser(Uit,  si  je 
ne  me  trompe,  plus  rien  à  désirer  sur  ce  sujet. 

i^uoiir.KAiE.  —  Etant  données  d'espèce  et  de  position  deux  coiirhes  (piel- 
conques  placées  dans  un  même  plan,  on  demande  de  tromer  une  troisième 
courlie,  sur  laquelle  un  corps  pesant  puisse  descendre  de  l'une  à  l'autre  des 
deux  courbes  données,  dans  le  plus  petit  temps  possible. 

Prenons  une  droite  liorizonlale  (pii  soi!  l'axe  des  abscisses  des  deux 
courhes  données  et  de  la  conrhe  cherchée,  et  une  droite,  verticale  qui 
.soit  l'axe  commun  des  ordonnées  des  nn'ines  courhes;  soient  a,  b  l'ah- 
scisse  et  l'urdonnce  de  la  prcmii're  loiiihc  diinni'c,  c'<'st-;i-dire  de  c(dle 
d'oii  le  corps  doit  |)arlir,  et  /,  m  l'ahsciss*'  et  l'ordonnée  de  l'autre 
courhe,  à  hopudle  le  corps  doit  arriver;  enfin  soient  .r,  y  l'ahscisse  et 
l'ordonnée  de  la  courlie  clicrrliec.  sur  la(pi(llc  le  corps  doit  se  inouvoii'; 
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-     nommant  u  la  vitesse  du  corps,  cl  |iicikiiiI  l'imilc  |)(hii'  I;i  tuccc  accclcra- 
Iricc  de  la  gravité,  on  aura,  comme  on  sait. 

Il  du  =  <ly,     cl  de  là     a  =  v  ?•(.>'■  ~  ^)> 

k  étant  une  constante  arbitraire.  Pour  la  déterminer,  supposons  que  dan.s 
l'endroit  où  le  corps  commence  à  se  mouvoir  on  ait  y  =  b  {b  étant  une 
des  ordonnées  de  la  première  conrhe  donnée),  et  que  la  vitesse  initiale 
du  corps  soit  celle  qu'il  aurait  actjuise  en  tombant  librement  de  la  liau- 
teur  A;  il  faudra  donc  qu'en  i'aisantr  =  h  on  ait  u  =  \l-?.h,  ce  (|ui  donnera 

2/i  =  n{l>-  I,)     et  de  là     h=h-  h. 

Cela  posé,  on  sait  (|ue  le  temps  est  exprimé  en  généi-d  par  f  —  ^  *  étant 

l'arc  de  la  courbe;  de  sorte  (|u"en  comparant  celle  ronmile  a  celle  de 
l'Article  VI,  on  aura 

rds     ^         ds 


rds 


et  de  là,  à  cause  de  (h  =  \clx-  -\-  dy'^,  et  u  =  \J2  [y  —  k). 


dsoy       dxodx       dyody 

oZ— r^   H -, H 7^  ; 

u'  uds  uds 


donc 


q  =  o. 

,        dx 

'i'^ïTds' 

9" 

=:  o,  .  .  ., 

ds 

'■=-^' 

~  uds^ 

/•'' 

::=(),...; 

de 

là,  à  cause  de  S  =  i ,  on 

aura  (Art.  llj 

^                uds 

uds 

Q"  =  o, 

H  =  -^^-./- 

^^          H'=4 

U"=o. 

u  ds 
ce  (pii  donnera  : 

i"   L'équation  variable 

Qdx  -i-  Uô/=;  o. 
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f'I  |>;ir  (■ons(>(ni('iit 

0;=o     el     R=ro; 

riiiif  ou  l'autre  de  ces  deux  équations  servira  à  deleimiiier  la  eouilte  de 
la  plus  vite  descente,  et  il  serait  inutile  de  les  eniployei-  toutes  deux  à  la 
fois,  parce  que  l'une  suit  nécessairement  de  l'autre  à  cause  (|u'en  clian- 
jïcani  fMMw/ona  l'équation  identi(jueQ(& -h  Rofr  =  o  (  Art.  Vj.  Prenant 
ilonc  l'eiiualioii  Q  =  o  qui  est  la  plus  simple,  on  aura 


,  dx 
Il  (h 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

ilx 
ds 
el  de  là 


=f"=f\My -/>■), 


v''-2/Mr -/'■)' 

pour  l'équation  de  la  courbe  hrachistochrone.  où  /est  une  constante 
arbitraire. 

2"  On  aura  l'équation  constante 

A' oa  -+-  B' 0 6  —  L' 0 /  —  M' ont  -^  o, 

où  A',  \y  sont  les  valeurs  de  Q  ,  R'.  c'est-a-dire  de  — y,    -v  dans  le  pre- 

lias    lias  ' 

mier  point  île  la  loiirbc,  dans  lc(|uel  ,r  =  a,  y  =  h,  el  L',  M'  sont  les  va- 
leurs des  mêmes  quantités  poui'  le  dcriiifr  point  ilc  la  courbe,  dans  lc(|iicl 
X  =  l,  y  =^m. 

.Mais  pour  donner  à  cette  équation  constante  toute  l'etL'iKliic  dont  la 
question  peut  être  susce|)tible.  il  faudra  avoir  égard  à  la  liemfirqiie  t|ue 
nous  avons  fiiite  dans  l'Article  IV,  et  faire  varier  aussi  la  constante  /•  (|ni 
entre  dans  la  valeur  de  «;  or,  comme  (Art.  VI; 

<\>  —  Z  —  do—  ■  —  do. 
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il  tiuidra  iijoutcr  a  la  valoiii-  de  o<l)  Ir  ternie 

dsoli  ds  ^, 
=  —  o/.-; 


2v2(r— *")' 

(loue,  il  cause  de  :  =  i,  on  aura  la  (juautité  —  5^  /  —  à  ajuiitei  an  [jie- 

mier  iiieiiilne  de  i'é(|uation  précédente,  laquelle  devieiidia  par  consé- 
quent 

A'oa  -t-  B'o6  —  L' 61  —  M' dm  —  o^  j  —  =;  o, 

l'intégrale  /  —  étant  supposée  prise  de  manière  (ju'elle  connnence  au 
premier  point  de  la  courbe,  et  qu'elle  finisse  au  dernier  point.  Or,  je  re- 
marque d'aijord  qu'ayant  déjii  trouve  y  = /,  on  aura  Q'  =  /'.  el  par  con- 
se(|uent 

A'  =  L'=/; 

j'observe  ensuite  qu'en  prenant  l'équation  R  =  o,  on  a 

ds        ,  dy 

r  —  ri— V  =o, 

«'  lias 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

rds        dy  ,  .  t^ds       „, 

/  —  H T-  =  const.     ou  hicn      | h  K  =  coiisl.  ; 

J   u^        uds  J   H' 

or,  en  taisant  commencer  l'intégrale  /  —  au  premier  point  de  la  courbe, 

rds 
—  =  o,  et  R  =H  :  et  comme  au  dernier  poini 

de  la  courbe  on  a  R'=  M',  il  est  clair  (pu'  la  valeur  com()li'Ie  de  I  —  sei'a 

égale  à  B'  — M'.  De  plus,  comme  k  =  h  —  /i.  si  l'on  suppose  en  gênerai 
que  A  soit  une  fonction  quelcon(|ue  donnée  de  a  et  h  telle,  que  l'on  ail 
dk  =  Gda  -(-  Hdb,  on  aura 

ô/r  =  ob  —  (3/i  z=  o6  —  Goa  —  lloh. 
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(Ir  soilf  (|uc  |i;ir  tniilcs  co  siil)stiliitions  r('(|ii;irKiii  |ii'rcc(lciitt'  (Icviciidra 

[/-(M'-  B')G]6rt-(-[M'-{M'-B')ll]ô/>-/ô/-M'ô»;  =  o, 

l;i(|iii'lli'  'à  cause  (|ur  hi  ini'inii'ic  ((Uirlu'  dont  les  ordoiiiiccs  soiil  a  et  h 
•  ■si  sii|>|)()S(-('  in(lé|tfiidiiiilc  de  la  dcniKTf  doiil  les  nidoimri'S  ^oiil  /et  ///) 
ptnil  d'alinrd  se  (lartaj-cr  l'iitrc  ces  deux-ci  : 

r/-(M'-  B'iGlôrt -<-[»!' -(M'-  B')H]a/»  =  o,     /ô/-i- M'ow  =  o. 

Miiiiilciiaiil.  iiiiniiic  les  ((Kirildimees  (/  el  //  a|)|)arlieimeiil  ii  une  Cduilie 
dduiiee.  on  aura,  par  la  nature  de  ces  courlics, 

lia  —  iilh     l'i     (//  --  t  dm. 
el  eliauficant  la  eaiaeteristn|iu'  r/en  'j.  nu  aura  aussi 

oa=^tob     cl     6l-:r,6m; 

donc,  sulistituant  ces  valeui's  dans  les  é(|ualions  |)iécedentes.  ou  aura 

J-  (  M  -  B'  )  (i]  e  -+-  M'  -  (  IM  -  H  )  Il  r=  o,     //,  -t-  M'  =  ..; 

1  •  ...  .1  .  (la      (Il 

on  Ineu,  eu  reiiietlanl  iioin'  i  el  r,  leuis  valeurs  -.,  -,  -7— ^  ou  aura 
'  tlh     (lui 

[y_(M'-B')G]</fl-h[iM'-  (M'-  B')H]</6  =  o,     fdl  +  Wdm  =0. 

Maintenant,  si  r(Ui  sn|)pose  (|ue  la  hauteur/;  (|ui  répond  ii  la  vilesse  ini- 
tiale soit  Cigale  à  h,  en  sorte  (|iie  le  corps  eoniinence  à  se  nunivoii'  sur  la 
l)racliistoehrone  avec  la  même  vitesse  qu'il  aurait  ae(juise  en  descendant 
de|)uis  l'axe  des  abscisses,  (ui  aura  (i  =  o  et  II  =  1 .  et  les  deux  é(|uations 
précédentes  deviendrcuit 

fdu-^  Kdl,      o,      /;//+  M'c/m-   o: 

y.      <lx    ,,,       d)-  -.Il  1        .  \i'       <ly 

mais  f    =  — y-,  H  —  —     au  iircuner  itiuut  de   la   courhc,  et  M    --  -^r  au 
i<  as  ikI.s         '  '  iids 

deruu'r  point  de  la  courbe;  donc  lUi  aura  p(un'  le  premier  point  de  la 

coiiriic 


dxdd  -^  dydh  =^  o,      ou  tlicii 


dx  _  ^  (U, 
dy  ~       du^ 


DES  VARIATIONS. 

(M  pour  le  (Ici'nicr  point  do  la  coiirlx' 

dx 
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(h:dl  -h  dj  dm  =  o     du  Ijicii 


dy 


dl_ 
dm 


ce  qui  fait  voir  que  la  courhe  de  la  plus  vile  dcscciite  doit  couper  à 
angles  droits  les  deux  courbes  données,  et  cela  s'accorde  avec  ce  (|ue 
nous  avons  trouvé  dans  l'Article  IV  du  .Mémoire  déjà  cité  du  second  vo- 
lume. 

Mais  si  l'on  veut  que  la  vitesse  initiale  soil  mille,  alors  on  aura  //  =  o, 
et  par  conséquent  G  =  o,  et  H  =  o  ce  (jui  donnera  les  deux  équations 

fda  +  M' db  =  o,     fdl  4-  M' dm  =z  o. 

La  seconde  de  ces  équations  étant  la  même  que  dans  le  cas  piecedeni.  Il 
en  résulte  que  la  hrachistochrone  doit  aussi  cou|)er  la  seconde  courhe  a 
angles  droits;  mais  quant  à  la  première  courhe,  l'étjnation 

fda  -+-  M'rfi  =  o 


da 
db 

=  - 

M' 

7" 

dl 
dm 

da 
db 

dm 

de  sorte  ([u'on  aura 


ce  (|ui  fait  voir  que  la  langente  menée  à  la  première  courhe  par  le  point 
où  commence  la  hrachistochrone  doit  être  parallide  à  la  langente  menée 
à  la  seconde  conrhe  par  le  poini  oii  la  i)ra(liis|(i(lir'onc  se  ti'i'minc:  d 
c'est  ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  le  résultat  de  la  stdution  donnée 
|)ar  .M.  le  chevalier  de  Borda  dans  son  Mémoire  impiimé  dans  le  volume 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  I7<')-. 


RECHERCHES 


LE  MOUVEMENT  D'UN  CORPS 


Qll     EST    ATTIRÉ    VERS    DEIX.    CENTRES    FIXES. 


RECHERCHES 


LE  MOIYEMENT  D'LN  CORPS 


QUI     EST    ATTIRÉ    VERS    DELX    CENTRES    FIXES. 


Misrellanea  Taurinensia,  t.  IV.  1766-1769.) 


PREMIER  MÉMOIRE, 

ou  LON   SUPPOSE   QUE   L  ATTR.\CT10.N    EST  EN   R.\1S()N    INVERSE 
DES  C.\RRÉS   DES  DIST.\NCES. 


Le  Problème  que  je  me  propose  de  résoudre  dans  ce  .Mémoire  l'a  déjà 
été  par  M.  Euler,  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  de  Berlin  jtour  l'année 
1760,  et  dans  le  tome  X  des  Xomeaua:  Commentaires  de  Pétersbotirg  (|ui 
vient  de  paraître,  mais  pour  le  cas  seulement  où  le  corps  se  meut  dans 
un  plan  passant  par  les  deux  centres  des  forces.  La  solution  que  j'en  vais 
donner  ici  est  générale,  quelle  que  soit  la  courbe  décrite  par  le  corps,  el 
la  méthode  sur  laquelle  elle  est  fondée  a  l'avantage  de  condiiiic  dirtcif- 
ment  à  des  équations  où  les  indéterminées  seront  séparées  d'elles-ménics. 
sans  qu'on  ait  besoin  pour  cela  des  transformations  cl  des  subsliliiliiinv 
épineuses  que  M.  Euler  a  employées. 

Comme  le  Problème  dont  il  s'agit  a  un  ra|)p(irt  ininicdial  avec  celui 
des  trois  corps,  il  ne  serait  pas  impo.ssible  que  la  niétliodc  de  ce  .Mémoire 
ne  fût  de  quelque  utilité  pour  la  solution  de  ce  fameux  Pi  (dili'mc  (jui  laii 

9- 
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depuis  si  lonittriups  l'olijot  tics  travaux  des  plus  grands  Géomètres.  Celle 
eonsidération  est  même  le  prineipal  motif  (|ui  me  délermiue  à  publier 
ees  reelierehes;  je  souhaite  «[u'eiles  puissent  mériter  au  moins  par  là 
(|ui'i(|iie  altentidu  de  la  part  des  Savants. 

I. 

A\aiil  pris  trois  axes  lixes  quelconques  et  perpendiculaires  entre  eux, 
soient  x,  y,  ;  les  coordonnées  rectangles  de  la  courbe  décrite  par  le 
corps  et  rapportée  à  ces  axes;  et  soient  de  même  a,  h,  c  les  coordonnées 
qui  déterniinenl  la  position  de  l'un  des  centres  des  forces  par  rapport 
aux  mêmes  axes,  et  sr,  [i,  y  les  coordonnées  pour  l'antre  centre  :  il  est 
clair  que  si  j'appelle  u  et  c  les  distances  du  corps  à  ces  deux  centres,  on 
aura 

u  =  iijlx  —  af  +  (y  —  bf  -^  ( z  —  cy , 


de  sorte  qu'en  exprimant  par  A  et  B  leurs  forces  attractives  à  une  dis- 

A        B 
tance  égale  à  l'unité,  on  aura  —  et  —  pour  les  forces  qui  agissent  sur  le 

corps  suivant  les  rayons  vecteurs  u  et  v. 

Ces  forces  étant  décomposées  chacune  en  trois  autres  suivant  les 
directions  des  coordonnées  j?,  j,  :;,  on  trouvera  (|ue  la  force  totale  sui- 
vant x  est  égale  à 

A  (  X  —  a)       R  (  X  —  a  ) 


(jue  la  force  suivant/  est  égale  à 

A(.r-6)  .  B(r-?) 


et  (|ue  la  force  suivant  z  est  égale  à 

K(z-c)  _^  B(z-y) 

Donc,  nommant  l  le  temps  écoulé  (le|)uis  le  comnieuccmciil  du  mouve- 
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nient,  et  prenant  di  pour  constant,  on  aura  ces  trois  équations  : 

d\x    ^   k(x  —  a)       B(x  — a) 
(A) 


dt' 

m' 

c' 

d'y 
dr- 

-+- 

\i_ 

)■  — 

-h) 

+ 

B(r- 

11 

d-z 
dt' 

■+- 

A± 

z  — 

-sï 

-h 

Bfs- 

-Jl 

lesquelles  renferment  la  solution  du  Problème. 


II. 

Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  idx,  la  seconde 
par  idy,  la  troisième  par  2c?;:,  et  qu'après  les  avoir  ajoutées  ensemble 
on  en  prenne  l'intégrale,  on  aura,  en  ajoutant  la  constante  4C. 

,_^  dx'-hdy'^dz'       2A        2B 

*     '  df  II  (■         ^    ' 

équation  qui  renferme,  comme  on  le  voit,  le  principe  de  la  conservation 
des  forces  vives. 

Si  l'on  multiplie  de  plus  les  mêmes  équations  par  x  —  a,jf—b.  z  —  c, 
et  qu'on  les  ajoute  ensemble,  on  aura 

{x  —  a)d-x  -i-{y—  b)d'r-h{z  —  c)d'z 
''      dV      '' 

^  A  ^  B[(x-a)(:c-a)  +  (j-A)0--^)+(iî-c)(z-y)]  ^  ^ 
u  V 

Or, 

7.{x  —  a){x  —  !x)  —  {x  —  aY  +  (x  —  xY  —  {a—  xY, 

et,  de  même, 

i(z  —c){z—y)=(z  -c)'  +  {z-y)'  —  {c—yY; 
donc,  si  l'on  dénote  par  /  la  distance  entre  les  deux  centres,  en  sorte  que 
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l'on  ail 


/r^^(a-a)'  +  (6-(3)'-i-(c-y)», 
>)||  ■.\u\;\ 

(JT  — a)rf'.r -+-(j— 6)rf'j  +  (z  —  c)<]f'z       A        B(m' +  »'—/') 

s^^  "*"  77  ^       ;^t;^'^       "  °\ 

Donc,  ajoutant  cette  équation  à  l'équation  fB),  on  aura,  à  cause  de 
I   f/'(«=)        A        R  /3       /'-  K 


'(«=)        A        R/3    ,   /'-»'\       .,, 


1  I  on  Iroiivcia  de  hi  même  uiaïucrc 


'  2        dr-  C  2    \«  tl'        )  ^ 

lieux  f(|ualioii.s  par  lescjuelles  on  cunnaitia  les  valeurs  de  u  et  t'  en  /. 

III. 

Je  remarque  maintenant  que  si  l'on  multiplie  l'équation  (C)  par  «/(i»^), 
et  l'équation  f  D)  par  d{u^),  et  qu'ensuite  on  les  ajoute  ensemble,  on  a 
une  équation  intégrable,  laquelle  est 

7.  af  L  "  "'  1 

de  sorte  (|u"(iii  aura,  en   inléiiiaiil  et  en  ajuiitanl  nue  coiistaiile  ailii- 
traire  aD. 

(E)l'^'"^j^f""^-A(3«^':l^)-B(3.-^^')=4C(»'+'-)^-^.D. 

De  plus,  si  l'on  multiplie  les  mêmes  écpialions  fCj  et  fD)  \YAYv'-d{u^) 
et  u-div'-j,  savoir,  la  première  par  e- </(«-;  et  la  seconde  par  u-d{v-),  et 
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([u'on  les  ajoute  ensemble,  on  aura 


2  dt 

—  B    2«=(fi'  +  -  et/  mM  +  ^^^i ^^  -^ 

La  2C  J 

Cette  équation  étant  multipliée  par  2  et  ensuite  ajoutée  à   l'ciiua- 
tion  (Ej  niullipliée  par  d(u^]  -h  d(v''),  on  aura 

-  d    — L-^^ — Ll__L_L_LL    _  A  [laii-du  ■+  6d{ui-')  -  ij-dn] 

—  'Q[Ç>v'dv-\-6d[vur)  —  ipdv] 

—  iC[d{u'  +  v^-y  +  ^d{u-v')]  +  ilid{u'  +  V-), 

dont  l'intégrale  est  évidemment 

I  I  v'\d{u')Y+iû\d{v^]]-         ,,    ,      -,       ..,    ,         , 

(F)  I  2  dt'  j      '  \  j      I 

'       :=  aC(^^'  —  c* -H  6m-c')  -1-  3.D  («■  -i-  v'-)  -   3.E, 

E  étant  une  constante  indéterminée. 

Or,  si  à  cette  équation  on  ajoute  l'équation  (E)  multipliée  pai-  2«k .  du 
qu'on  l'en  retranche,  on  aura  ces  deux-ci  : 

I   {vd(u')  -h  udlv')]'  ,.        „,r,  „        ,.,,  ,, 

-  ^ '-J^, ^-^^-2.{\^B)[{U~i'f  -J'(u-hv)] 

d'où,  en  taisant  pour  plus  de  simplicité 

U  -^  V  :^  p,       U  —  i'  — -  q, 

A  +  B      M,     A-B=^-N, 

on  tire 

.fdp 


^^  ^  ^Cp>  ^Mp' ^Dp' -Mf'p  -h  E, 
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fl,  |>;ir  conséquenl, 

dp  _  dq 


(H 


v/C;>'  -H  M/»»-+-  D/>»—  M/'/>  +  E       sjCq'  -i-  Nç'-t-  Dç'  —  N/'ç  +  E 


I  p'  —  a' 

«■nsiutc  lin  ;iiir;i,  ii  ciuisc  de  ttv  =  - — r-^-t 

4 

^(^  {p'-q')dp 

4  \iCp*  -t-  M/>»  -4-  D;>'  —  M/»/>  +  E 

,        ,     ,.  q^dp  , 

f  est-ii-dirc,   en    iiiclt;iiil    iiour  ^  „       =^~  sa  valeur 

'  V C/»'  ■+-  M/>'  -t-  Dp»  —  M/'/>  +  E 

en  q  ^    ^ 

'  vCç'  +  Nç'-f-Dç'-N/^^-hE 

(I)    t//  = !^—L ■ -ï— 2 


4  ^Cp'  +  M/>'  +  D/>'  —  Upp  +  E      4v/Cg'  H-  Ng»  -(-  D^»— N/'g  +  E 

Ainsi  on  a  deux  ('(jiiiilions  dans  lcs(|nrllcs  les  indéterminées  sont  sé- 
parées, et  (jui  serviioni  ii  délerniiner  p  en  q.  et  /  en  p  et  </.  c'est-à-dire  ii 
en  c.  et  /  en  u  et  r. 

IV. 

Les  é(|uati(ins  (H)  et  (I)  que  nous  venons  de  tnuiver  ont  égalenieul 
lieu,  soit  (|ue  le  eorps  se  meuve  dans  un  plan  fixe  passant  par  les  deux 
eenties  des  forces,  comme  M.  Eulcr  le  suppose  dans  sa  solution,  soit 
qu'il  décrive  une  courbe  quelconque  à  double  courbure;  mais  dans  ce 
deinicr  cas,  il  ne  suHit  pas  de  connaître  à  clia(|ue  instant  les  distances 
du  corps  aux  deux  centres;  il  faut  de  plus  connaître  l'aufile  (pie  le  corps 
décrit  autoui'  de  la  ligne  (|ui  joint  ces  mêmes  centres. 

Or.  si  l'on  imagine  que  A  etB  {fig.  i,  page  nZ)  soient  les  deux  centres 
des  forces,  et  (pie  C  soit  le  lieu  du  corps,  en  sorte  que  l'on  ail 

et  (pi'ayant  mené  la  perpendiculaire  CD,  on  nonmie  CD,  r,  AD,  .«,  et 
l'angle  que  le  corps  C  parcourt  autour  de  AU,  'f,  il  est  clair  qu'on  aura 
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pour  If  petit  ;iic  ((ue  le  corps  décrit  dans  le  temps  <lt 


":{ 


(le  sorte  (lu'on  aur;i 


et,  par  conséf|iient. 


dr-  ■+-  ds^  -h  r''d'f  tzz  dx-  -¥-  dy-  -t-  dz-; 

v'd'j'  =  dx-  -+-  dy-  -h  dz'—  dr-  —  ds-. 
Fig.  i. 


Oi-,  en  considérant  le  triangle  ABC,  il  est  facile  de  trouver  (pu 
II-—  v-  +  f- 


d'où 


ds  = 


ndic  —  vdv 


f 


Donc 


.  _  2pudu  ~  (u'  —  y"  +p)(udu  —vdv) 


.  .  (udu  —  i'dvy        [■?.fUidii  —  {u"  — c^-h  f^){iidu  —  i'dy)]' 

ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  ellacant  ce  (|ui  se  détruit. 

II.  le 
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Donc,  siilistilii;iiil  ces  valeurs  dans  ré(|nati()n  pi'écétlenle.  <•!  innlli- 
pliant  par  'i/^"^  —  ^"' —  ^'^ -i-/*  )^  on  aura 

Qu'on  nielle  au  lieu  de  rf,r^ -h  r/v"*  4- r/c^.  de  diir),  de  d{v^},  et  de 
v'^\d{v^ )\-  -{-  u^  [d{v^)\'^,  leurs  valeurs  tirées  des  é<|uatinns  flij,  (E;  et 
(Fj,  et  l'on  aura,  en  divisant  par  dt"^  et  réduisant  et  otant  ce  «|ui  se 
détruit, 

[4/'«'-(«'-.'+/')']rf(p' 

—  4B(c'-+-  3cM^— /=i']  —  4C (//'  +  »■' -f-6M'c')-4D( M' -1^  (■=)—  4E 

=  -4((;/'  +  n.r  +  E). 

Donc,  si  l'on  l'ail,  pour  abréger, 

K'=-(;/'-D/"-  E, 
on  aura,  en  extrayant  la  racine  carrée  et  ninilipliani  par 


(K) 


4/K 


dt        4/»M=— («'— f»+/')' 
Supposons  maintenant,  comme  nous  avons  lait  ci-dessus, 

p  +  q  p—  q 


c  esl-a-(lire 
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fl  nous  aurons 

d^ 4/K 

4/K 

--  _4/K   /     . 


Mais  ou  a  par  l'Artick'  III 

4rf<    _  «0* 


dq 

~~  vC?*+N^'-+-D(/=—  N/9'-4-E' 
(loue  i>u  aura  eutiu 

^cp=  /^^'^^^ 


'     '  '  /lv</</ 


(  '/=  -r-)^^q'  +  Ng3  +  Bq^-Sr-q  +  E 

ce  qui  donnera  y  en/>  et  y,  c'est-à-dire  en  u  et  f. 

Ainsi,  la  solution  du  Problème  est  réduite  uiaiulenaiit  à  l'iulc^raliiiu 
de  trois  équations  dillérentielles  dans  lesquelles  les  indéterminées  sont 
toutes  séparées. 

Au  reste,  l'équation  (Kj  donne 

-7^  =  -T^5      OU  bwi\     al  =  — r—^i 
dt        fl-  K 

ce  qui  montre  que  le  corps  décrit  autour  de  la  ligne  BA.  c'est-à-diic  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  cette  ligne,  iU'i^  aires  [troportionncllcs  an  tcnqis. 

V. 

A  l'éi-ard  des  constantes  C,  D,  li,  elles  sont  enlii-remenl  arbitraires  el 
ne  dépendent  (|ue  de  l'état  initial  du  corps.  Pour  les  déterminer,  su|t(to- 
soMs  ([ne  (|uaiid  /  - -  (i  on  ail 


II.       -j-  -    m.       .,        II. -f- = ', 

(//  dl  dt 
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fl  les  ('(inatiims    B),  (E)  et  (F)  {litiiiicroiil 

S  '> 


+  ^^]^ms'-^'>^)+'^^' 


-fihmn  -  A  (sg  +  ^^77^')  -  »  (3/' 

g-A'(m=  +  n=)  -  A  (g-' +  3g-/i= -/'g)  -  B  ( //' -^  i  V -/=/( 
=  C  ( -•  +  A"  +  6g-=  /(')  -^[)(g'  +  A')  +  E; 

d'oii  l'on  lirr 


4        ag^       9./i' 


:§'-'>'-/')- 77Af''-s'-f 


ig'-'i'Yi'       /»(g»_/,=  )/A^  B 


E  =  g=  /;■  (  m^  -1-  «^  )  -  S'/i  (  ^•-  -+-/'')  '"« 


et  (■oiiiiiif  K-  ^      -  Cf  —  D/''  —  K,  <Hi  ;uir;i 

•^^  =  j  [4/=r  -ig'-f''  +r y]  -  s' f''  (  '»' + «^ )  +  «/'  *  ^'^  +  /''  ./'■■  >  "'"• 

si.  ;tii  lii'U  ilf  lïi  vilcsst'  /,  on  vcnl  inti'odnirc  l;i  vitesse  ([ne  le  corps  ;i 

pour  tourner  iuitonr  (le  hi  lii;ne  des  centres,  on  noi er;i  celte  vitesse  /, 

et  l'equalioii  l  Kj  donnera 

4/K 


d'où  l'on  ania 


ilone 


4/'s'-(^- -/''+/')' 


,_  [ 4/' g' -(g^ -/''+/')']/'    ,   4g'/''(/»^  +  »-) -  4g/' (é,-  +  /'■'-/') n,n_ 


4/' 


Ps'-{i;'-i>'+.r 


ainsi,  il  n'v  aura  (lu'ii  snlistitner  cette  valeur  dans  celles  di's  (|iiantiles  i'., 
D,  V.,  (\\\t-  nous  avons  trouvées  plus  haut. 
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VI. 

La  solution  du  Problème  est  donc  rrduilr  ;i  l'iulci^M-iiliou  des  trois 
équations  (Hj,  li  et  (L).  Or,  coninic  les  indéterminées  sont  se|»arées 
dans  ces  équations,  il  est  clair  (ju'il  n"v  aura  (|u';i  intégrer  eha(|ue 
membre  comme  une  différentielle  parliculii're  (|ni  ne  contient  qu'une 
variable:  mais,  en  examinant  ces  différenti(dles,  on  reconnaîtra  hieutnt 
qu'elles  dépendent  en  général  de  la  rectification  des  sections  coni(|ues. 
et  peut-être  aussi  de  la  (|uadrature  de  (|U(d(|ne  ciiiiriie  du  troisit-nie 
ordre;  de  sorte  qu'il  est  inqtossible  d'arriver  par  ce  moyen  à  des  équa- 
tions intégrales  et  finies.  Cependant,  si  l'on  suppose  B  =  o  ou  A  =  o,  ce 
(|ui  rend  X  =  +M,  il  est  certain  (jue  le  Problème  ne  dé|M'ndra  (|iie  de  l;i 
(juadralure  du  cercle  ou  de  lliyperbole,  car  alors  (ui  aura  le  cas  d  un 
corps  qui  se  meut  en  vertu  d'une  seule  force  tendant  vers  un  centre. 

(]omme  le  développement  de  ic  cas  renferme  des  discussions  délicates 
dont  l'analyse  pourra  tirei'  (iuel(|ue  fruit,  je  crois  devoir  l'examiner  un 
peu  en  détail. 

Ml. 

Supposons  d'abord  H=o.  et  les  ecpiations  du  Probli'Uie  devienihnnl. 
en  mettant  A  à  la  place  de  M  et  de  N. 


(M) 


(n; 


(0) 


dp dq 


v/C)»'  +  A/>'  -I-  Dp^  —  A/ Y  +  É       V (^9'  +  Kq^  +  \iq-  —  A/' ç  -t-  E 
dl 


do  ■■ 


p'dp 

U^p'  + 

\p' 

-+-  Dp'  -  kf-p  4-  K 
,f-dq 

uw 

+  \ 

q'-h  \)q-  —  Kfq  -¥-  E 
fWd,, 

{p'—f)  y/Cp'  -+-  \p'  -+-  !)/>'  —  \f'p  ■+■  E 


lq'—f')^Cq'-h\q>^-Dq'—  \pq-^E 
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Or,  si  l'un  rcpiriid  r('(|iiati(iii    ('.    tli'  l'Arliclc  11,  cl  (lu'ini  \  sii|i|misi' 
B  =  o.  on  aiir;i 


(P) 


la(|ii(llr.  liant  niuiri|ilici'  par  d  ii\  cl  cnsnilc  iiilci;rcc,  (ioiuic.  en  ajon- 
lanl  la  conslanlc  11. 


0' 

d'oii  Ton  lire 

l< 
Or 


4     rf7'--'^"     4<^"--H, 


i_  d{u') 
9.     dt 


=  v'H  -t-  aAa-i-  4'-"' 


i  d{u')        tidii        u[ dp  +  dq) 


(Idiic,  niellant  an  lien  tic  V  "'l    ;    leurs  valeurs  tirées  des  ciiualioiis    (i  ), 
at        al  ' 

iMi  aura,  à  eanse  de  u  =  - — -^  r=  -  — -  cl  de  M  =  N  =  A, 


I     -^  v/C/»*  +  Ay>'  +  ny  —  A/'/>  -Te  +  v'c^'  +  a^^  +  n^'  -  v,/"9  -^-  '-■ 

(;'csl  l'intciirale  de  l'tMination    Al  .  dans  la(|ni'llc  H  est   nne  ntnivcilc 
cnnslaiilc. 

De  plus,  Tctinalion    R^  donnera 


(ï) 


dt  = 


H  du 

y/H  H-  2Am  -\-  ^Cu' 


de  MPile  (in'on  aura  /  en  ii  par  les  l(ii;aril limes  un  par  les  arcs  eirenlaires, 
cl  celle  valcui-  de  /  donnera  en  nicllaiil  _  ''  à  la  phu c  de  (/  l'iulcf^ralc 
du  second  nn  inlii'c  de  l'cipialioii    Ny. 
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VIII. 

Pour  trouvei'  inaiiitciiaiil  l'inlégrale  de  l'éciuatioii    0  ,  je   rr|iniMl- 
l'équation  ^K  .  et  faisant    Ait.  IV), 

U'  —  y'  +/'  _ 

j'ai 

do  K  ....  K<// 

;      d  ou      ao  = 


dt- f[u^-s^-)'  "^ -/(«=_,•) 

Or,  en  retranchant  l'équation    Dj  de  l'équation    (',    el  ineltaiil  a/-* 
au  lieu  de  ir  —  t'  -\-f'.  on  a.  à  cause  de  B  =  o, 

d-s       As 

Soit  s^  uz,  et  l'on  aura 

zd-u+  i.dzdu  -\-  u d'z       A z 

Mais  l'équation    P    donne 

ud'u  -+-  du-       ...       A 
dt'  ^  u 

et  l'équation    Q;  donne 

u^du'      ..         .         ,,.  , 
—, —  =  H  -t-  3.Am  -H  iLif, 
dt- 

de  sorte  qu'on  aura 

(^M  __  AH 
dt^  ~       u-       u'' 

donc,  substituant  cette  valeur  dans  rc(iuatioii  précédente,  elle  deviendra 

celle-ci 

2 dz du  -+-  ud- z       Uz 

df^  "f/^  ~  **' 

laquidle.  étant  nuiltipliée  par  2mV:  et  ensuite  intéj;rée,  donne 

u'dz'       ,,    ,       , 
(U)  ___H^'  =  L, 
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il'iui  l'un  lire 

lit  dz 


iiiMis  il  caiisf  (le  s  =  uz,  on  ii 


t/o 


iloiK   1)11  ;iiii';i 


/{i-z')v'L-*-  Hi- 
l'uni'  iiitllif  (l'Ile  l'ijuatiuii  suus  une  foriiic  plus  SMiipIc  je  l'ais 


z  = , 


i-r  qtii  1111-  (ionnf 


(h    —    J5  I—    Z'= ;,  y'L4-Hz'    =    ï ' 5 


l't,  |)ai-  CDiisriiiUMit, 

( V )  do  = 


'  +  '-''  v^-i 


/v'L-f-(L-4-H)r' 


d'où  il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  de  ç,  en  r\  après  ijuni  il  ii'v  aiiia  plus 
qu'à  substituer  pour  /-sa  valeur  tirée  de  l'équation 

«'  —  v'-hf- «/■ 

2/        —    —      —  ^j_^^/ 

laquelle  est 


v'4/'«'- («'-«''+/')' 
ri  taisant  ensuite 

p-hq  p  —  q 

2  p. 

rc  (|ni  iliinni'ia 


N/C/'-p'Kg'-/') 
un  auia  l'inlé^Male  ehereliée  de  l'éipialion  ^0/. 
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IX. 


Nous  avons  vu  que  la  cuiislaiili'  H  est  eiiliéreniciil  arl)ilraiie:  mais  il 
n'en  est  pas  de  même  de  la  constante  L  :  en  elFel,  si  l'on  reprend  l'équa- 
tion 'U ,  et  que  l'on  y  sul)stituc  puni-  u  et  pour  ;  leurs  valeurs  t  ii  p  el  c/, 
lesquelles  sont 

„^jP_±_i,     .^   P<i-^.f' 

on  aura,  en  multipliant  par  !()/'■. 

c'est-à-dire 

dr- 

ip^q)- 
Mais 

->  dp  dq  =z  ^dp  ~  dq  f  —  dp'  —  dq- =^  ^  du-  —  dp-  —  dq-; 
donc  DU  aura 

yp^--q')l(P'-f')dq-(q'-.f')dp'] 

dr- 

,    ^{p'-fHq'~f')du'       ■6H(/>g+/=)-^ 

dr-  ip  +  qy  ■'     " 

Substituons  maintenant,  au  lieu  de  -^,i  ^-  ^,»  leurs  valeurs  resullaul 

dl-     dt-     dt- 

(les  é(|uations    Q    et    (1  .  c'est-ii-dire 

du-  _  H  -H  2A</  -i-4Cw' 
HP  ~  u' 

11.  " 
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mi  liicii.  il  cause  de  u  = ^ , 


"  '^        ,(C 


dp'  _  i6(Cp'-4- A/>»+  D;>'—  A/';>  +  Ë] 

<Ur  _  i6(C(7'+ Ag'-+-Dy'— A/'^  +  E) 
<lr-^  (p'-q'Y 


p._  gAiP'-fniCg'  +  Xq'  +  \)q^-  Apq  +  E 


(-1  nous  aurons  i'r(|uation 
i(i 

-(?'-/')(  Cp'  +  A/>'  +  \)p^  ■    \pjj  +  \i)\ 

la(|U('llc  se  réduit,  en  ell'açanl  ce  (|ui  se  détruit,  il  celle-ci  : 

C/'H-l)/^-f-E-/'H  -  f'L. 

Or,  nous  avons  supposé  plus  haut  (Art.  IV)  K^=  -  C,/'  —  I)/"^  —  K: 
doue  on  aura  —  K^  — /"  H  =/"  L,  et,  par  conséquent, 

/'       ■ 

Otle  valeur  de  I.  étant  substituée  dans  ré(|uation  '  V  .  on  aiiia 

Kdr 
aa>  = 


^-  K»-/'H-  KV 
lu  liieii,  en  divisant  le  liaul  et  li'  bas  de  la  i'ractitui  par  K, 

dr 


do  = 
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donc,  si  l'on  i';iit.  [loni-  pins  de  siniiilicitc 

t-n  sor'lf  (\uv  \'t)U  ;iil 


w-('-m' 


on  anr;! 


l't.  p;ii'  coiisecjnfnt, 

o  ^arcsins  -(-  G, 


G  Ptanl  nne  constiintf  iu-iiitniire. 


X. 


On  aurait  pu  aussi  tirer  l'intégrale  de  ré(|natinn    M    de  rc(|nation    U 
car,  en  extrayant  la  racine  carrée,  on  aura 

U-dz -— ; 


doni 


z  =  -ff '■!—^      et      u  —  i i  : 

f(p-^q)  ■>■ 


""d^=Tj['p'-f')  'Iq  +  (  '/•  -./"  '  '//' 


donc,  sui)Slituant  cette  valeur  el  mettant  ensuite  à  la  place  des  (piantile 

dp    ^  dq  ,  ,  .    .       ,       .  .         ,„ 

^  et  -^  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (G^,  on  aura 


(/*'—/')  V^V'  +  Ag=+  Dç^—  Xf'q  -h  E 


on  l'on  se  souviendra  que  /'-L  =  C/'  -+-  D/-  -i-  E  —/"H. 

Si  l'on  compare  cette  équation  à  l'équation  (S)  trouvée  ci-dessus,  on 
verra  qu'elles  s'accordent  pail'aitenient.  ce  (|ui  peut  servir  ;i  contiiincr  l;i 
honte  (le  nos  calculs. 
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XI. 

Sii|i|i(is;iiil  liiiijoiii's  H  :—  o.  en  soi'tc  (|iic  l'orbilc  du  coriis  soil  ((iiiiiiic 
(III  siiil  I  une  st'ction  conKiiic  (Imit  l'un  des  Inyt'rs  loiul)!'  (hiris  le  (('iilrc  A, 
011  pourra  placer  l'aulrc  ct'iilrc  H  partout  où  l'on  voudra.  Prenons  ce 
centre  dans  le  point  d'où  l'on  suppo.se  (|ue  le  corps  est  parti,  et  l'on  aura, 
ilans  les  t'oiinules  de  l'Arliide  \', 


et  par  conse(|ucnt. 


4         2/' 


4  ' 

?.  A 

on  liien,  a  cause  de  i'  =  '\C  +  ^' 

E  =  C/'  4-  \/'. 
Donc  on  aura,  en  substituant, 

(]/>'  -I-  \/j'  -I-  hp-  —  \f'p  -+-  V- 

=  Cp'  +  \p  -  -iCpp' -  S.fp-  -  yi'p  +  Cf  +  A/' 

^c{p^-py+\{p'-f'){p-.n 

^{p~fni'ip^.n+\(i'-^.ni 

cl,  de  même, 

Cy'-f-  \7'+I)./'-  \f''l+  K  =  (7-/l'[^('/ +./■)' +^'(V+/)I- 
De  sorte  (|ne  les  i'(|natioilS  (  M    et    N    de  r  VrrM  le  \ll  devieiidronl 
dp  dq 


P'dp 


q'dq 


^(p-f)yjC(p+fY  +  K(p+f)       ^(q-f)^jC[q+fY  +  K(q+f) 
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iMiiltiplioiis  l:i  pirmii'iv  |)ar  V  cl  iijdiil.tiis-la  à  la  sccoiitlc.  on  aura 


4 


4  {P  -f)  V  C/>  +fY  +  A  [p  +/)       \(q  -f)  v'C(7-/)'  +  A(g+7)' 
(•'t'st-a-dirc 

>/t  =  (P^f)'^P  _  (q+pdq 

donc,  si  l'on  (ail  |)oiif  pins  de  simplicité 

,.^P+f  ^ti  +  v+f 

'^.  ?. 

(M)  ani'a 

a'  =^  ^=^^^= ■ 

Or,  lorsque /  =  o,  on  a.  par  hypothèse,  t- =  o,  donc  r  —  s\  ainsi  il  ne 
faudra  point  de  conslaiilc  dans  l'intégration,  pourvu  (pic  les  intégrales 

des  deux  formules 

rdr  sds 

el     -= 


y'4 C /'^ -4- 2  A (•  v'4*^*" -*- 2A« 

soient  prises  de  la  même  manii're. 

Cette  expression  du  temps  t  est  remarcpialile  en  ce  (prelle  ne  conlicnl 

(|u'uuc  seule  constante  C  dépendante  de  la  nature  de  la  section  ((Uiiipu' , 

an   lien  (|iic  les  expressions  ordinaires  en   contiennent    nécessairement 

deux.  Pour  voii'  ce  (pie  c'est  (pn'  cette  coiistaiile  ('.,  il  n'\   a  (pi'ii  c(nisi- 

dei'cr  l'e(|iiation    T    de   l'Aiticle  \ll  dans  hxpn'lle.  //  étant   le  raxni  vcc- 

lenr,  il  est  clair  (|nc  les  ahsides  de  Tmliitc  sennit  an\  points  où  -j-  =  o, 

c'est-à-dire  où  II  +  aAw  +  (\(Ar  =  o;  d'où  il  s'ensuit  (|in'  si  l'on  nioninc 

u'  et  u"  les  valeurs  de  ti  tirées  de  cette  équation,  on  aura  u' -\- u'  poui-  le 

grand  axe,  cl  //'//"  poiu'  rcxccnlricilé;  mais,  sans  résoudre  re(pialion. 

on  sait  que 

2A 
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(luiK  ,  M  l'on  iitimiiic  a  le  uraiiil  ;i\t'  de  rorliilc,  un  ;iiii;i 


A  ..  A 

— -  —  «,     cl  pai'  c-onsoqui'iil     l.  —  —  -- 


(If  M)rlc  (iiif  Ton  iuira 

,      --  rdr  sds 

Uiiiic.  si  ML    fi^.  2    fsl  mit'  puitioii  (iiicltoiuiuc  de  la  sfclioii  ciiimiiK 
(liriitc  |)ar  le  ((iips  aiiUnir  du  foyiT  A,  le  tt'ni|is  ciiiployc  ii  paicomi 

Fig.  j. 


l'arc  W.  MTa  ddiiiic  |iar  la  miiiiimc  des  deux  raxoiis  vccleiiis  AH  et  Ad. 
par  la  corde  B(>  el  par  le  grand  axe  de  la  section:  car  l'aisaiil  \\\  J\ 
.\C.  —  u.  on  aura  BC      e:  dont 


AD  -t-  AC  +  l<(.  _  AB  +  AC  -  BC 


et  le  lenips  clierche  sera  expiinie  par 


/      /*      rdr  /*      sds     \ 


5!  A 


An    r'cstc,    ce    tlieori'Uie    a    dejii    ete    denimilre    s\  tillielH|neinenl    pa 
M.  Lanilierl  dans  son  Traite  sur  les  Orhiles  des  comrics. 
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XII. 

Coiiiiiif  la  dillicullf  de  riutcgration  des  équations  H,.  I  rt  I,  . 
qui  renferment  la  solution  du  Problème  général,  ne  vient  (|ue  des  radi- 
eaux  s  {.p '  +  MjD'  +  \)p^ -  M/=/>  +  E  et  s/Cç'-t-  N^»+ Dy=-  N/*y+  E , 
supposons  (]ue  les  eonslantes  C,  D  et  E,  dépendantes  de  l'impulsion  pri- 
mitive du  corps,  soient  telles,  que  les  quantités 

Cp*  +  M/>^-f- D/>-— M/-/J  + E    et     C^*-4- N^'+ Dv  —  >/'/ -<- E 

contiennent  chacune  un  facteur  carré;  et  il  est  claii-  (|ue  les  radicaux 
dont  il  s'assit  se  reduirtuU  aux  formes 


et  

de  sorte  que  les  équations  du  Problème  ne  dé|)endront  plus  (|Me  de  la 
()uadrature  du  cercle  ou  de  l'hyperbole. 

Pour  cela  je  fais  />  —  «  =  x,  et  je  substitue  r  -(-  «  au  lieu  de  p  dans  la 
quantité  C/j* -H  M//' -t- D/r  —  M/-/? -^  K:  j'ai,  en  ordonnant  les  termes 
par  i-apport  ii  a\ 

Cr'  -h  (4(:a  -I-  M)  J.-^  +  (riCa-  -1-  3jMa  +  D:  x' 

-t-(4Ca:^-(-3Ma=-»-  i  D  a  —  M/M  .r -4- f.  a' -I- M  a' -H  Dx--  M/'a  -i-  E. 

Or.  atin  (|ue  celte  (|uanlile  cdiilienne  le  laeleur  r-,  il  tant  nécessai- 
rement (]Ue  les  deux  deiniers  leiines  évanouissent:  ainsi  l'on  auia  les 
deux  e(|uations 

^  c  a'  +  M  a'  -i-  1)  X-  —  M/'-  a  -^  E       o. 
'^'  )  4Ca'+3Ma^-r  7l)a- M/' =...., 

par  le  moyen  destiuelles  on  delemniiera  lanl   la  (juaiilite  -/  (|ue  la  rida- 
liou  (ini  doil  avoir  lien  entre  les  eonslanles  ('..  I),  K. 
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De  fcltf  iiiiiiiii-rf,  l:i  (|iiantit(^  dont  ii  vs';iij;il  deviendra 

r^   (;.r=^(  i(;j!^M)x-t-(H;a=H-3M3!  ■+-  I»  , 

un  liieii.  en  renietlaul/?  —  a  pour  jt, 

\p  —  xVlCp'-hi'idx  -t-  M)/>  +  iCz-  -^  TMa  -f-D]; 

de  sorle  (|ue  l'on  aura 

^  =  7.Cx-^-M     et     y  =  3Ca'-T  ?M;t-H  I». 

On  linnveia  de  la  nièuie  nianii're  les  deux  equalioiis  en  / 

\  Cf.'  +  NÀ'  +  Ul'  -  N/=>.  -(-  E  =  o, 
)  4),'  -t-  3NX^  +  aD).  -  N/'  =  o, 
et  ensnile 

u  =  aC/.  +  N     et     v  —  3C>.'  -t-  n N À  -t-  I). 


XI  II, 

Kn  faisant  p  ~  y.  =  .r,  et  supposant  (|iie  les  deux  ecpialinns    X;  ilient 
lieu  en  même  temps,  on  aura 

dp  _  dx 


y/Cp'-hMp>-hDp'—Mpp-i-E      X y/Cx' -+-{^Cx -i-M) X -h  6C(x' -h3M<x-h  l) 

supposons  .1    intininieni   |M'til  .  et  le  second  nienilire  de  celle  e(|nali(Mi 
fieviendra 

dx 


.rv6Ca»+3Ma-^[) 
dojit  l'intei^rale  est 


-==.-r=^^^=rr  log  ^ . 

v6C«'-l- 3Ma-r  n        ^ 

X  étant  une  constante  indéterminée. 

Or,  si  l'on  l'ait  'ce qui  est  permis  X  --  o,  et  (pie  l'on  sn|)pose  aussi.»  =  <>. 

la  quantité  T-  deviendra  -•  e'esl-a-dire   indéterminée;  d'où   il  s'eiisuil 
^  \  o 
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(|uVii  faisant /J  =  a,  la  vali-ui'  de 

àp  


■+-  V)p'  —  M /'/>  +  E 


restera  indéterminée,  et  qu'ainsi  ré(|uation   Hi  aura  toujours  lieu  (|uelle 
que  soit  d'ailleurs  la  valeur  de  q. 

Done,  lorsque  les  conslaules  ('.,  D.  K  sont  lelles.  (jue  les  deux  e(|ua- 
tions  X;  aient  lieu  en  uiéuie  temps,  on  pouira  su|)|ioser /^  =  y.  et  les 
deux  autres  équations  du  Proldème  seront 


dt 


\a.-  —  q-)dq 


4  vCî' -I- Nç^ -I- Dç' -  N/=9 -1- E 
rf^^ ff^{cc'-q')dq 


{p-aniq'-fn^'Cq'+^q'  +  Tiq'-fif'q-hE 

Or.  |>uis(|ue/?  ^  «  —  r,  il  est  visible  (|ue  ht  ((uulie  deerite  |)ar  le  eorps 
sera  une  ellipse  mobile  autour  de  son  ijrand  axe,  et  dont  les  foyers  tom- 
beront dans  les  deux  eenires  des  forées. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  si  les  é(|uations  Y  ont  lieu  el 
qu'on  fasse  g  =  '/.,  l'équation  H,  aura  lieu  (pielle  (|ue  soit  la  valeur  de/^ 
et  que  les  deux  autres  équations  du  Problème  deviendront 


di 


{p'—'i?)dp 


4  V  C/>'  +  }Ap'  +  D/>=  -  M/'/>  +  E 
^^^ f^ip^-l^dp 


(/.  _  x=  )  (p=  _/. )  ^/Cp'  +  Mp'  +  D/)=  -  Mpp  +  E 

l't  comme  q  =  u  —  e.  on  voit  ipie  la  courbe  ne  sera  autre  cbose  (|u"nne 
hyperbole  mobile  autour  de  siui  axe,  et  ayant  ses  deux  foyers  tiatis  les 
centres  mêmes  des  forces. 

XIV. 

Si  l'un  des  centres  des  forces  s'éloiiiuait  ii  l'intini.  alors  la  ftU'ce  ten- 
dant il  ce  centre  inlininient  distant  deviendrait  uniforme  et  agirait  sui- 
vant des  liiiues  parallèles;  ainsi  l'on  aurait  le  cas  d'un  corps  attire  vers 
un  centre  iixe  par  une  force  réciproquement  proportionnelle  aux  carres 
11.  'ï 
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ilt's  dislaiiccs,  cl  pousse  en  nu'iiii'  Icmps  piir  mic  tuicc  ilc  v;il('iir<'l  di' 
(lirt'clioii  cDiistiiiitcs. 

l'onr  ii|)pli(Hi('r  nos  t'ormulos  ii  ce  t'as,  il  csi  visililc  (|iril  u'\  ;i  (lu'ii 
lîtirc  /'=  x;  ,  cl  ciisiiilc  c  —  x  si  c'est  le  ecnlie  li  (|ui  s'cloi^iie  ii  l'iiiliiii, 
on  bien  h  =  ao  si  c'était  le  centre  A  (|ni  IVit  intiniinenl  distiint. 

Soient  donc  /=  -k  et  i'  =  «  .  et  soit  r  l:i  dill'érencc  de  ces  deux  (iiian- 
lités,  CM  sorte  (|ne 

il  est  clair  (|n'en  supposant  (|ue  A  (Jîg-  3j  soit  le  centre  des  forces  A. 
Al{  la  lii;ne  suivant  laquelle  agissent  les  forces  constantes  et  par;illi'les. 

l'ii;.  :*. 


(',  le  lien  du  corps  dans  un  instant  (|uelcon(|ue,  et(]D  une  perpendiculaire 
aliaissée  du  point  ('.  sur  la  lii,nie  AH.  on  aura  AC  =  u  et  AL)  =  =;  de  sorte 
(|ue  les  é(|ualions  en  ii  l'I  c  devront  se  chanirer  en  d'autres  é(|uatioiis 
en  u  et  ;. 

Soit  A  =  2C(f^^  et  B  =  ajS//-,  eu  sorte  (|ue  2C/.  et  2,3  soient  les  forces 
(|ui  ai;issent  sur  le  cor[)s  au  coniuieuceuieul  de  stui  uionveuient,  la  |)re- 
uiière  de  ces  forces  étant  dirigée  vers  le  centre  A,  et  la  seconde  parai lè- 
ItMuent  il  la  ligne  AB  ;  les  constantes  (],  D  et  K  déterminées  dans  l'Ar- 
ticle V  devieudr(Uil 


D  =  ghmn  -  (r±^'  -  y.fr(g'  -  /,-  -/')      P'>  (  A"  -  M'     p). 

E=g'  /i'{m'  +nn-8/t(  g'  +  h'  )  nui  +  (>l^=^'-i'  +f'(g''  -  'i'  )[ctg~'^lt 
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Ur,  puisque  h  est  l;i  valeur  de  e  iui  p.-eiuier  iust;ml,  si  l'on  su|)|»iisf 
que  Z  soit  alors  la  valeur  de  r-.  un  aura  h=^f—  Z,  el  les  expressions 
précédentes  deviendront,  en  ordcuuiant  les  ternies  par  ra|)port  ;i  /, 

c  =  y  +  y'J\ 

D  =  o  +  o'f+  o"f\ 

E  =  e  +  s'/  +  i'f  +  £"'.p  +  e'\f'  -h  £'/\ 
où  l'on  aura 

/     =  -   ?- 

ô    =  -  gmnZ  -  '^'"^'^'^''  -{o^g^  (3Z )  (r -  ZM. 
f5'  —  gmn  -i-Z{i-—  -y-xg)  +  P(g"'—  3Z=), 

e    =  j  (^^ -  7-'?  -+-  gnmZig'  +  Z=)  h-  g^C"^'  +  "^)Z\ 
£'  =  /^Z(g-— Z')-g»;n(g-=+3Z=)-2g^=(m-^+n')Z, 
e"  =  g-'(OT=+  «')  +  3g«i«Z  -  ^  {g'-  3Z-')  +  {xg^P'l){g'-7:'h 
s'"  =  —  gmn  —  Z{i'—  Q.xg)  —  ^{g'—  3Z'), 
r—  i-'-ag-3^Z, 
e>  =?>. 
De  plus,  si  l'on  fait 

N  =  V  +  v'/+  v"f-, 

on  aura 

fx  =  2a^=-H?.(3Z',     a'^-4(3Z,     u"  =  ?.(3, 

v=aag-'-2[3Z',     v'=4(3Z,  v'^-^îî. 

.Maintenant,  |)uis(|ne/>=  ii  -+-  e  et  q  =^  it  —  e.  on  aura 
y»  =/-)-  «  —  z,     el     (/  =  — /-*-  «  -t-  s: 
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soient  ddiic  m  -  ;.  =  Q  et  u  —  z  =  P,  en  sorte  (|ue 

p=f+P     et     q  =  -f+Q: 
on  ;uii;i,  apri's  tontes  les  snl)slitnlions, 

i:^'  +  M/)'  +  Dp'  —  M/-;j  -I-  E 

=  /'(/  +  E')  -(-/*  [y  +  à"  +  e"  +  (4y'  +  2f/"  )  P] 

-(-  />  [Ô'  -t-  e'"  -I-  (  4y  -(-  2  u'  -H  2Ô"  )  P  +  (  (>■/'  -t-  3|:;i"  )  P=] 

-hp  [a  +  s"  -f-  2(/jL  -t-  ô'  )  P  +  {6y  -f-  3fx'  -I-  ô")  P'  +  (4y'  -I-  /'  )  P»] 
-t-/  [e'  H-  2ÔP  +  (3fi  -I-  ô'  )  P'  +  {4y  -(-  u'  )  P'  -t-  •/  P'] 
-l-£-l-oP=-l- aP'-l-yP'. 

Or, 

y'  -I-  £'  =  o, 

y  -h  ô"  -(-  £'"  =  G, 

4y'  "•"  2u"  =:  O, 

è'  -+-  z'"  =  o, 

4y  -H  2jU.'  +  20"  =  o, 

6y'  -I-  3a"=:  o, 

0  -t-  £"  =  ^'(«1=  +  n?)  +  7.gmn7.  —  i'ig'  —  Z'), 

6y -I- 3fjt' +  ô"  = /' -  4  ( ag -H  (3Z  ), 
4/  +  i^"=-2p. 

Done,  puisque  les  eoeffîcienls  des  termes  atleelés  de /\  de/'  et 
de  f'  sont  nuls,  et  que  ceux  des  termes  affectés  de/''  ne  le  sont  pas, 
il  s'ensuit,  à  cause  de /=  x>  ,  que  ces  deux  derniers  ternies  sont  les 
seuls  qui  doivent  être  conservés;  de  sorte  qu'on  aura 

C/)'  -+-  Mp'  -+-  Dp'  -  Mf'p  -t-  E 

—  f  [(  4  y'  +  a"  )  P'  -I-  (  6y  -+-  3  u.'  +  o"  )  P'  +  2  (  ,m-  o'  )  P -I-  d  +  e"  ]. 

De  même,  en  changeant/»  en  q  et  M  en  N,  et,  par  e(insé(|uent,  P  en  Q. 
/en  —/et  a  en  v,  a'  en  v',  ij."  en  v",  on  aura 

Cy'  -I-  N  g'  -t-  D^'  -  N/' g  -I-  E 

^f  [(4/  -^  v" )  Q^  -+-  (6y  -+-  3i/'  -I-  ô"  )  Q^ -h  2 (v  -t-  ô'  ) Q  -I-  ô"  -t-  e"]. 
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Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

r,  =  gmn  +  r-Z  +  i=cg{g  -  Z]  +  ^{g^  -  Z^), 
e  —  g'{m'  +  n')  —  igninZ  —  i'{g'  —  Z'), 
p  =  i^--/^{ocg-5^Z), 

a  =  gmn  +  i'-Z^',xg{g-Z)-hQ{g'-5Z^), 
on  au)';i 

V  Cp'  -+-  Mp'  +  Dp'  —  Mpp  +  É  =  /  y  — 2j3p5  +  j:P'  +  2ïîP-i-e, 
VC?'  -4-  Nç=  +  Bq'  —  Hif'q-hE  =  f  v'— 6pQ'  +  pQ=  + ao-Q -i- 6 , 

et  ré(|uation  'H    de  l'Article  III  deviendra 

dP  dq 


Ensuite ,  on  aura 

2  v/— 2  ^P' -+- ?P= -H  ayjP  +  9 


2  V—  2(3P^  +  ÇP=  -H  2ï)P  +  0       2  v'—  6pQ'  H-  pQ^  -t-  2  0-Q  -I-  e 

l£ntin,  pour  avoir  la  transformée  de  re{|uation  Lj,  on  remarquera  (|ue 
—  K-  est  égal  à  ce  que  devient  la  quantité  C/?*-i-  M/>^h-  D/>^—  M/-/7-t-  K 
lorsque  /?=/,  de  sorte  qu'à  cause  de />=/-!-?  il  n'y  aura  qu'à  faire 
P  =  o  dans  la  quantité  ^— 2|3P'-l-  ÇP--H- aviP-i-S)/'  pour  avoir  la  valeur 
de  —  K",  la(juelle  sera  par  consé(]ueiil  égale  à  5/"'^:  nieltant  donc  /"y' — 6 
an  lieu  de  K  et  faisant  les  autres  suhstilutions,  on  aura 


2P  ^—  2pP'  +  ÇP'  -h  2y)P  -)-  9      oQ^/_6(3Q'-(-pQ'-f-2o-'0-t-9 
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XV. 

(À-  Mémoire  a  ('li'  <'i»m|»()S('  l'ii  17^)7,  avant  la  |nililitali(tii  du  tome  XI 
(les  \ouveaux  Commentaires  de  Pétenhourg.  J'ai  Irouvc  depuis  dans  ce 
loine  (le  ninivciies  reclienlies  de  M.  Kiiler  sur  le  Ptcdiii'Mie  (|iie  nous  ve- 
nons de  traiter,  dans  iesciuelies  ee  savant  résout  aussi  le  cas  oii  l'oriiite 
du  corps  serait  à  double  courluire,  ce  (]u'il  n'avait  point  l'ait  dans  ses 
premii'res  reclierclies  sur  cette  matière.  Au  reste,  le  lecteur  peut  com- 
parei-  notre  s(dution  avec  c(dle  (|n'ou  tnuive  dans  le  tome  cite,  et  juj^cr 
Nupudle  des  deux  est  la  plus  direct»'  et  la  plus  sim|)le. 


SECOND  MÉMOIHK. 

OL'    L'ON    API'LIQLK    LA    .MI^:T11()1)I-:    IMU-C.f-Dl-NT!-;    A    1)1  Kl" ÈRENTl-S 
HVPOTIIi:SES    DATTKACTKJN 


Nous  avons  supposé  dans  le  Mémoire  précédent  (|ue  le  corps  était 
attiré  par  des  forces  réciproquement  proportionnelles  aux  carrés  des 
distances,  cl  nous  avons  trouvé  (|ue  dans  cette  liypothi-se  les  équations 
du  mouvement  du  corps  étaient  inléj,nahles.  Nous  allons  maintenant 
examiner  en  général  s'il  n'y  aurait  |)oint  d'autres  hypotliiises  d'attraction 
oii  l'intégration  réussirait  aussi;  c'est  une  ici  licrclie  qui  peut,  je  crois, 
n'éti'c  pas  sans  ulililc.  soil  dans  le  Calcul  intégral,  soit  dans  la  Méca- 
ni(]ue. 

F. 

Soient  j.  r.  z  les  coordonnées  icctaugles  de  !"oil)ite  du  corps,  p  ^a 
distance  ii  l'un  des  cenlies  et  P  la  l'orcc  d'attiaclion  de  ce  centre,  (j  la 
distance  du  corps  à  l'autre  centre  et  Q  la  l'orce  d'attraction  de  ce  second 
centre;  enfin,  .soient  a.  h,  c  les  coordonnées  qui  déterminent  la  position 
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(In  centre  des  forces  P,  et  y.,  /j.  y  les  coordonnées  (|tii  re|inndehl  ;fu 
centre  des  forces  Q;  on  aura,  en  |ireii:uil  rcleriient  du  lein|)>.  r//  (loiir 
constant,  les  trois  équations  suivantes 


flt^ 


P  q 


dans  lesquelles 


dt-  p  q  ' 

p  —  v'(^  —  af  +  (r  —  6  f  +  (  2  —  c)'. 


II. 


Supposons  que  P  soit  une  l'onction  de/;,  et  Q  une  l'oncliuii  de  y.  .(  !(■■> 
e(|nations  précédentes  donneront  d'alionl  cette  intégrale 

Ensuite,  nommant /la  distance  entre  les  deux  centres,  en  sorte  (|iie 


/=  v/(a  -!^f  +  (b-^y  +  (c-y)\ 

on  trouvera,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  de  l'Arliclc  II  du 
Mémoire  précédent,  ces  deux  équations  en/>,  q  et  /, 

On  bien,  si  l'on  l'ail,  pour  plus  de  simplicité. 

p.=f-ar,      q-^fy,      -^  =  \,      -  ^  ^ 

(*)  11  ne  faut   pas  confonilrc  les  (]Uiintiti's  .<■  et   i  i|ue  nous  employons  Ici  avec  celles  ipie 
nous  avons  déjà  employées  clans  l'Arlich^  précéflenl. 
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i>ii  ;uir:i  ics  dciix-ci  : 


B) 


al-  a 


?.    0 

i_  t/\r 

2    ~(/F 


V) 


/  Xrfj   -4-   I   V</)=o, 

= h  I  \ih  -4-  (  \  flfr=  <>. 


(I;ms  U'squellcs  X  csl  une  ronctidii  de  .i .  cl  Y  une  l'oiu  lidii  de  >  . 

Ainsi,  la  solution  du  l'rid)lt'in('  dépend  in;iiiilenanl  de  rinlei;i';ilinn  de 
ci's  deux  équations. 

m. 

l'iMii  icndie  nos  i-eiheiclics  |diis  ^enei";des,  |M'o|iosons-nous  les  e(|ua- 
lions 

I   d'x 


dr- 


M--  ... 

N    -  o 


M  e(  N  elanl  des  l'iMietions  de  ,r,  v.  el  voyons  (|U(dles  son!  les  conditions 
lie  l'inlégrahilite  de  ces  é(|uations. 

Nous  supposerons  que  ces  deux  e(|ualious  étant  multipliées  l'une  el 
l'autre  par  des  cpunitités  convenables,  et  ensuite  ajoutées  ensemble, 
l'ormcnt  une  e(|nalion  inti'i;rable.  (".ette  sn|)position  est  pcnl-ètre  la  seule 
qui  convienne  à  la  nature  des  équations  pnqiosees,  et  (die  est  d'ailleurs 
la  plus  uatnndle,  et  en  même  temps  la  plus  i,'énérale  ([u'oii  puisse  taire. 
Or,  comme  les  deux  iiieudMcs  M  el  N  sont  des  (piantilés  finies,  il  esl 
visible  (|ue  les  mulliplicalenrs  ne  sauraient  cire  (pu' des  (]uantités  dill'é- 
i-enli(dles  du  premier  ordre.  Prenons  donc  mdr-rnt/y  et  [j.dx  -^'jdy 
p(Uir  le>  mulliplicateurs  dont  il  s'aiiit,  ni.  ri,  a  et  v  elanl  des  lonctions 
de  .»•  el  V.  el  uii(i>  aurons  l'éipialion 


idxd-x  -hnih  it-.r-\-  y.dx d'y -¥■  vdyiJ ' y 
y.dt' 


-f-  (  m  M  -t-  y.  N  )  d:r  +  (  «  M  -f-  v  N  )dy=o, 


la(|Uidle  ne  .satiiail  cire  inle^ralde  a  moins  (|uc  les  deux  parties  (  savoir 
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cellf  (Hii  ((iiiticnt  des  différences  secondes  et  eelle  qui  ne  cuntient  (|iit' 
des  dillérenees  premières;  ne  soient  integraldes  cliaeune  en  partieulier. 
Or  il  n'est  pas  dillicile  de  voir  que  l'intégrale  de  la  premii-re  ne  peut 
être  que  de  cette  forme 

TdP  ' 

A,  B,  (1  étant  des  lonclions  de  x  et  y;  donc,  comparant  la  dillerentielle 
de  la  quantité  kdx-  -\-^dxdy  ^Cdy-  (|ui  est 

■}.S.dxd'x  -+-  ^[dyd-x  -+-  dxd^y)  -+-  iCdyd'y 

-+-  -r-  dx^  -t-     -3 1-  -;—     dxdy  -^  \^, 1-  -7—  I  dyUtx  -»-  -p-  dy\ 

dx  \dj-        dx  j  •         \  dy       dx  I   •  dy    • 

avec  la  (]uantité 

mdxd'x  -+■  ndyd-x  -+-  adxd-y  ■+-  -jdyd-y, 
on  aura 

rfA_  dC_ 

dx         '      dy 

dA       dB  _         dB       rfC  _ 
dy       dx  '      dy       dx 

Les  équations  -r^  =  o  et  -7-^  ^  o  doiineiil  d'aixtrd 
'  clx  a  y 

A  =  fonct.  y     et     C  =  lonct.  x  ; 

...  .        dA       dB  dB       dC  . 

ensuite  les  ecuiations  -î-+j—  =  oet-p-  +  -7-  =  o  donnent 
'  dy       dx  dy       ax 

d-A  _  d'C 

dy'  ~~  dx'  ' 

d'oii  il  est  aise  de  conclure  que  les  (|uaiitilés  A  et  C  ru'  |)eu\eul  élrc  (|uc 

de  la  l'orme  sui\aiil('. 

A  =  rt  -+-  hy  -+-  cy\ 

C  =  g^  -I-  /ix  -f-  cx\ 

a,  h,  c,  ^'('t  h  étant  des  constantes. 

II.  '3 


!»8  HKCHEKCIIES  SUR    LE   MOUVEMENT   I)  L)  N    COUPS 

>l;iml('ii;iiit  I  (■(|uatioii  -jz  -\- -j-^  =  o  donnorii 

(11111,  l'ii  intégrant. 


,       —  —  6  —  2tT, 


B  —  —  (fr  -H  3.<;)-)a-  -f-  fond.  )■; 

mais  I  antre  équation  -^  +  -:-  =  o  donnera  de  même 

B  =  —  (A  +  ■}.cx)y  -H  fond,  .r; 
de  .sorte  (ju'on  aura 

B  —  K—  bx  —  liy  —  o.cxy, 

K  étant  une  constante  arbitraire. 

Ayant  déterminé  ainsi  les  quantités  A,  B  et  (1,  on  aura  |ioui  les  multi- 
plicateurs des  équations  proposées  les  deux  quantités 

2  A rfx -(- B r/|-,     el     B(/.r  +  2C</)'; 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  rendre  inlégraMe  la  l'ommle 

(  2  AM  +  BN  )dx-\-{  BM  -h  2  CN  )  ^/)-  ; 

car  alors,  en  nommant  Z  l'intégrale  de  cette  t'ornuile,  on  aura  l'équation 
du  premier  ordic 

A  dx^  -\-]Adx  dy  +  C  </r^ 

— j-r ' 1-  Z  =  const. 

Or,  pour  (|ii'uiie  cpiantité  telle  (pie 

( 2  AM -I- BN  )</^  +  ( BM  +  sCN) rf)- 

soit  une  dillei'ciillclle  exacte,  il  i'aiil,  ((iiiime  011  sait,  (pre  l'on  ail 

</(aAM  +  BN)  _  </(BM  +  2CN)_ 
il  y  •  dx 

c'est  l'équation  de  condition  (|ui  doit  avoii'  lien  pour  (pie  les  e(piations 
proposées  admettent  une  intégrale  du  premier  ordre. 
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Piiis(|iie 

(2AM  -r-  BN)f/a  -(-(HM  +  ■?.Œ)(lr^dl, 
ou  aura 


t'I.  par  conséqueiU, 


2AM  -I-  BN 


dZ 
dx 


dy 


■?.L  -. B  -7- 

dx  dy 

4AC-B=      ' 
,  rfZ       „rfZ 

2A  -T Bt— 

ar  dx 


N 


4AC  — B-      ' 


<J!» 


OÙ  l'on  pourra  prendre  pour  Z  une  t'onelion  queleoiique  de  j  et 
Si  l'on  fait  encore 

4AC  — B=^D     ei    Z  =  D=V 

(V  étant  une  l'onction  (ineUHJnciiie  de  x  et  vj,  on  aura 


,.  l    „  dD       ^d\i\       _/    ,,  d\       „ 


d\\ 

dy-y 


N  =  -V^2A^-B^)^D(,.A^-B-^j. 


Or,  H  cause  de 


dA 

dx 


dC 


dB 


d\       dB 
dy        dy 


_  dC 
dx 


on  trouvera 


^-j/aA— +B  —\      — 
dx         '  \       dx  dy  j        dy 


(-f-^)^ 


donc,  on  aura 


dC 


d\        ,^d\ 


^,      ^l,^.d\         ,d\       ,,d\\ 

n  =  d(4v^  +  ...a-^-b-,-). 


i3. 
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Ainsi,  toutes  les  t'ois  (|iit'  les  quantités  M  et  N  pourront  se  ranuMU-r  à 
t't'ttc  l'ornic,  les  équations 

— j—  -I-  M  =  o     01     — j-^  -+-  N  =  o 
?.    dt'  a    dt' 

aui(Uit  |)()ui'  intégrale 

A  dx^  -+-  B  dx  dy  +  C  dy^       _ , , , 
-j-f ■L-  -f-  D'  V  =  ponst. 

A  l'égard  de  la  ([uantilé  0  on  trouvera,  en  suhstitiiaiil   les  valeurs 
(le  A.  H,  (-  el  ellaçant  ee  (|ui  se  déliiiil, 

D  =  4«g'—  K=  +  (4«/t  +  a6K).r  ■+-  (4''^+  ^/'  ^  ),>' 

+  (4«c—  6')jr»  +  (4cg-—  /(')/=  ■^(•y.hli  +4fK):r>-. 


IV. 

Pour  a|i|»rn|iier  la  niétiiode  de  l'Article  |)rérédent  aux  é(|ualions  (Bj,  il 
est  visil)le  (|u'il  ne  faut  (|ue  faire 

M  =  xX  -I-  ^  (^  +.)•  -  I )  V  +  /  Xa'x  -t-  ^  \dy; 
N=jY  +  ^(a:-f-j-i)X-H  Ç\dx+  f\dy, 
ce  (|ui  donnera 

dZ  =  \2\x+  -B(x-\-f—i)    Xrfar-+-[B,r  +  A(^+,r—  i)]Yrfar 
-h  faCjH-  -B(x+j— i)    Yt/r  +[Ba:-4-C(jr-)-r-i)lXrf^- 
Txrfx  +  rYt(A  [(a A  -h  B)</.r  +  (?,(;  -f-  ]\)dj-], 


quantité  qui  devra  donc  être  inté^rable  |)ar  elie-niénie. 

Supposons  que  la  (|uanlité  (aA  +  B)rfa:-l-  faC  4-  B)rfr  soit  <dle-inème 
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une  différentielle  exacte  dont  l'intégrale  soit  E,  et  taisant 


d\ 


2Ax-h  iB(j:+-r-i)-E  |x</j:-i-[B.)-i-.\(:r-4-r-i)]Vt/a- 
-I- I  2Cj  +  ^  B(x  +  r -  I)  -  E  I  Y <<)• -h  [Bx -I- C(x  +  j -  I  )]  X rf) . 

on  aura 

dZ  =  d(E  fxdx-hE  f\dA-{-d\; 

de  sorte  qu'il  ne  s'agira  plus  que  de  rendre  la  (luanlile  d\  une  ditleren- 
tielle  eoniplète. 

Or,  pour  que  la  quantité  (2A +  Bjrfa:+ (aC-t-Bj^/v  soit  une  dille- 
rentielle  exacte,  il  faudra  que  l'on  ait  c  =  o  et  A  =  6  dans  les  valeurs  de 
A,  B,  C,  moyennant  quoi  on  aura 

A  =  a-hby,     C  =  g  -h  bx,     d'où     B  =  k  —  6(x -f- )•); 
d'où 

E  = /■  +  (2a -h  R)x  +  (  2g -+- K) j  -  -  (x  -  7)», 

i  étant  une  constante  arbitraire. 

De  cette  manière,  la  quantité  d\  deviendra 

— ^ — (x  H- k)—  ogy- —  \\dx  -i-  [a{x  -h  y)  —  {b  —  K)y  —  a]\dx 

4-    -^ — {x-^-x)—2.ax ^^    Vf/)'  +  [g{x-i-y)  —  {b  —  K)x  —  g]\dy, 

laquelle  étant  supposée  une  dilférenlielle  compli'te.  en  siu'le  ipie  V  soil 
une  quantité  algébrique,  on  aura  l'intégrale 

^^j  Adx'-^BdxJr-^Cdr'  ^  E  (  f\dx  +  j\dy)  +  V  =  ,o„s,. 
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V. 

Jt'  ri'iiKir(|iit'  )l';il)i)i(l  (in'cii  taisaiil 

«  —  o,      f^  =  o.      h     -  K, 

l:i  (|iiaiilil('  ^/\  (Icvifiit 

a 

(le  soi'tc  (lu'oii  iuiia 

Or,  ou  a  dans  ic  cas 

A   -  <»r,     C=<»a;,     B  =  6(1  —  a —_>•),     E  =  /-t-/;    X -+-/  —  •-(  x—j)-    ; 

iliuir,  siiitslitiiant  ces  valeurs  dans  rc(|uatiiiii  '  (",  ,  tiii  aura,  en  ùtaiil  ic 
(|ui  se  (It'lruil  et  divisant  par  h, 

.  ydx'  ■+■  xdy-  -t-  (i  —  x  —  )•)  dxdy 
\  2di' 

I       ^  M^+r)-(x-r)-'-'  (^fy^dx^  f\d_r)  =  i, 
■  étant  une  eoiislante  (|U('l(iiu(|ue. 

VI. 

dette  intégrale  a  lieu  en  j;énéral  quelles  que  suieiil  les  valeurs  de  X  et 
de  Y;  ainsi,  en  donnant  à  ees  quantités  des  valeurs  (larlIeuruMes.  (ui  doit 
pouvoir  encore  trouver  d'autres  intégrales. 

En  efl'el,  comme  il  ne  s'agit  (jne  de  rendre  la  (juaulile  </\  une  dille- 
l'entielle  exacte,  on  n'aui'a  (|u'i»  satisl'aii'c  à  re<|uation  suivaiile  : 

1  /ft-K  V.,  d\       d[{g-b-hK)x-g]\ 

eu  |ireuaul  |)i)ur-  X  une  rimction  de  .» .  el  |Hiur  ^  une  ruticliuii  dej'. 
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Or,  si   l'on  fait  disparaître  dans  celle  éqiiati((n  les  Ici'iiies  i|iii  ren- 

l'ennent  x  et  y,  en   supposant  fl  =  o  et  g=o,  on  aura,   apri'S  avoir 

divisé  par  b  —  K, 

X  _  d{\r)  _  Y  _  d(\x) 

■?.  dy  ■}.  dx     ^ 

e'est-à-diie 

X  ^  d(\x)  ^  Y  ^  d{YyX 
2  dx  1  dy 

équation  qui  ne  saurait  subsister  à  moins  (pu-  (liafpie  nieinhie  ne  soil 
égal  à  une  quantité  constante. 

Soit  donc,  en  prenant  une  constante  quelconque  u, 

X       d(\x)       „ 

1 ^ ■  —  3a, 

2  dx 

Y        d(\y]  _ 

—   H ; —  OC/-, 

2  dy 

multipliant  la   première   de  ces  équations  par  \.Td.r,  la  seconde   par 
\Y(fy ,  et  les  intégrant,  on  aura 

Xa;vx  =  ■y.xx  \^x  -4-  [3, 

^.>'v.>'  = -«>■  v(^"  "^y- 

d'où  l'on  tire 

X  :=  2a  +  p' 

X  sjx 

Y=3a+-?^r 

y  V.'" 

a,  p,  y  étant  des  constantes  quelconques. 

Dans  ce  cas  on  aura  donc,  à  cause  de  a  =  o  et  g^  =  o. 
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iliinl  l'iiit('};Talf  i-sl 

L  v^      v.rJ 

Ainsi,  iiiclhiiil  ccllf  (iiiaiititc  au  lieu  de  V  dans  rf(|natiun  (Cj,  on 
anra  une  nouvelle  inlcgralo;  de  suite  (|ut'  les  deux  ('(|uati(ins  dillcrcn- 
litdlt's  du  second  ordre  (Bj  se  trouveront  niainlenant  réduites  à  deux 
autres  du  premier  seulement. 

Puisque  fArt.  II) 

^       P       ..       Q  p>  q- 

p  q  P     -     f- 


on  aura  dans  le  cas  présent 


P  =  2  a[)  4- 
VII. 


ïfl 


Pour  trouver  encore  d'autres  cas  d'intégral)ilite,  sup[)osons 

\  =  «  H-  (3x  -I-  yx-, 
•  Y  =0  -t-  £  r  ■+-  Çr': 

■iiilisliliiaiit  ces  valeurs  dans  rcipialion  de  cundilion  'K    «'t  taisant  pour 
plus  de  sini|dicile  h —  K  =  /'.  on  aura 

(-  —  2g)  (a  -+-  ^x  -hyx^)  ■+■  aix  -H  latxr  -t-  [o(a  —  /i)  —  sa] 
^7.{s.(a-h]  -al]y+\Ç[a-li)r'- 
=  (  J  -  aa^  {à  +  ej+  Çr')  +  gj^j  -t-  ■^■gy^r  +  [«(g-  /')  -  pgj 
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ce  qui  ilunne 

"^  (  2  ~  "^)  "^  ° '"  ~  ^"  ~ -'' =  °  (a  ~  ^'')  ■*- ^(^- ^)  -  f^^' 
'  (-  -  '^^'j  +  ^g^  ""'^  (a  -  '>)  -  ^'".a, 

y(-^--^g)  =  ^7(g-'th 

ç(J-2a\  =  3?(tf-/,,. 

d'où  l'on  tire 

ou  bien 

;  =  o,       y  =  o,       ^^^~°^/f +  (;5-3g)g--(c-3o)fl=o, 

53  5- 

— ^  ^  —  ^'pg+ia^(t,      — h  —  ^la-T-'^g^o, 

par  où  l'on  pourra  déterminer  a,  g  ci  h. 

Ainsi  l'intégration  aura  lieu  encore  dans  les  deux  cas  suivants  : 

i"  Lorsque  X  =  a-i- jSj- -i- 70:'-,  et  Y  =  a^-(3J^-7V^  ce  ([ui  dunne 

V  —C.p  -^ ^. h  -yx  î       y  —  ag  H j h  -jr^t 

V.,  /j  et  y  étant  des  coelUcients  quelconques: 

2"  Lorsque  .\  =  x-4-jSa-,  et  Y  =  0  +  iv,  c'est-à-dire, 

a,  j3,  0  et  B  étant  aussi  des  coenicients  (|uelcoiu|ues    *  . 

(*)  Celte  conclusion  n  est  pas  exacte;  les  coetticienis  qui  liiiurent  dans  les  expressions  de» 
forces  P  et  y  ne  sont  pas  tous  arbitraires.  Effectivement,  dans  le  premier  cas.  où  n  =  ^'  =  — , 
II.  .(' 


loti  UECUKUCllKS  SLU    LK  MClUVKMENT   DUN   COHl'S 

Vin. 

C.oiisiderous  [iliis  pailiculii'iniU'nl  le  cas  de  r.Vilicli'  \\.  dans  lo(|iud 
3  P  y  P 

fl  lions  remar(|ut'rons  d'aliord  (|nc  les  deux  parties  y.ap  et  9.xq  des 
l'oiTcs  P  l't  Q  tendant  vers  les  denx  rentres  donnes  |)euvenl  se  réduire 
à  une  force  uni(|ne  dirigée  vers  le  point  du  milieu  de  la  lii^ne  qui  joiFil 
les  deux  centres,  el  égale  à  l\xr,  r  étant  la  dislance  du  corps  ii  ce  même 
point.  De  cette  manière,  le  cor|)s  sera  attire  vers  trois  centres  fixes 
rangés  eu  ligne  droite  et  à  égale  distance  l'un  de  l'autre,  et  la  forée 
d'allraclidu  du  centre  du  milieu  sera  proportionmdlc  ;i  la  distance,  et 
celle  des  deux  exlrémes  sera  i('ci|U'0(|uenu'nt  pr(iporlioMn(d!e  au  carré 
de  la  distance. 

Or,  si  l'on  prend  les  deux  centres  extrêmes  pour  les  foyers  d'une  sec- 
tion conique,  en  sorte  que  le  troisième  oentri'  toujhe  dans  le  centre 
même  de  la  section,  il  est  clair  (|ue  cette  eourhe  pourra  être  décrite  en 

vertu  de  cliacune  des  trois  forces  Avr,  ^-4r  et  ^-^  en  particuliei';  mais 

p-      r      ' 

nous  allons  voii' (|u'elle  peut  l'être  aussi  par  l'action  c(Hnl)iiiée  de  deux 
quelcon(|ues  de  ces  forces,  et  nu'me  par  les  trois  forces  agissantes  ii  la 
fois,  ce  (|ui  me  parait  Itien  digne  d(^  l'attention  des  Géomètres. 

IX. 

Puis(|ue 

\  =  7.(z+-^      et      Y  =  ?a-*-— ^, 

on  a,  non-seulement  C  =  y,  i  =  p,  3  =  a,  mais  encore  2 fi  +  77  =  0.  Dans  le  second  cas,  où 
Ion  a  Ç  =  o ,  7  —  0,  les  trois  dernières  des  é(|uations  de  condition  écrites  par  Lagrange 
sont  homogène.*  relativement  à  a,  g,  h,  et  l'élimination  de  ces  f|iianlités  donne  la  relation 

(m  —  pô)(«>-|- j)  —  Pc(p  —  e)  =  0.  [Note  (k  V Éditeur.) 
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011  auia 

lî  étant  une  constante  arlùltaire. 
Ainsi  l'équation  fD    deviendra 


(F) 


ydx^ -+-  X dy''  +  {i  —  x  —  y] dxdy 


idl- 

i.{x  -^ y)  —  [x  —  y) 


-    2a(.r-hj)-  le-  ^  _â|zr 

L  v-^        V.)-  J 


Pour  avoir  maintenant  l'antre  éijuation  intéi,nale,  il  ne  s'ae;ira  (|ue  de 
faire  dans  l'équation  C;  les  substitutions  indicjuées  dans  l'Article  VI;  et 
comme  les  quantités  ft,  K  et  «  sont  encore  indéterminées,  on  pourra 
faire,  pour  une  plus  grande  simplicité,  K  =  i ,  ^  =  o,  2/-*-  K  =  o,  c'eul- 

à-dire,  i^ ^  moyennant  quoi  on  aura 

A  =  o,     C  ^  o,     B  =  i,     t  ^ = -, 


et  l'équation  (C)  deviendra 

dxdy        lix  -^  y)—  \  \      ,  26        2  y 


>.dP  2 

a.{x-  y) 


(3  Ux  -  ^  j  -  y  (  v/-  ^.  )  =  const., 


ou  bien,  en  prenant  une  conslanle  quelciuuiuc  1  cl  réduisant. 

dx  f/>"       a ,  _    ,       „    ,  , 

1  — ~-  +  -(3:r=-(-  3  r'-l-  loarv—  2a:  —  2j) 
I    idP         1 

(G)      (  .  ..        .V  r  ^        ,x  l 


-  (3  [3  yjx  -h ^—^\  -  y  ('3  V r -t-  ^-^T")-  °(^^r)- 

Et  si   l'on  multiplie  cette  équation  par  i—x—y.  el  (pi'eiisnilc  on 

'4- 


I0«  KECHERCHES  SUR   LE  MOUVEMENT   D  UN    Cdlll'S 

l:i  i't'tr;iii(lir  de  ri'(|ii;iti()ii    F],  oïl  aura  ct'llt'-ci 

ydx'  ■+■  xdy'       ex 

■ 7- — - — I —  (x'-i-  r'-t-  i5^)-'+  i5  yx-—  X-  —  y'—  bxr) 

■?(ii-  1  '  •  •  .  ^ 

—  2(3  f  J?  \:x  -\-  Zy  \lx  —  y'x)  —  ?.  y  (.)•  y'.)'  +  3x  v/.r  —  v/j) 

(x'-i-  y'  +  oxj)  —  -  (x  -*-/) =0, 

y;  ("laiil  égal  '^  i—'Ç  —  à  {'). 

Ainsi,  tout  se  réduit  maintenant  à  intéi;rei-  ces  deux  e(|uations.  ou  au 
moins  à  en  séparer  les  indéterminées. 


Pour  cela,  je  reman|ue  que  si  l'on  niullipiie  rei|ualion  (1  par 
zt^\/xy,  et  qu'on  l'ajoute  ensuite  à  réi|uati(in  11  multipliée  pai'  2, 
(ui  aura  ee!le-ei 

—  (5  (  ^X  ±  y'r  )'  —  Ç  (  y/x  ±  ^}'  —  73  =  O, 

De  sorte  que  si  l'on  tait 


ee  qui  donne 


u^yjx-yjy^f-j-^, 


Siydx  -h  v/xrfj  =  \ixy  (  -^  -I-  -=4  )  =  ^-~-  ds, 


Vv'x       S') 


\y  dx  —  \fxdy  = du. 


(*)  l*  texte  primitif  porte  i  —  ?  au  lieu  de  s  —  Ç  —  'J;  l'omission  du  Icrnie  —  'î  altère 
toutes  les  formules  de  l'Article  XI.  Nous  avons  cru  devoir  faire  la  reclilication  nécessaire 
pour  l'exaclilude  de  ces  formules.  (Nute  (le  t'Kdiieur.) 
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m  ;iiir;i,  l'ii  tirant  la  rai'ine  carrée,  les  deux  équations  suivaiitt-s,  dans 


lcsi|uclles  y.  =  4  (  jS  +  7j  et  V  =  4  ' ^  —  7j, 

(  s-  —  H-  )  </:S 


^  .  =  VA  —  ,"*  +  ?*'  +  a5^  -t-(  0  -f-  a  )  5'—  a  s' 

(  5'  —  u-  )  du  

— J-. ^  V  "1  —  'J  u  -h  'lit'  +  Il  u-  -h  [o  -h  a)  u'  —  au' . 

(l"oii  il  est  aisé  Ao  tirer 

ds 


y  Yî  —  as  -i-^S^  +  [J.S'  -h  {o  -h  a]  s'  —  X  S^ 

du 


y/3  —  VM  +  ?M=-+-  vM^-4-(o  +  «)«*—  au' 
et  ensuite 


dt 


.  t  "/J  —  u.  5  +  i!  «-  -f-  M  5'  -I-  (  o  +  a  )  i'  —  a  i' 
1  u-au 


\  2  y/ y;  —  va--l- ÇM--f- yM'  + (â  +  «)«' — aw' 

équations  où  les  indéterminées  sont  toutes  séparées. 

XI. 

L'équation  I)  étant  intégrée  donnera  s  en  u,  et  par  conséquent />  en  y; 
ensuite  l'équation  (R)  donnera  /  en  s  et  u,  c'est-à-dire,  yo  et  q;  ainsi  l'on 
aura  /)  et  q  en  ?,  ce  qui  servira  à  connaître  à  chaque  instant  la  position 
ilu  corps  par  rapport  à  la  ligne  des  centres;  mais  la  position  du  corps 
dans  l'espace  absolu  ne  sera  pas  déterminée  pour  cela:  car,  comme  le 
corps  peut  tourner  autour  de  cette  ligne,  il  faut  savoir  de  plus  l'angle 
qu'il  parcourt  dans  un  temps  quelconque. 

Nommons  donc  cet  angle  ç,  et  soient  o  et  7  les  deux  cnordoii s 

rectangles  qui  déterminent  la  position  du  corps  par  rapport  à  la  ligne 
des  centres  (p  est  la  distance  du  corps  à  celte  ligne,  et  -7  est  la  partie  de 
eette  même  ligne  interceptée  entre  la  perpendiculaire  o  et  le  centre  des 
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forces  Pj,  en  sorte  que  l'on  ait 

P  =  V /*' ~  '^  =     v4'*  —  (^  —  ,>■  -*-  ' )'; 

il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  pour  le  carré  de  l'espace  alisolii  |);ir- 
coinii  par  le  corps  dans  un  instant  quelcon(|ue 

ou  t/x' +  (ly- +  (/z- ,  eu  employant  les  trois  counlonuet^s  reclauj;les  .r, 
V,  :;  de  l'Article  II,  ou,  eu  vertu  de  ré(|uation  (A), 

-  ?.<//'  (    /  Vilp  -t-  fQilq\  ^-pi  i\dx  -h  f\dr^  dr-, 

de  sorte  (|u'ou  aura 

IF  ~  ~  *  p'  p'tfT'      ■ 

mais 

,          ,          ,.,  rdx*-h  xdr'—{x-\-r— i)dxdy 
dû'  -+-  d<j'^=  f -7 — •- — ; = — ~ 

'^  •'  l\x  —  [x  —  Y -^  i)" 


^^{~~TTf,-fi.h'"-M'"'- 


en  vertu  de  l'éciuation  (Dj;  donc,  siibsliluaut  ces  viiiciii's,  on  aura 

rf  9=  _  _  pç  —  —  f>  IjïlI^I'  ■ 
IF  ~~Jp^~'    •'       4p'     ' 

d'oii 


par  conséquent 


p'd(f  ^  ■'—^ , 

ce  (|ui  montre  (|ue  le  corps  décrit  autour  de  la  lit;ne  des  centres  des  aires 
proportionnelles  au  temps. 
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.Maintcnaiil.  |inis(iue    Ail.  Il 

=  (  2  y\r  -4-  ar  —  ^}-  -+-  I  j  (  3  y  X  —  X  H-  /  —  I  ) 
^  (  «  -(-  M  -k-  SU  H-  I  )  (  .$  -i-  H  —  SU  —  I  ) 
^-{S'-I){ll?-^), 


do  2  \J —  à  —  Ç  —  ïj  2  y/ —  à  —  t  —  -1)1      I  I 

dt  [s''  —  r )  (  m'  —  I )  s'  —  W  \s-  —  I        iC  —  i 

mais  on  a,  par  l'Article  X, 

idt  ds 


s'—  u-        ^y,  _  us  ^  Çi2  -(_  ai^  -4-  (  (5  +  a  )  «*  —  ai' 
du 

y'yj  —  V  u  -\-  'Çu-  -\-  V  u'  -\-  [6  -\-  a.]  u*  —  a  h* 
(lom-. 


,                                     y.  —  è  —  C~nds 
aœ  =  ' ^ 


(5=—  1)^7;  —  u5-(-  J:«=  +  fxs'H-(ô  +  «)«*  —  a** 

(M)  •'  '       , 

j  ^—  è  —  t  —  ndu 


'  (u^  —  \)  ^-fi  —  yu  +  'CW  -^  vu^  -i-  [è  +  a.)  u^  —  txu- 

Ainsi  l'on  connaîtra  s  en  *  et  u,  c'est-à-dire,  en/?  et  q. 

A  l'égard  des  constantes  yj,  Ç  et  è,  elles  dépendent  dn  niouvcniciil 
initial  du  corps,  et  l'on  pourra  les  déterminer  si  l'on  vent  an  umvin  des 
équations  (G),  (H)  et  (L  i. 

Si  l'on  avait  ^+  Ç-t--<;  =  o.  alors  r/s  serait  égal  à  zéro,  et  |)ar  c(Uise- 
quent  le  corps  se  mouvrait  dans  un  plan  lixe  |)assant  par  les  centres  des 
forces. 

Au  reste,  si  l'on  l'ait  «  =  0,  on  verra  (|uc  les  l'oruniles  prcccdentes 
s'accordent  avec  celles  (jui  ont  été  trouvées  dans  le  Menioir<'  |n'ccedent. 

XII. 

Supposons  s  =  a  +  'ij,  a  étant  une  constante  et  ■!-  nne  variable:   la 

i|nanlite 

y,  _  us  -1-  C.s'  -^  as'  -t-(o  -h  a)s*—  xs' 


11:2  KKCIIKKCIIKS  SUR   LE  MOUVEMENT   l)l)N   CdIU'S 

M'  (haii^t'r;!  en  tclli'-ri 

A-(-B4>-i-C4/=4-  D^'-i-E'l'-t-F-i-'-f-Gd-'. 
ihiiis  lii(|iu'lli' 

V  —  •/;  —  |aa  +  Ça'-+-  aa' +  (o  -+-  a)a*  —  art', 
B  =  —  u  H-  n Ça  -f-  3u.rt- +  4(o  +  a)«"  —  t>a«'< 

Ddiii-  le  |ii(inici-  mcnil)r('  de  ['('quation  (1)  se  chaiit'cra  en 

,d^ 

v'A-f-B4^-hC<j^'-f-Dv!/'-f-Ei{/<  +  F'|'-»-G'y' 

(•x|)ii'ssi(ni  (jui.  fil  faisant  A  =  o  et  B  ^  o,  (U'viciit  cfllt'-ci 
(i<\,     

Suiiposoiis  'i/  iiiiiiiiiiiciit  pclil.  et  I  on  aura  _  (loiit  I  mlci^ialf  est 
-^  loiî  T-'  K  fiant  niif  conslanlf  (iiicIfoiKinf  :  (inni-,  si  l'cin  t'ait  K  —  o  et 

■i/  =  (>.  la  valeur  de  l'intégrale  ilu  |)reinier  ineinhre  de  r((|ualinn  fl  de- 
infiiiera  indélerminée,  de  sorte  que  l'écination  aura  lieu  indépendani- 
iiifiil  (If  la  (|nantité  //;  d'où  il  s'ensuit  (|iie  re(|iiali{iii  4  =  «  satisfait  au 
Prohli-nie,  pourvu  que  les  deux  é(|uations  A  =  o  et  1}  =  o  aient  lieu  ii  la 
lois,  et  que  la  (|uantité  C  n'évanouisse  pas  en  iiiéine  temps. 

l,'f(|ualioii  s=^a  donne />-+- ^  =  r//,  ce  (|ui  montre  (inc  la  ((iiiilic  de- 
iiilf  par  If  corps  sera  une  ellipse  ayant  ses  deux  foyers  dans  les  deux 
cf litres  df>  l'oicfs  P  et  Q,  et  tournant  autour  de  son  grand  axe,  ii  moins 
(|Uf  l'on  n'ait  o  -(-  ^  -l-  r,  =  o,  aii(|Uf  I  cas  If  corps  se  ment  dans  un  plan 
tixf. 

Km  l'aidant  de  iiifine 

L  =  ï;  —  >  />  -t-  ?  6-  -t-  V  6'  +  (  0  -<-  a  J  /''  —  a  A% 
M  =  —  >  -f-  2Çb  -+-  3vé'  -i-  4(o  -t-  «)'''—  <>3;/(', 
N  =:'Ç  -h  3-jlf  -{-6(6  -^  x)h-—  l'jxh'. 
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et  supposant  que  les  quanlilés  L  et  M  soie  iit  milles  à  la  fois,  sans  que  N 
le  soit,  on  trouvera  que  l'équation  M  =  è,  c'est-à-dire/»  — y  =  bf,  satisfait 
au  Problème,  de  sorte  que  la  courbe  pourra  être  aussi  une  liyperbolf 
ayant  ses  foyers  dans  les  mêmes  centres  des  forces. 

Ainsi,  en  réunissant  les  deux  cas,  on  en  conclura  que  le  corjis  peut 
toujours  décrire  une  section  coni(pie,  |)ourvu  (|u'il  reçoive  une  impul- 
sion convenable. 

XIII. 

Si  l'on  fait  de  plus  'i  =  a' +  ^'\  à  étant  une  (  (mstaiite  et  ô  une  va- 
riable, et  qu'on  substitue  cette  valeur  dans  la  (piaulilc 

elle  se  chani^era  en  celle-ci 

A'  +  B'  J>'  -t-  C  'f^  -H  D' i];"  -I-  E'  J/", 

OÙ 

A'  =  C  -I-  Da'  -»-  Ert'=  -(-  Fa'^  -i-  G«", 
B'  =  D-4-2Ea'-i-3  F«'=  -I-  4Ga", 


et  la  transformée 


d^ 


i]y  vC  +  Ui^  +  Eil/^-H  F|'-i-GtL' 
du  premier  membre  de  ré(|uati()n  ^I  i  deviendra 


(  «'  -f-  i|/'  )  v' A'  -H  B'  4>'  -h  C I"  -f-  D'  if'^  -f-  E'  4;" 

soient  maiiitcn;int  A'  =  o  et  B'  =  o,  cl  la  dillerenlielle  se  (liani;era  en 

d'V 

(  a'  'Y  -(-  1^''  1  \'C'  -t-  D'  ■^'  -t-  E'  il<" 

(|Mi   ne  (le|)(Mid  plii^  (ine  de  la  (iiiadraliire  du  cercle  ou  \\y  Tliy  piTlinle. 
Il  >5 


ir.  KKCIIKRCIIES  SUR    LK   MOUVEMENT   DUN    COUPS 

On  li'oiivciii  (le  la  inrmo  inaiiii'rc  les  coïKlilitiiis  (|tii  irdiiintiit    Taulrc 

iiUMiibi'f  (le  l'cqualion  (l)  à  la  «inadralurc  des  scitioiis  ((tiiunics. 

Ainsi  l'un  ponrra  toujours  dans  rcs  cas  coiisliuiro  riu'hilf  iiiic  le  nio- 


l»ilt'  décrira  en  vertu  des  trois  forces  /lar.  "^  el  -v- 


XIV. 


.Mais  oiilre  les  cas  donl  muis  vendus  de  |»arler,  il  est  evideiil  (|iie 
l'équation  (Ij  doit  aussi  être  intégialile  (juand  deux  (iuelc(>n(|ues  de  ces 
trois  forces  s'évanouissent,  parce  ([u'alors  on  a  le  cas  d'un  corps  attiré 
vers  un  seul  centre  fixe  par  une  lorce  proportionnelle  ii  la  distanc:'.  ou 
i-eciproquenient  proportionnelle  au  carre  de  la  dislance. 

Les  cas  oii  la  force  /jarest  nulle  ayant  déjà  été  examines  foil  au  long 
dans  le  Mémoire  précédent,  je  me  hornerai  ici  ii  examinei'  ceux  où  les 

deux  autres  forces  ^-^  et  ^  disiiaraissent  à  la  fois,  en  sorte  que  le  nui- 
/>'  ?  ' 

l>ile  ne  soit  assujetti  (ju'à  la  seule  force  li^xr  proportionnelle  à  la  distance. 
Soient  donc  p  ^  o  et  7  ^=o,  on  aura  aussi  a^  o  et  v  =  o  (Art.  X;,  et 
les  équations  (I)  et  fK)  deviendront 

(N)  '^'  ''" 


(O)    dt 


y/n  -h  ts'  +  {8  +  a)s*  —  as"       \/-n -hi^W-hiô  +  !x)h'  —  au' 
s'ds  Wdu 


■?  \lt]  -(-Ç*»-(-(â-t-a)4'  —  «««       ■>.  \l-n  -\-  tu- -\-  (fi  +  x)u*  —  a ti" 


Or,  si  l'on  re|uend  les  écpialions  primitives     |{    et  (|u'(Ui  y  suhstitue 
y.  y  an  lieu  de  \  il  de  Y     Art.  I.\   .  on  aura 

t 

I  d-x        -  , 

-  — ; h  aa.r  -\-  iay  —  a  —  0  =^  o, 

r>,    df 

I   '/'  >■       ^  , 

i-^ — y-  5xy  -h  6xx  —  x  —  0  =  0, 

51    dt- 

ou  liien.  en  pienani  la  sommi'  el   la  dillerence,  el   faisant  ,r+-v=:t|/. 
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X  — V  =  5, 

7-f  -h  oa'li  —  3. (a  -(-  o)  =  o, 

d'où  il  fst  aise  de  tiiiT 

Il         a  -t-  0        .         ,  ,  „    .       ,       - 

(Q)  p         4« 

1  H  =:  C  COS  S  /  \  ot  I  -I-  D  sin    >/  ^  3!  . 

A,  B,  C,  D  étant  des  coiistaiitcs  arltiliairi-s;  vl  iTS  deux  e(|iialioii?-  sfimil 
nécessairement  les  intégrales  des  équations  f^N  et  ^Oj;  il  faudra  seiilc- 
uient  faire  en  sorte  que  les  deux  constantes  r;  et  'Ç  s'accordent  avec  les 
constantes  A,  B,  C,  D;  ce  qui  est  facile,  car  on  n'aura  t|n':i  eH'acer  dans 
les  équations   Gy  et  (H)  les  ternies  affectés  des  quantités  [•:,  et  y.  et  y  suli- 

tituer  ensuite,  au  lieu  de  x,  y,  -rj  et  -7-1  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (Qj,  en  y  faisant,  pour  plus  de  simplicité,  /  =  <>:  on  aura  par  ce 
moyen  deux  équations  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  derrx  (prel- 
conques  des  constantes  A,  B,  C,  D;  et  les  deux  autres  dcnreureronl  ar  lii- 
liaiies. 

On  |)ouri-ail  encore,  si  l'on  voulait,  Iriuiver  l'intciiralc  de  l'eipia- 
lion  .\  ,  d'une  manière  plus  sirrq)le,  ipie  voici.  La  seconde  des  é(pia- 
lions  fP),  étant  multipliée  par  d i  et  irrtégree,  d(uruc 

'    '^?"'     ■        :-•         II 
4  dO 

il  étant  uire  constante  arhitr'air'c:  d'où  i'orr  lire 

d'i  Tj -,, 

or 

=  9.  v/H  —  ctit's'x 


donc 

uds  -+■  sdti 
Jt 


i5. 


IKi  KKcm.KCllKS  SUK    LE,  MOU  V  EM  liNT    D  UN   COUPS 

rii;iis  (Ml  ;i,  par  les  ('(|Uiilioiis  fN)  et  (Oj, 


(h  _  9.^-fi  ■^-  1:^3^  -\-  {à  +  a) s*  —  as' 
dt  ~  4'—  M»  ~      ' 

du  _  ay/y)  +  Cm' +  (ô -!-«)«'  —  au' 
dl  ~  $•  —  M'  ' 


(loue,  siilKsiiliiaiil  ces  viticuis,  on  aiii'a 


v'^  +  -*'  +  (  â  -I-  a )  *'  —  as'  H v'vi^  -I-  ï ?<'  -H  ( â  +  « )  k'  —  a «*' 


II  —  aM'i». 


y  1 1  —  a 


XV. 


Nous  avons  suppose  ilaiis  rAiliclc  1\  (pic  la  (piaiililc 
(?.A  +  B)</.^•-+-(■U:-l-B)rt!)• 
('lail  une  diUV'i'cntiflIc  coinplèlc;  cl  nous  avons  rcdnil  parce  moyen  la 
(lillcrenticllc  c/Z  à  la  dillcrcnlicilc  r/V.  ilonl  nous  avons  cnsnilc  chcrclié 
les  coinlilions  d'inlégrahilitc.  (lonsidcrons  niainicnant  la  (pianlilc  d'L 
elle-nièinc,  cl  vnvons  (pn-llcs  sonl  les  valeurs  les  plus  géncraicts  de  X  el 
de  ^'  ipii  peiiveiil  la  rendre  une  diUerenHidlc  exacte. 

l'oni'  ((da,  on  aura,  suivant  le  iheori'ine  i^cin-ral.  l'cciualion 

f/C      I,  ,</B      B  I     .,r    ûfU     ,  aIX.      ,,,,        „i 

■}.  \         \_    dx  -  dx  I 

Mais  ^  Art.  III; 

rfB  _      d\  '[^  -  _^Sl 

dx  dy  dy  dx 


-t-  -r-  f  Bx  -<-  C  (  .r  -(-  )■  -  1 1 
ax 
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donc  l'équation  précédente  deviendra 

Substituons  pour  A,  B  et  C  leurs  valeurs 

a  -+-  br  -^  <?)■-,     k  —  fur  —  /ir  —  2cxy.     g  -^  Itx  +  ex-, 
et  nous  aurons 

3X 

~^-  [ix  [b  H-  ley)  —  (x+y—i][h  +  -icx) 

—  ]^.-i-  bx  +  liy  ■+-  icxr  —  ^g  —  2/tx  —  icx'] 

3  Y 

[2  r  (  A  H-  2cx)  —  [x  -h  y  —  \){b  -h  acv) 

2 

—  K-hbx-h  hy  -h  icxy  —  la  —  iby—  ac)-'] 
[x(]s.~hx  —  hy  —  icxy)  -i-[x  -^-y—  i){g+  hx  +  ex')] 


dx 
d\ 
dy 


+  --T7  [.r(K  —  bx  —  h—  icxy]  -f-  (x  +.>■—  i)(a  +  6>-  -t-  cy')] 


-+-  3  (  C\dx-h  f^'dy)  [b-h-h2c{x-x)]  =  o, 
ou  bien,  en  ordonnant  les  termes  et  effaçant  ce  qui  se  détruit. 

-^-  [2bx  ~  {X  —  l){fl  -h  2CX)  -  K  —  2g  -h  {b  -  7.h]  X  —  2CX'] 

^  [Kx  -  bx' -h  {x -  i){g -h  hx -h  ex')]  -+-  3(ft  -/i-2cx)  fxd.r 
[2hy—(y—  i){b  -h2C}-)—  K—2a-h(h-  2b)  r—  o.cr'] 


dx 
3Y 


•  ^\Kr  -  hy' -^  {y -  i){a  -h  br  ^  cy')]  ^  Z(b  -  h  -h  2cy)  l  \ dy 
dy  I-     ■  -  •  -         •  j 

yÏ6c\x-  Ç^{g-^cx')-h6c  j\dx\ 

—  x\6c  Y >•  —  -T-7  ( a  ■+-  cy' )  -^ 6v  l  Y i/>-    ^-  o. 
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Or,  ;i  (MUSC  (|iii'  .\  (luit  clii-  imt-  t'unctidii  de  .r  seul,  cl  ^  une  luiiclidii 
fie  rsi'ul,  il  est  l'acilc  de  vdir  (|iic  celle  c(ni;iti(iii  ne  sniii'iiil  avoir  lien  ;i 
moins  que  l'on  n'ait 

I"  (icX.J  —  -,'    ( ;;■ -t- f.r' ) -+- (u-  I  \</x -=  X -\- ^.r, 

?"  (le  V)- 7-7  («  -f-cr')  -+  iic  j  \dx  =  y  -h  ^y, 

—  [A  -R--.g^  +  (3i-  3/i-f-?.c)x-46-.r'l 

-•-  -4-  [a  -t-  [/>  —  k.  -  g) X  -h  (c  -h  h  -  /i  ) X' -  ex'] 


3  (  />  —  /(  —  -XL-jr)  I   \  (la-  ^^  6  -h  yx. 


3  Y 

-^  [/*  —  k  —  ?.«  +  Ci/i  —  3/<  ^  ■?.c)r  —  4e)-' 

4"         '       -^ -r^[(i  +  {l>  —  h  —  ^ly-t- [c  + /i  —  h})-' —  n- \ 

-t-  3 ( //  —  i  —  ?. cy)  l  Y  flr  —  0  +  xy, 

y.,  j5,  Y  et  5  étant  des  constantes  quelron(|ues. 

Ainsi  il  faudra  que  les  quantités  X  et  Y  soieni  Iclles,  (|irellcs  satis- 
fassent à  ces  quatre  équations  à  la  fois;  autrenient  les  c(|iiiiti(>iis  H  ne 
seront  point  iiilé^rai)lcs,  an  moins  par  mitre  melliodc. 

Si  l'on  fait 

«  =  0,     g'=o,     c  =r  o,     a  =:  o,     j3  =^  o,     y  =  o, 

l'I  (|n"oii  sup|iosc 

m  ^  Il  —  K,     et     II   -  l>  —  II. 

les  qnalic  é(|nati()ns  de  ((indilion  se  icdniidnl  à  ces  denx-ci 

(m  ■+  inx)  H — 7— (m.r  -f-  nx^)  ■*-  in  I  \ilx  —  0, 

a  '        dx  J 

(m  -\-  n  —  3«r)  -•-    7-  K"*  4-  «)  r  —  nr'\  —  ^u  1  \  th-  =  0, 

?.  ■  uy  '  '  J        ' 

par  Icsijncdlcs  on  pniiria  dclcrininci'  X  cl  ^  . 
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Si  l'on  fait  dans  ces  dernières  équations  wi  =  o,  «  =  o  et  o  =  i>,  on 
aura  le  cas  de  l'Article  V,  (]ui  est  indépcndaiil  des  valeurs  de  X  et  de  V: 
et  si  l'on  fait  seulement  n  =  o,  on  aura  celui  de  l'Article  VI.  d'où  l'on 
voit  que  ce  dernier  cas  n'est  qu'un  cas  particulier  des  valeurs  de  X  el 
de  V  que  fournira  l'inléi^ralion  des  équations  précédentes.  Mais  nous  ne 
pousserons  pas  plus  loin  nos  recheridies  sur  ce  sujet. 

XVI. 

Au  reste,  quelles  <jue  soient  les  valeurs  de  \  et  de  V,  l'équation  D, 
donnera  toujours    en  faisant  £  =  o    celle  inléi;ralc  particiilii're 

les  radicaux  pouvant  être  pris  en  -i-  ou  en  — . 
.  Poui'  le  l'aire  voii'.  je  suppose 

j,-  -+-  y  ■=.  u,      X  —  y  ^  V, 
ce  (|ui  donne 


et  ré(|uation  dont  il  s'agil  deviendra,  apics  les  suhsliliilinns, 

\ _^_ +   __ (  J  Xrfr  +J  \dr]  ^  -. 

Or 

du'  -t-  (  3 K  —  I )  f/i'-  —  -y.  l' du dv  =  ( du  —  l'rfi' )"  —  (  i''  —  -2 H  +  I  )  di-  ; 

donc,  si  l'on  l'ait 

2  M  —  t'^  —  I  =^  V, 

on  aura 

Iivi±4^.vff«../'v  ,..)=,. 

é(piati(tn  à  hi(|uellc  satist'ail  cvidcninieiil  \        <•  dans  le  cas  de  i  =  o 
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ainsi  rmi  aura  cette  intégrale  particulière, 

■}.  Il  —  l''  —  I  =  o, 

cVst-ii-diie 

■?  {x  ->r  y)  —  i  x  —  yV  —  \  -:i  o;  \ 

or  je  (lis  (|uc  celle  e(|uati()n  est  la  inénie  {[ue  celle-ci 
I  -(-  \  .r  -^  y  r  ^^  o: 

("est  (le  quoi  l'un  peut  se  convaincre  aisenicnl  en  laisant  tlisparaiire  les 
l'adicaux  |>ar  la  niéthoile  ordinaire;  ou  liien  il  sntlira  de  reniar(|ner  (|ue 

\  —  -?.(x-hy)  +  (x  —  y)- 

=-(\->r  yJX  -^  \y)  il—  y/X  -h  yjy]{l-i-  \jX  —  y_)-j  (  I  —  ^X  —  y'j), 

coninie  on  peut  s'en  assurer  aisément  par  la  mnIliprK  alion  acinelle. 

Maintenanl.   puisque  x=^ijr.  ely=-^i   il    csl  clair  (pie  i'inléi;rale 

dont  il  s'agit  donnera 

f  +  l,  +  q=o, 

ce  (jui  est  le  casoii  le  corps  se  ment  dans  la  même  ligne  droite  cpii  passe 
par  les  centres  des  forces;  ainsi  cette  intégrale  ne  nous  apprend  lien  de 
nouveau  touchant  le  mouvement  du  corps. 

XVll. 

Nous  terminerons  ce  Mémoire  par  une  r('mar(pic  (pi'il  est  lion  de  ne 
pas  omeltic.  Le  Prohième  du  monvement  d'un  corps  attire  vers  deux 
centres  fixes  ne  peut  s'appliquer  ii  la  Lune,  en  tant  (|u'elle  est  attirée  ii 
la  fois  vers  la  Terre  et  vers  le  Soleil,  cpi'i'U  supposant  (pn-  cet  astre  soit 
en  repos  par  rapport  ii  la  Terre:  nniis  comme  la  force,  (jui  alli-re  le  mou- 
vement de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  ne  vient  (|ue  de  la  dillérence  (|u'il 
y  a  entre  ratliaction  du  Soleil  sur  la  Lune  et  son  attracticm  sur  la  Terre, 
il  ne  sullira  pas  de  regarder  le  corps  cmnme  attiré  vers  les  deux  centres 
fixes   par  des  forces  réciproquement   proporlionufdles  aux  carrés  des 
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distances;  il  faudra  de  plus  y  ajouter  une  troisième  foire  dirij^ée  paral- 
lèleuieiil  à  la  ligue  qui  joint  les  deux  eeutres,  et  <lout  la  (|uantilé  pourra 
être  supposée  constante  ;  cette  force  représentera  celle  que  le  Soleil 
exerce  sur  la  Terre,  et   cpii  doit  être   transportée  à  la  Lune  en  sens 

contraire:   or.   si   l'on    iionuiie   cette   force  2i^»/ étant   la  distance  des 

deux  centres,  et  (ja'ou  la  décompose  eu  deux  autres  dirigées  vers  ces 
mêmes  centres,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  seront  exprimées  par  :?«/> 
et  —  2 «y;  de  sorte  que  les  forces  totales  P  et  Q  seront 


P  —  y.ap-h^      et     Q  =  -  ■y.aa  -i-'^ 


ce  (|ui  donnera 


X  =  aaH —.     et     Y  =  —  2; 


y 


x\x  y'\y 


Telle  est  donc  riiypothèse  qu'il  faudrait  adopter  pour  (|ue  la  solution 
du  Problème  dont  il  s'agit  donnât  le  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la 
Terre  regardée  comme  en  repos,  et  abstraction  faite  du  mouvement  du 
Soleil;  mais  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  X  et  de  Y  dans  les 
équations  de  condition  de  l'Article  XV,  on  verra  d'abord  (lu'il  est  impos- 
sible de  satisfaire  à  ces  quatre  éijuations  à  la  fois,  à  moins  (|ue  de  sup- 
poser les  coefficients  a,  h,c  tels,  ([ue  cliacun  de  leurs  termes  s'évanouisse 
en  particulier,  ce  qui  est  le  cas  de  l'Article  V;  d'où  il  s'ensuit  (lu'un 
n'aura  dans  ce  cas  qu'une  seule  intégrale,  et  qu'ainsi  le  Problème  ne 
pourra  pas  même  se  réduire  aux  premières  dilTérences. 


SUR    LA 


FIGLRE  DES  COLONNES. 


SUR    LA 


FIGURE  DES  COLOXNES. 


{MisrcUunca   Taiirinrnsin.  I    V.  1--11-1 — ! 


1.  On  a  coutume  de  donner  aux  colonnes  la  figure  d'un  conoïde  qui 
ait  sa  plus  grande  largeur  vers  le  tiers  de  sa  hauteur,  et  qui  aille  de  là 
eu  diminuant  vers  les  deux  extrémités:  d'où  résulte  ce  qu'on  appelle 
vulgairement  le  renflement  et  la  diminution  des  colonnes;  mais  personne 
que  je  sache  n'a  encore  donne  une  raison  satisfaisante  de  cette  pratique: 
car  je  ne  crois  pas  qu'on  puisse  regarder  comme  telle  celle  que  la  plu- 
part des  Auteurs  qui  ont  écrit  sur  cette  matière  apportent,  et  qui  con- 
siste dans  la  ressemblance  qu'ils  prétendent  (pi'une  colonne  doit  avoir 
avec  le  corps  humain.  Il  me  parait  au  contraire  (|u'il  serait  bien  plus 
naturel  de  faire  les  colonnes  plus  minces  en  haut  qu'en  bas,  et  cela  à 
l'imitation  des  troncs  d'arbres  qu'on  a  dû  nécessairement  emplover  dans 
les  premiers  bâtiments;  c'est  ainsi  que  les  anciens  architectes  en  ont  use. 
comme  on  le  voit  par  les  ouvrages  antiques  (|ui  sont  restes  à  Rome,  <lans 
lesquels  la  plus  grande  partie  des  colonnes  commencent  à  avoir  leur 
diminution  dès  le  bas;  mais  comme  Vitruve.  (pii  est  devenu  le  législateur 
des  architectes  unidernes.  prescrit  rornifllement  le  renflement  des  co- 
lonnes, en  disant  qu'il  faut  ajouter  quehiuc  chose  à  leur  milieu  Liv.  111. 
Chap.  Il),  quoique  par  la  perte  qu'on  a  faite  des  ligures  qui  elaienl 
jointes  à  son  onvrage  on  ignore  la  nu-thode  (hmt  il  s'y  prenait  pour'tra- 
cer  la  lisne  du  contour  des  colonnes,  l'usage  de  rentier  les  ('(donnes  au 
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inilii'u  cl  (If  les  dimiiuicr  aux  doux  oxlirmités  est  devenu  gén(i;il,  it  l'ini 

lie  varie  plus  ([uc  sur  la  courlic  ([ui  doit  riuincr  le  rcidlfUii'Ul  et  la  dinii- 

uutiiiu. 

Palladio  |U(i|t(isc  |)()ur  cela  un  moyeu  ui('(aui(|ue  (|ui  cuusiste  à  pliei' 
taut  soit  peu  uue  règle  de  bois;  Vignole  donne  doux  ospèi-es  de  construc- 
tions i;e()uu'tri(|uos  par  les(|Uoilos  on  peut  dooriro  le  |)rofil  d'une  colonne 
par  |)lusiours  points;  enfin  M.  Hlondol  a  imaginé  de  faire  servir  à  ce  des- 
soin riustrumont  do  Mooinède,  en  sorte  que  le  profil  de  la  colonne  ail  la 
figure  d'une  oonchoïde.  Il  serait  très-aisé  d'iuvouler  plusieurs  autres 
nu)yens  pour  remplir  le  mémo  ol)jel,  enr  laiil  (|iril  n'v  a  d'autres  don- 
nées ([lU'  l'épaisseur  de  hi  colonne  aux  doux  extrémités  et  au  point  du 
plus  grand  renflouuul,  il  est  clair  (juo  le  Problème  est  Irès-indéterniiné, 
puis(|u'il  no  s'agit  que  de  faire  passer  une  ligne  courbe  et  concave  vers 
l'axe  par  trois  points  donnés.  >!ais  n'y  aurait-il  pas  dans  la  nature  même 
de  la  elioso  quoique  priiU'ipo  (|ui  put  servir  à  détorminor  la  question? 
Parmi  ceux  (|ui  servent  do  fondomeul  ii  l'ai^cliileclure,  il  n'y  en  a  (ju'un 
seul  (|ni  ait  des  règles  fixes  et  invariables,  et  par  conséquent  susceptibles 
de  (  iilcul  :  c'est  la  solidité;  il  faut  donc  examiner  si  l'on  |)Out  déduire  do 
cette  considération  les  conditions  nécessaires  pour  la  détermination  et 
la  solution  du  Pr(d)lèmc  diuil  il  s'agil:  c'est  roiijet  du  Mémoire  {|u'on  va 
lire. 

2.  (".ouinio  les  colonnes  sont  toujours  destinées  ;i  supporter  des 
(•barges  |)lus  ou  moins  considérables,  suivant  les  circonstances  où  on  les 
euqiloie.  il  est  évident  (|ne  si  une  c(doinic  est  lr(qi  cliargéo,  elle  c(Mn- 
mencora  a  .se  courber  un  |)en  du  cote  oii  la  matii're  lora  moins  do  rosis- 
lance,  après  (|Uoi  elle  se  cassei"i  l'auto  d'olaslicilo.  surtout  si  c'est  une 
cobunu'  do  pierre  on  de  bri(|ues;  ov  il  n'est  pas  dillicile do  comprendic 
(|Uo  la  ((Mirburo  suivant  laquelle  la  coloniu'  se  pliera  sera  dilléronto  sui- 
vant la  figure  nu-me  do  la  ((donm-:  de  sorte  (|u'a  bautours  et  à  masses 
égales,  la  l'oice  diiiie  c(d(nnie  p(Mirra  etic  pins  ou  moins  grande  suivant 
la  nature  de  la  conrite  iiiil  en  tiHinera  le  profil.  Ainsi  c'pst  un  Problème 
do  rrui.iinus  et  mifiimis  de  deterniinor  la  courbe,  (|ui  par  sa  rotation  au- 
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tour  (le  son  axe  fonnera  une  colonne  capable  de  su|)|)oricr  la  plus  grande 
charge  possible,  la  hauteur  et  la  niasse  de  la  colonne  étant  données; 
c'est  là,  ce  me  semble,  le  véritable  point  de  vue  sous  lequel  on  doit  en- 
visager la  question  du  renflement  et  de  la  diminution  des  colonnes. 

3.  Quoique  la  théorie  de  la  force  des  colonnes  en  tant  (|ii'cll('  dépend 
de  leur  figure  ait  déjà  fait  le  sujet  d'un  très-beau  Mémoire  (lue  M.  iliiler 
a  donné  dans  le  volume  des  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  [lour 
l'année  1757,  cependant,  comme  le  point  de  vue  sous  lequel  cet  illustre 
Auteur  a  discuté  cette  matière  est  différent  de  celui  dans  lequel  nous 
nous  proposons  de  la  traiter,  nous  croyons  faire  quelque  plaisir  aux 
Géomètres  en  leur  communiquant  les  recherches  (|ue  nous  avons  faites 
sur  un  sujet  qui  intéresse  également  la  Mécani(|ue  et  l'Analyse. 

4.  Soit  A'MB  f fig.  1}  une  colonne  dressée  verticalement  en  A.  et  cliai'- 

Fig.  I. 


gée  à  l'autre  extrémité  B  par  un  poids  (jiii  l'oblige  à  se  courber  intini- 
mcnt  peu.  en  sorte  qu'elle  prenne  la  ligure  A.\H.  Supposons  d'abord  (|ue 
cette  colonne  soit  d'une  tigure  cylindrique,  et  que  F  soit  la  ('(uce  absolue 
(ju'elle  a  dans  cIkuiuc  point  pour  résister  à  être  pliée,  et  qui  sera  par 
conséquent  la  même  partout,  suivant  la  loi  générale  des  corps  élastiques, 
celte  force  croîtra  en  raison  de  l'angle  de  courbure;  de  sorte  que  dans 
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l'i'lal  ANH  la  l'orcr  de  la  fulonni'  ;i  un  |kùiiI  (IiicIcoikiiic  N  scia  propor- 

li<tiiiu'll<'  il  — •  vu  (lésiiiuant  par  p  \c  rayon  osciilalciir  de  la  fourht'  ANB. 

D'nii  aiilrc  cùlc,  si  l'on  nomme  P  le  |Hii(ls  comiiriniant  a  rcxlrcmilc  B, 
il  csl  l'acilc  (lo  voii"  «[lie  le  monu'nl  «le  ce  [xiids  |)ai'  lappoii  an  point  N 
sera  l'xpi'imr  parP  >'MN;  de  sorte  (lUc  la  condition  de  ré(|nilil»ie  don- 

K 

liera  d'ahonl  cette  «'(inalion,  P  X  MN  =     -  d'oii  l'on  ixtnrra   connaître 

P 

tant  la  nature  de  la  courbe  ANB  que  la  valeur  de  P. 

5.  NcMiiinons  pour  c(da  les  abscisses  AM  =  j:'  et  les  ordonnées  iVIN  =^y., 
et  coinine  on  suppose  que  la  couri)urc  de  la  colonne  soil  partout  intini- 
meut  petite,  on  aura  j  infiniment  petit  parrap|tort  à  .r,  vl  dy  infiniment 
petit  par  rapport  à  dx\  de  sorte  (|ne  l'élément  de  la  courhe 


ds  =:  \Jdx'  ■+■  dy' 

sera  à  tri-s-pen  près  et  sans  erreur  sensible  ci^al  ii  dx.  Or  ou  sait  (|ii'eii 

,  ds^  I  , 

prenant  d.r  constant,  on  a  o  =  ——j — .—}  donc  on  aura  dans  notre  cas 

dx' 

0  = ; — :  par  cousé(|uciit  re(inati(ni  ii  la  courbe  ANB  sera 

'  ll'V      '  '  ' 


(•  esl-a-dire 


ax- 


Il  laudia  (bnic  inti'iirer  d'abord  cette  ('(ination.  eiisnilc  l'aire  en  sorte 
(jue  l'expression  de  v  soit  unlle  aux  deux  points  A  et  15,  c'cst-ii-dire  lors- 
que .r  =  o  et  lors(|ue  r  =  AB,  bautenr  de  la  colonne.  Or  l'intéj^ration 
est  laeile.  a  cause  (|ue  P  et  K  sont  des  (juantités  constantes,  <'l  l'on  aura 
eu  i^enéral 

.r=:/sin(.ry/j-  +  «j, 
/et  jf  étant  des  constantes  arbitraires:  (bnic.  si  l'on  noinnic  c/  bi  bailleur 
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doniKM'  de  la  colonne,  il  t'anflra  que  l'on  ail 

donc,  |)iiis(|n'()n  ne  peul  pas  faire /=  o,  ce  qui  donnei'ai(v  —  o.  il  faudra 
faire  d'abord  g  =  o,  et  ensuite  il  faudra  encore  (|ue  l'on  ail 

sin(ay/^ 
el  par  cunsé(|uenl  que 

71  étant  l'angle  de  i8o  degrés,  et  m  un  nond)rc  (|uelconque  entier;  d'où 
l'on  tii-e 

a- 
L!équation  à  la  courbe  ANB  deviendra  par  là 

où  la  constante  /  demeure  arbitraire,  et  exprime  la  plus  grande  valeni' 
de  y. 

G.  Si  l'on  fait  m  =  i ,  ou  aura 

d'où  l'on  voit  (jue  la  courbe  ANB  ne  coupe  l'axe  (|u'au\  i\y'n\  exlii-mile^ 
A  et  B;  et  le  poids  requis  pour  donner  à  la  colonne  celle  couibure  sera 

— — .  Si  w  =  2,  on  aura 
a' 

-  .    ^~x 
y  =  f  sm ) 

et  la  couibc  ciuipera  l'axe  au  point  où  •^■  =  -'  •■'esl-à-dirc,  au  poiiil  dn 
11.  7' 
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lilicii  C,  <Mi  sorte  que  la  colonne  prendra  Ui/ig-  2;  mais  il  iaudra  pour 

/  — -■  k 

l'Ia  (|iie  le  poids  P  soit  '-'V-'  e'ost-à-dire,  (piadruple  dn  précédent.  Si 


l'on  faisait  /n  =  3,  on  aurait 


-  .    Sttx 
r  =  /  sin j 


de  sorlc  (|ne  la  c(turliure  couperait  l'axe  aux  points  ou  .r  =  ^  et  .r  =  -^^ 

et  serait  senihlalde  à  hj/'g.  3;  or,  pour  (|ue  la  colonne  soit  pliée  de  celte 

Fig.  a.    ■  Fic.:t. 


Q  7"'  K  ,  ,         .  .     .    .         ■ 

nianii'rc,  il  faudra  cpie  le  |Miids  V  soit  =-^  '  c'est-à-dire,  uenf  fois  plus 
i;rand  <|ue  le  picmier;  el  ainsi  de  suite. 

7.    Mainlenant,  puis(pn'  le  plus  petit  poids  cpii  soit  eu  élat  de  l'aire 

— *K 

plier  la  cohuine  esl  ^— p?  il  seud)le  (pi'on  en  peut  conclure  {|ue  tout  poids 

(pii  sera  nioiinli'e  (jue  c(dui-ci  ne  fera  ahsoluuieiil  aucun  ellét,  el  (|u'ainsi 

on  doit  regarder  la  quantité  '-^  comme  la  viaie   uiesure  de  la  force 

de  la  colonne  cylindrique  AU.  (l'est  pai'  ce  principe  (|ue  .M.  Euler  a  dé- 
terminé dans  le  Mémoire  cité  la  force  de  plusieurs  sortes  de  colonnes 
tant  cylindriques  que  paraboloidiques.  et  ce  sera  aussi  sur  le  même  prin- 
lipe  que  nous  fonderons  nos  recherches  sur  la  fiffure  qu'on  doit  donnei' 
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aux  ((lionnes  pour  (]u'('lles  aient  la  plus  i^iantle  foire  possible;  mais 
avant  d'en  faire  usage  il  est  bon  (l'examiner  ee  (|ui  doit  arriver  lorsque 

le  poids  sera  un  peu  différent  de  ^^;  pour  cela,  il  faut  déterminer  rigou- 
reusement la  nature  de  la  courbe  ANB  sans  négliger  la  petite  différence 
(ju'il  y  a  entre  l'élément  de  l'arc  ds  et  celui  de  l'abscisse  dx. 

K 

Qu'on  substitue  donc  dans  i'é(piation  Pv  =  —  du  n"  4  à  la  place  de  o  sa 

valeur  risroureuse  — j — -r—^  et  l'on  aura  celle-ci 
^  —  axa -y 

_  Kdxd'^r 

laquelle  étant  multipliée  par  dy  et  ensuite  intégrée  donne 

1  _  \i.dx 

-  P  )•' i —  —  const. 

2  as 

Pour  déterminer  celte  constante,  soit  /' la  plus  grande  valeur  de  v.  et 
comme  on  doit  avoir  au  point  du  maximum  ^v  =  o,  et  par  conséquent 

ds  —  dx,  on  aura  pour  la  valeur  de  la  quantité  -^ jt-  dans  ce  point, 

^^  —  K.  qui  sera  donc  la  constante  chercliée.  Ainsi  ré(iuatioii  deviendra 

mais  dx  =  \ds-  —  dy-;  donc 

I  •  (■  •      .  ^^> 

ou  i)ien,  en  taisant  -i-  =/>. 

ds      ' 

d'où  \\\\\  tire 
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P 


tlonc,  \\  caiisc  de  c/,v  =  —  » 


ds=: 


dy 


/P  "  P' 


On  iiilci;rcra  donc  cette  éiiuation  en  soitc  <|ii('  y  =  o  l()rs(|iu'  .v  =  o;  en- 
suite (Ml  supposera  aussi  _}'=o  lorscjue  .ç  =  a,  et  celte  dernii're  e(tndition 
servira  à  déterminer  la  valeur  <le  P. 

S.  Puisque  la  plus  grande  valeur  de  j  est/,  on  peut  supposer  y  =/siu9, 
et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  elle  deviendra 

ds- '^^ - 


V  K       4K' 


cos'cp 


par  hupiclle  on  déieruiinera  la  valeur  de  '^  en  .v;  et  comme  on  veut  (|ue  v 
soit  nul  loi'S(|ue  s  =  o  el  iors(|ue  .v  =  «,  il  l'audra  (|ue  \^^o  l(M'S(|ue  .v  ^  o, 
et  que  ç;  =W7r  lorsque  s  =  a.  Lors(|ue  m  =  i,  la  courbe  n'aura  qu'un 
seul  ventre  comme  dans  h  Jig-  i  ([>•  lay);  en  taisant  m  =  2,  elle  aura 
deux  ventres  comme  dans  la  //),^  2  (  p.  1  îo);  et  ainsi  de  suite. 

!).   Si  /  est    une   (juaulité   intluiuieul    petite,    ou    a    à    Iri's-peii    pri's 

r/s  =  — %=t  etintécranl,  j—     \_-,  d'où,  l'aisanl  *  =  a  et  o  =  m~,  on  a  le 

/p  &  /p 

Vk  \/k 

uién)e  résultat  (jue  ci-dessus  (n"  5).  Mais  si  /'  n'es!  pas  une  (pianlilé 
iiitiniuienl    petite,   alors   l'éipiatiou   du    nuuiéi'o   précèdent   n'est    point 

suscenlible  d'une  intésrale  exacte,  car  la  dillerentielb ^  ^      

V  k  "  4  K' 

dépend  en  général  de  la  reclitication  des  sections  coni(jues.  Mais,  en  eui- 
piiixanl  les  séries,  on  aura 

/pL  2{4K)     "^   a.4(.6k')         ?,.4.G((i4KM  J 

Vk 
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Oi',  les  ditl'érentielles  cos-odo,  cos'yrfçi,...  soiil  imilcs  iiilrjiiiililcs, 
comme  on  sait,  et  pour  les  intégrer  il  n'y  a  (ju'à  changer  les  puissances 
cosç/  en  des  cosinus  d'angles  multiples  de  o  par  les  formules  connues 


/         /  4-3 

COSAÇ  +  4  CQS20  H 

^         2.2 

cos'o  = ^ » 

6.5  6.5.4 

cosbo  -+-  beosao  H C0S2O  h ^ 

^  '  2  '  2.2.3 


ces"'-?  : 
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Mais  comme  par  l'intégration  tous  les  cosinus  deviennent  des  sinus,  il 
est  clair  qu'en  faisant  o  —  m-  tous  ces  termes  évanouiront  d'eux-mêmes; 
c'est  pourquoi  il  suffira  pour  notre  objet  de  considérer  les  termes  tons 
constants  des  valeurs  de  cos-o,  cos'ç;,...,  et  de  les  substituer  à  la  place 
de  ces  mêmes  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus,  ce  (|ni  la  réduira  à 
celle-ci 


,  _    do    V     ,   JT_  ^       9^T        ,        9-^5t"/' 
/pL'^4(4K)      4-'6(i6K=)      4-'ti- 

Vk 


3.36(64K> 


(|ui.  étant  intégrée,  donnera,  après  y  avoir  fait  .«  =  a  et  ç^  =  mn, 

^['^4ITkT       4.i6(i6K^)  ^4-«6.36(64K')  | 

K 

par  on  l'on  pourra  déterminer  i;i  valeur  de  /'  pour  cliiuiue  viileiir  d lée 

de  P  et  de  n. 

10.   On  voit  d'abord  par  re(pialion  précédente  (|ue,  lanl  ipu' /  n'est 

III-  ■>  -^  «'-"'K 

pas  nul,  a  est  neeessairiMuenl  >  --='  •'!  par  e<.nse(iuent  P>  —;^- 

Vk 

d'où  il  s'ensuit  (jue  la  cobume  u.'  peut  être  courbée  (|iir  par  une  .barge 


l:Ji 
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nr  -■  k 


plus  •iraiidc  (iiie — En  l'Ilcl ,  si  roii  mrt  rcciiiiilinii  ci-dcssiis  sous 

relie  Idiiiie 


loiirs  iiiiiiy'i- 


'       mz  V  K  '^  4(41v)  "^  4.iir(i(iK']  "^  4.i(;.36(6ik')  "^  *'' 

el  iiu'iiii  rci^aiile  la  valeur  de  /"-  eoinine  riiicdiiiuie  (|u"il  s'aj^il  de  délei- 

iniiKT,  il  est  elair  que  |iuis(|ue  les  (|uaiitiles  P  el  K  sont  |Kisili\es  de  leui' 

propre  nature,  la  quantité  /"-  n'aura  (|ue  des  valeni's  néi;alives  ou  iniajii- 

«       /P 
naires  tant  que  i V/"î7^"*  M'"'  •'""i'  quantité   auia   une   valeur 

a       /p 

nulle  Idisdue  1 —  i/  —  =  (),  t(nites  les  autres  elanl  uea,;itives  (ui  luia- 

'  ntz  \    K 

.binaires:  (|u"enfiu  la  quantité/*  aura  toujours  une  seule  valeur  positive 

l(U'S(iue   I \/-r<^  o.  Doue  :  i"  la  (luautite  /  sera  touj 

'  m-  y    K    "  ' 

•       1  «    .  /  P  -. 

naire  lorsciue  i \/  i?  >  o- 

'  mr:  \    h. 

aura  toujcmrs  deux  valeurs  réelles  et  épies,  mais  l'une  positive  et  l'autre 

négative,  l(M-sque  i V/t<<».  savoir  P> : — .  et  n  aina  point 

~'K 

d'autres  valeurs  réelles.  D'où  il  s'ensuit  (|ue  tant  (jiie  V  sera  <^i  la 

(oloiine  ne  pourra  être  eourltée;  (pie  tant  (|ue  P  sera  renrerini litre  les 

liiiiilcs  ^1 —  et  — — !  la  eol(»nne  .sera  eoiirhée.  mais  en  ne  roriuaiil  (priiii 
à'  a- 

si'iil  ventre:  (|iie  tant  (|ue  P  si'ra  eiilre  les  limiles  -— —  et  ^-^'  la  eo- 

l(Uiiie  sera  néeessaireineni  coiirliee  el  pourra  roniier  ou   un  seul   \eiilre 
ou  deux;  el  ainsi  de  Miile. 


e  esl-a-dire  P  < -:  s!    la  (pianlile  / 


11.  .Nous  avons  doue  demonlre  tii's-rigoureuseineni  ipie  la  (|iiaiilile 
^1-^  est  la  liinile  de^  poids  ipie  la  ((donne  peut  siip|i(ntei  sans  se  plier; 
et  coinine  cette  (juantite  est  égale  a   la  valeur  ipie  doil  avoir  la  i'oree  P 
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lors([ucyesl  luilk',  ou,  rt-  qui  revient  au  même,  iiitiiiiiueul  |)ctilr,  il 
s'ensuit  qu'on  peut  la  trouver  direelemeut  en  su|)|)osaiil  d'alxn'd  v  infi- 
niment petite  dans  l'équation  de  la  eourhe,  eomme  on  l'a  fait  dans  le 
n"  5,  et  faisant  en  sorte  que  l'intégrale  de  eotte  é(|uation  satisfasse 
aux  deux  eonditions  de  y  =  o  lorsque  *  =  o  et  s  =  a,  ou  liien  lorsque 
x  =  o  et  a:  =  a,  parée  que,  dans  le  cas  de  j  infiniment  petit,  l'are  s  se 
confond  sensiblement  avec  l'abscisse  x.  C'est  de  celte  manière  (|u'on 
pourra  déterminer  la  limite  dont  il  s'agit  pour  les  colonnes  qui  ne  seront 
pas  d'une  épaisseur  uniforme,  et  dont  l'équation  serait  absolument  in- 
traitable par  les  niétbodes  connues  sans  la  supposition  de  v  iniininieiil 
petit. 

12.  En  effet,  si  l'on  suppose  que  la  colouue  ne  soit  pas  cvlindrique, 
mais  qu'elle  ait  la  forme  d'un  conoïde  formé  par  la  rotation  d'une  courbe 
quelconque  autour  de  son  axe,  lequel  sera  par  conséquent  aussi  l'axe  de 
la  colonne,  et  qu'on  nomme  c  l'ordonnée  de  cette  coijrbe  qui  répond  à 
une  abscisse  quelconque  or.  en  sorte  qu'on  ait  une  équation  entre  s  et  or 
qui  serve  à  déterminer  :;  en  œ,  il  est  clair  que  as  sera  le  diamètre  de  la 
grosseur  de  la  colonne  à  la  hauteur  r  depuis  la  base,  et  il  n'est  pas 
moins  évident  que  la  force  absolue  avec  la(|uelle  la  coloinie  résistera 
dans  cet  endroit  à  être  courbée  sera  d'autant  plus  grande  (|ue  la  (piantité 
2z  sera  plus  grande;  de  manière  (|ue  celte  force  |)ourra  être  regardée 
comme  une  fonction  de  z,  el  par  conséquent  aussi  comme  une  fonction 
de  ,r,  que  nous  désignerons  en  général  dans  la  suite  parX.  Ainsi  il  n'y 
aura  qu'à  mettre  simplement  X  à  la  place  de  K  dans  l'équation  du  n"  5. 
et  l'un  aura 

dx' 

pour  i'equalion  de  la  c()uri)e  suivant  la(|uclle  la  cidonue  sera  pliee  par  le 
|)oi(ls  P  dont  on  la  suppose  cbargee.  en  supposaiil  (pie  celle  niuil)e  sdil 
infiniment  peu  différente  de  la  ligne  droite. 

13.  Or,  puisque,  dans  le  cas  où  X  etail  une  iiiiaulite  conslanle  k.on  a 
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irtiiivc  fil  t;t'iii'ral  pour  la  valeur  de  j  cette  expression 


r=/sin(^xy^-]-  +  ^.y 


supposons  maintenant  r  =  Ssinçj,  S  et  o  étant  des  lune  lions  inconnnrs 
lie  .r,  et  l'on  aura,  en  (lifTérentiant. 

d-y:=  sino  d^l-\-  2  cosododl  —  l  sinorfo'  -I-  H  vosod^o; 

ilonr.  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  nuinéni  précédent,  on 
aura 

(ionime  nous  avons  introduit  deux  variables  indéterminées  2  et  9,  nous 
pouvons  faire  disparaître  dans  cette  .é(|uation  les  sinus  et  cosinus  de  5, 
en  la  pai'lai;cant  en  ces  deux-ci 

dod'i       ^  d-Q 
2      •         -f-  £  -pi  =  o; 
dx-  (Ix- 

la  seconde  elanl  multipliée  par  çdx,  et  ensuite  inlei^ree,  donne 

ïî  ^  —  / 
■  dx 

i\\n\  l'on  tire 

dd       h  ,   rdx 

di  =  ^    ''    V-Ajy 

/i  elanl  une  constante  arbitiaire.  Sulisliliianl  cctlc  \alnn  dans  la  pi'e- 
inii're  éciualion,  elle  ileviendra 

par  laipudle  il  tauilia  délei-miner  la  variable  ;:  ensuile  de  ipioi  ou  aura 
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Soit  poui'  plus  (le  siiiiplicilé  ç-'  —  fiu,  on  aur;i,  en  siilisliluiml  telle  v;ilciii- 
dans  l'équation  en  H,  celle-ci 

/  Il    .      V  ("^ud'u  —  du'       ,\ 
^''"■^^[ d^. 4)=o. 

et  la  valeur  de  v  sera 

}•=.  yjliK  sin  I  —  • 
J    " 

14.  On  reniar(|uera  d'ahonl,  à  l'éi^ard  de  cette  expression  de  y, 
qu'elle  contient  deux  constantes  arbitraires  :  l'une,  c'est  la  constante  h 
qui  ne  se  trouve  point  dans  l'équation  en  u;  l'autre,  c'est  celle  (jui  est 
virtuellement  renfermée  dans  l'intégrale  l  — -,  c'est  ponr(|U()i  il  sullira 
d'y  substituer  une  valeur  quelconque  de  m  qui  satisfasse  à  l'équation 
en  u,  sans  s'embarrasser  si  elle  est  une  intégrale  complète  de  cette 
équation  ou  non. 

Un  autre  avantage  de  la  même  expression  de  y,  c'est  qu'elle  est  très- 
commode  pour  la  détermination  du  poids  P;  car,  suivant  les  conditions 
du  Problème,  il  faut  :  i"  que  j  =  o  lorsque  a-  =  o,  condition  qu'on 

/dx 
—  en  sorte  qu'elle  s'évanouisse 

lorsque  x  =  o;  2°  il  faut  aussi  que  j=  o  lorsque  x~a;  et,  pourremplir 

C  dx 
cette  condition,  il  faudra  que  la  valeur  de  l'intégrale  |   —  qui  répond 

■Ax  —  a  soit  mn;  car  alors  sin  I  —  sera  nul.  Or,  comme  la  quantité  u  ne 
doit  point  contenir  de  constantes  arbitraires,  il  est  visible  que  celle  der- 
nière condition  donnera  une  é(|uali(Ui  eiilre  les  (luaiililés  P  et  n.  par 
laquelle  on  pourra  déterminer  P. 

Quant  au  nombre  entier  m,  (jui  demeure  indéterminé,  il  est  clair,  par 
ce  que  l'on  a  vu  plus  haut,  ([u'il  sera  toujours  égal  au  nombre  des  ventres 
(jue  la  colonne  formera  en  se  courbant  par  la  pression  du  poids  P;  doni  , 
pour  avoir  la  limite  des  fardeaux  que  la  colonne  pourra  supporter  sans 
se  courber  d'une  manière  quelconque,  il  faudra  toujours  prendre  pour  m 
le  nombre  entier  qui  rendra  la  valeur  de  P  la  plus  petite,  el  celte  valeur 

sera  la  limite  cherchée. 

11  18 
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15.  l/liv|i()|lii'sc  la  plus  siiii|ilc  tiiic  l'on  |missf  l'aire  sur  la  ligure  <l«'s 
colonnes,  lorsqu'elles  ne  doivenl  pas  être  e\lin(lri(|ues,  est  de  les  sup- 
poser formées  par  la  rotation  d'une  seetion  coirwiue  autour  de  son  axe; 
or,  ré(|uation  générale  d'une  section  coniijue  où  les  abscisses  sont  prises 
dans  l'axe  est,  comme  on  sait, 

z'=  a  -+-  (3  a-  -4-  yx', 

■;•  étant  les  abscisses  et  z  les  ordonnées,  el  a,  /3,  y  étant  des  constantes 
arbitraires;  ainsi,  nous  adopterons  d'abord  celte  équation  entre  les 
variables  z  et  x,  et  nous  cbercberons  quelle  est  la  valeur  de  P  qui  en 
résultera;  mais,  pour  cela,  il  faut  encore  établir  la  loi  qui  doit  avoir  lieu 
entre  les  rayons  z  et  la  force  X  avec  laqu<3lle  la  colonne  résiste  à  se  cour- 
ber (12). 

I().  Il  |)arail  que  la  théorie  et  l'expérience  s'accordent  assez  ii  faire 
X  proportionnelle  à  z\  connue  on  peut  le  voir  par  les  ouvrages  où 
cette  matière  est  traitée;  ainsi  nous  supposerons  en  général  X  =  Ks\  ce 
qui  donnera,  dans  le  cas  du  numéro  précédent,  • 

ce  qui  étant  substitué  dans  ré<|uatiou  en  //  du  ii"  13,  on  aiwa 

,   /■>iid'u  —  du'       ,\ 

(■(|ua(ion  ii  la(|ucllc  ou  peut  satisfaire  en  faisant 

M  =  g-(a  +  P^r  H-  yx')  —  gt'; 
car  on  aura 

de  sorte  ([u'apri-s  les  substitutions,  on  aura 
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il'dii  l'on  tire 


/P  3' 


Cette  valeur  de  u  n'est,  comme  on  voit,  qu'une  intégrale  particulière; 
•  mais  elle  suffit  pour  notre  objet,  comme  on  l'a  fait  voir  plus  haut  '\h-). 


17.  Maintenant  on  aura 

dx 


/v=/ 


gia-l-(5j?-|-ya,-)' 


donc,  si  l'on  nomme  A  l'inléi^rale  de  yr^ ,  c'est-à-dire  de  —, 

'-  a  -\-  px  -+-  yx-  z- 

prise  en  sorte  qu'elle  soit  nulle  lorsque  £c  =  o  et  complète  lors(|ue  x  —  u, 
on  aura  —  pour  la  valeur  de  /  —  répondant  à  x  —  a\  on  fera  donc  ftii 
—  =mn,  et  l'on  tirera  de  là 

ë 

Telle  est  donc  la  valeur  du  poids  P  (|ui  pourra  l'aire  plier  la  colonne 

infiniment   peu ,   et   comme  cette   valeur  augmente   à   mesure   (|ue   le 

nombre  m  est  plus  grand,  on  fera  m  =  [  pour  avoir  la  limite  des  poids 

([ui  pourront  être  supportés  par  la  colonne,  sans  qu'elle  soit  sujette  ii  se 

courber  en  aucune  manière;  ainsi  la  force  de  la  colonne  sera  d'aulanl 

plus  grande  que  la  valeur  de  P  sera  plus  grande:  d'où  l'on  voit  que  la 

,.  -  I  •  .    3'  1 

force  augmentera  a  mesure  que  la  quantité   ^  —  *7  rroilra  et  que  la 

quantité  A  décroîtra;  ainsi  ce  sera  une  question  de  maximis  v{  minimis 
de  déterminer  les  valeurs  des  constantes  «,  /5,  y  pour  ([ue  la  force  P  soit 
la  plus  grande;  nuiis  comme  cette  force  doit  nécessairement  augmenter  ii 
mesure  que  les  dimensions  de  la  colonne  aiigmenlent.  on  ne  |)cul  cher- 
cher qu'un  maximum  relatif  à  la  masse  de  la  colonne,  en  supposant  sa 
hauteur  donnée;  c'esl  sous  ce  point  de  vue  (jiie  nous  allons  envisager  la 
question. 
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18.    Poiii' coiiiiiiciiccr  par  les  cas  les  plus  siiii|)lcs,  nous  suppdsfi'ons 

3- 
d'aliord  (]ii('  l'on  ait  y  —  î<y  =  o,  amiiu'l  cas  rcviiialion  du  piotil  de  la 

(■(lionne  dcvM'ndfa 

cl  liianl  la  lacinc  carrcc 

z  =;  v'a  +  .r  y  y, 

qui  est  à  une  iii^ne  droite;  en  sorte  que  dans  ce  cas  la  tii^iire  de  la 
colonne  sera  celle  d'nn  cône  tronqué.  F'aisons,  pour  [iliis  de  ((unnntdité. 
\jcn=zh,  ^/y  =  c,  et  |)ar  conséquent /3  =  2/'c;  on  aura  d(Uic 

z  =  b  -h  ex, 
et  rintéi^rale  de  —■>  prise  de  manière  (|n'ellc  soil  nnlle  liirs<|ue  a==o, 
sera  ~  "  (■;  ~  r)'  donc,  taisant  a- ^  a  et  h'=^  h  -h  ca,  on  aura 


0 


c  \b  -h  ca        h)        l>(h  -i-  ca)       hti'  ' 

où   l'on  remarquera  (jue  h  est   le  rayon  de  la   Ijase  inférieure  de  la 
colonne,  et  b'  celui  de  la  hase  supérieure;  ainsi  l'on  aura  dans  ce  cas 


Maintenant,  |)Our  avoir  la  solidité  de  la  colonne,  on  remarquera  que 
l'aire  du  cercle  dont  le  rayon  est  z  étant  exprimée  par  n  z'\  il  n'y  aura 
qu'à  |)rendre  l'intégrale  de  nz^ cLr,  depuis  a;=  o  jnsipi'à  r  =  <i,  laquelle 
sera 

,        .     1  •  II  j .    .  /■''  — 1> 

V.  est-a-dire,  a  cause  de  h-hcn  =  o  et  c= ■> 

a 

~i^  [1,^  +  Ul,'  -\- b'-'). 
Ainsi   le  lapporl   du   poids  (|ue  la  colonne  est  en  étal  de  snp()orler  au 
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cMiTc  (In  |)iii(ls  mrmc  de  la  colonne  sera  exprimé  par 

a'{lr-hl>h'  -h  //-)■' 
quantité  qui    ne  dépend  que  du   ra|)port  des  rayons  h  et  //  des  deux 
bases;  en  efl'et.  faisant  -r- = /•,  la  (juantité  précédente  deviendra 


9K/-^  9K 

a*  (  I  +  r  -t-  cM'  ^     .  , 

a*  [1+  r  -i- 


;)■ 


Cette  quantité  sera  donc  la  plus  grande  lors(|ue  la  valeur  de  1  -i-rH — 

(Ir 
sera  la  plus  petite,  ce  qui  aura  lieu  en  faisant   dr r  =  o,  ou  bien 

I =0,  savoir  r=i  et  par  conséquent  //  =  //.  D'où  l'on  doit  cou- 

/•-  '  ' 

dure  ([ue  la  force  d'une  colonne  de  figure  conicpie,  relativement  à  sa 

solidité,  sera  toujours  la  plus  grande  lorsque  les  deux  bases  seront 

égales,  c'est-à-dire  lorsque  la  colonne  sera  cylindrique.  Ainsi,  pour  celte 

considération,  les  colonnes  cylindri(|ues  doivent  être  préférables  aux 

coniques. 

19.  Nommons  en  général  S  la  solidité  de  la  colonne,  qui  est  égale 
à  l'intégrale  de  nz-dx  prise  de  manière  ([u'elle  soit  nulle  lorsque  x  =  o, 
et  complète  lorsque  x  —  a:  le  rap|)oil  de  P  \\  S-,  c'est-à-dire  la  valeur 

de  —,  pourra  être  regardé  comme  exprimant    la   force   l'clative   d'une 

colonne;  cette  force  sera  donc  — - — ^ —  pour  les  colonnes  coni- 

«'(•  +  '•  +  -) 

,,  ,  K 

ques.  où  les  diamètres  des  bases  sont  entre  elles  comme  r  est  a  1 .  et  - 

pour  les  colonnes  cylindriques,  ce  qui  sert  à  déterminer  la  valeur  de  la 
constante  K;  c'est  pourquoi,  si  l'on  fait  K  =  rt'F.  la  constante  F  expri- 
mera la  force  relative  d'une  colonne  cylindricpie  de  même  hauteur. 

20.  Supposons  maintenant  •/— o,  ce  (|ui  donnera  z'^  =  y. -^  '-.x,  qui 
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esl   rcuiuitioii   (l'uni'    païaholc.    riiitéarak'    de    — =        '         sera    en 

^  ^  ^  s'  X  -h  ^x 

i^éiiéral  ^\og{a-h-  ^xj,  d'où,  en  loniplclaiil  et  l'aisaiil  .T  =  a,  (iii  aura 
dont 

'     ['«g('-^)Jt 

Maintenant,  pour  avoir  S,  on  intégrera  la  l'otinule 
zz-dx —  ~(x-h  ^x)(ix, 
et  coniplétanl  l'intégrale,  eomnie  on  l'a  enseigne  plus  liaul,  on  aura 


S:=;:l«  +  ti^U; 


donc 

P  K 


Faisons  !—  =rel  mettons  Fa'  à  la  plaee  de  K.  on  aura  pour  la  loree 
relative  de  la  eolonne  parabolique  l'expression 

K  élanl  (■(■llf  de  la  eolonne  (  vlindri(|U('  de  iiicnic  liaiilcur. 

21.   Clienlions  le  uiaxinium  de  eetle  expression,  et  la  dillercnliation 
donnera  eette  équation  transcendante  en  r 

[log(,^]'  ^  ,         ^      ^  rU±r^^^ 
d'où    il    laudia   liici' /■.  Pour  \    par\rini,    je   lais   loi;    i   -  /    ^ /.    et   par 
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conséquent  /=  e'  — i;  j'aurai ,  en  .sul)stituanl , 


/'        ,       e'—  e-' 

4-^  2 


Je  réduis  en  séries  les  quantités  exponentielles,  ee  qui  me  iloniie 


(le  sorte  que  l'équalion  deviendra 


-f-. .  .  =  0. 


Cette  équation  donne  d'abord  /  =  o;  ensuite,  étant  divisée  par  /',  elle 
devient 

2.3     4'-'      2.3.4-5     2.3.4.5.7     '' 

laquelle,  à  cause  de  ->  '3,  aura  tous  ses  termes  positifs,  en  sorte  (jue 
comme  elle  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  /,  elle  ne  pourra 
avoir  aucune  racine  réelle,  pui.sque  t'-  ne  saurait  avoir  aucune  valeur 
réelle  positive.  Ainsi  /  :=  o  sera  la  seule  racine  réelle  de  l'équaticui  dont 
il  s'agit;  par  conséquent  la  valeur  cherchée  de  r  sera  aussi  égale  à  zéro, 

ce  qui  donnera  —  =  0,  et  par  conséquent  [i^o,  c'est-à-dire  la  colonne 

P 

cylindrique.  Faisons  donc  r  =  o  dans  l'expression  de  -1  ou  plutôt  r  inti- 

nimeiit  petit,  et  elle  se  réduira  à  F:  or,  si  l'on  donnait  ii  r  une  tout  autre 

valeur,   comme   si   l'on    faisait   /■  =  ac  ,   on    trouverait  -  =  — ,  valeur 

moindre  que  la  précédente;  ce  (jui  prouve  que  le  cas  de  r  =  o  est  celui 
du  maximum;  d'où  il  faut  conclure  cpie  la  force  est  toujours  plus  grande 
dans  les  colonnes  cylindri(|ues  ([ue  dans  les  paraboliques. 

22.  Considérons  présentement  l'eipiation  générale 
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liiqut'llc  ri'pirsciitf  une  section  t(mi(|iir  (|iii'l(nii(nic  i;i|i|)oi'icf  ii  l'iiii  îles 

iixt's,  l't  l'aisaiil  ^t,  =  2b-/,  v  ^cy,  on  pourra  la  incllrc  sons  ((ilc  foinie 

lai|U('llt',  si  L  —  i-  csl  une  quantité  négative,  représentera  une  livper- 
bole  rapportée  à  son  grand  axe  lorsque  7  est  positive,  et  une  ellipse  lors- 
que 7  est  négative;  mais  si  c  —  Z>*  est  une  quantité  positive,  7  devra  être 
positive  et  ré<|uation  sera  à  une  hyperbole  rapportée  à  son  axe  conjugué, 
en  sorte  (juc  la  colonne,  au  lieu  d'être  renflée,  se  trouvera  diminuée  au 
milieu.  <ycsl  pourquoi  il  siilHi'a  d'examiner  le  premier  cas  oii 

c  —  6'=  —  r', 
en  sorte  (juc  l'on  ail 

et  nous  reinar(|ueroiis  d'altord  ici  (|ue,  puis(|ue  la  liaulcur  de  la  colonne 
est  a,  il  l'aut,  pour  que  la  courbe  (jui  répond  à  la  portion  d'axe  a  soil 
loute  réelle,  (jue  Ton  ait  :  i"  si  7>o,  A  =  r  ou  ^  r  (r  étant  supposée 
une  t|uanlité  positive;  ;  2"  si  7  <  o,  d:  6  <  /  t-t  a  -t-  A  <  /•  (  ±  b  déno- 
tant la  valeur  de  b  prise  positivement;. 
Cela  posé,  on  aura 

dx dx  dx 

2»        •}.yr[x  -^-h  —  r)       i.yr[x-\-h-\-r) 

dont  l'intégrale,  prise  en  sorte  (|u'elle  .s'évanouisse  lorsque  .1  —  o,  sera 

1      ,       j  X  +  h  —  r       h  -h  r\ 

log    -, X  -, ; 

a  y;-         \.r  + /» -t- ;•        h  —  r  f 

donc,  faisant  1  =-  a,  on  aura 


—  log(^ 


b  -  r        I, 
X 


b  -h  r        h 


de  là,  à  cause  de  y-  —  y/  =  7-  ' b'  —  c    =  -/^r'-.  l'expression  de  I'  devien- 
dra (i'i 


I  a-v-  b  —  r       ft  H-  r\"|' 
\  a  -t-  />  -t-  r        b  —  I  I  \ 
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23.   Il  ne  irslc  (ilus  (|ii'ii  Iroiivcr  la  valciir  de  S  |)ar  riiili'i^ratidii  île  la 
riifiimlr 

-z^dx  =  T:y[{x  +  by  —  r']dx, 

la(|Ufllc  (luniic  rinlrgralc 

\{x-hby~b^  -1  /^'         ,       ,,        A 

-y\  j r'x\  =-yx  (—  -^xb  -t-  b'—  r'y. 

de  sorte  qu'en  faisant  x  =  a  on  aura 

S  =  -y a  (  — ■  -(-  «6  -i-  6'  —  ;•']  ; 
floue  eutin 


r,      (a+b —r  b  +  r\T- 


{^  +  ab 


Faisons  encore  b  =^  pa,  r=  qa  et  niellons  F  à  la  place  de  -^  on  aura 


L     K^+p  +  q p-ilA  p^, 

(\+p+p~--q^' 


expression  qui  peut  se  siuiplitier  eneore  eu  sujjposaut  yy  h-/>-' —  y*  = /. 
ee  qui  la  réduira  à  eelle-ei 

'    ,  4 


(|ui  ne  coutienl  (|ue  deux  iudélermiuées  /  et  </. 

24.    Puis(|ue  <7  = -•  il  est  clair  (ine  la  (|uautile  7  (lc\ra  toujours  eln- 
positive:  VOYOUS  doue  d'alHud  (|uelle  sera  la  \alt  lu  de  y  qui  iiMidra  l'ex- 
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pression  précédonU-  un  iii;i\iiinmi.  Pour  rv\,\.  il  siiUil  di'  icikIit  un  ni;i\i- 

nuiin  \;i  (|u;inliti' 

4 


"P"R^']- 


(lonl  l;i(lill'('r('iirn'llf  loi^arilluirniuc  claiil  ('lialc  à  zéro  (innncra  riMiuatidii 
I  8;  .  I 


d'dù  il  lainira  tiicr  la  valeur  de  q. 

Faisons  ixuir  cela  lo"- ( "\^z,  donc- i  =  e',  cl  a  ^= 

rc(|ua(i<>n  prcccdcnte  deviendra 

donc,  rcdnisani  rexponenticllc  e-'  en  série,  on  aura  re(|ualion 


"^  "    "^  9.. 3. 4 


;i.) 


laquelle  donne  d'abord  r.  =  o,  et,  à  cause  ijin'  Ions  ses  lernies  sont  |)osi- 
lifs,  ne  saurait  avoir  aucune  racine  réelle  plus  i^rande  (|ue  zéro.  Mais 
nous  allons  prouver  que  celte  équation  ne  peut  avoir  non  plus  de  racine 
réi'lle  négative.  Pour  cela  je  reprends  la  l'orme 


. \-  7.Z  =:  e'"  —  I , 


et  je  fais  :;  = ;  j'aurai  c(dle-ci 


Il  est  visihie  (|u'en  Taisant  //  =  o  les  deux  nieud)res  de   cette  e(juation 
devieniieiil  uuls  a  la  fois,  et  par  coiisé(juenl  éi;au\  entre  eux  ;  mais  à  me- 
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sure  (|iie  ti  augnienlc,  le  (ticniicr  mcinlui-  iiiii;ni<'iil('  aussi  cl  le  si-coiid 
fliniimie;  donc  il  sera  ini[)ossil)li'  (|iu'  rrcuialion  puisse  jamais  avoir  lieu 
tant  (jue  m>o;  pour  prouver  (|ue  le  second  uicudire  dimiinie  ii  mesure 
que  u  augmente,  il   n'y  a  (pi'à  picudre  sa  diUérciiliillc .   huiiiellc  est 

—  (  I z)^'^'-  '*'■'  t'oiume  e>-  I,  il  est  visible  (|ue  e"  sera  loujours  aussi 

>  I,  tant  que  m>.o;  donc  i ^  sera  toujours  un  uduilire  positil'.  par 

conséquent  la  différentielle  dont  il  s'agit  sera  toujours  négative;  donc,  etc. 

25.  Nous  venons  donc  de  démontrer  qu'il  n'v  a  (|u'uiie  seule  valeur 

réelle  de  s  ou  de  loi;    ^  ^  (lui  puisse  rendre  la  formule  proposée  un 
'^  t  —  ({ 

maximum  ou  un  minimum;  celle  valeur  esi  loçj  — — ^  =  o,  d'où  l'on  lire 
- — i  =  I ,  et  de  là  y  =  o.  Qu'on  fasse  donc,  dans  l'expression  de  ^r:?  y—  o, 
ou  seulement  intininient  petit,  elle  deviendra,  a  cause  de 


'«.(^)-'».'— ;=^. 


P       F^ 

S^  ^ 


à  très-peu  près. 


pour  voir  niaintenaul  si  celle  valeur  esl  un  luaxiiuuui  nu  un  uiiiiiiiinui. 
(|u'(Hi  fasse  par  exemple  ^  =  /.  ou  aura  log  ^  _     =  logoc  =  ac  :  de  soric 

(pie  l'expression  de  ^„  se  réduira  ii  celle-ci 

F/' 


(pii  esl  fvideuiuieiil  plus  pelilf  (pie  la  précédente.  :i  cause  de  -  ".     i- 
Quaul  aux   valeurs  iuiagiuaires  de  r-,  c'csi-à-diir  de   '"r  ,  '"  •  •'  '"''' 


na 
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l'Iaii-  (|ii'('llcs  (loivciil  l'Iri'  iciclccs,   |);ii(t>  (|ii"('ll('s  n'iKli'aiciil   toiito  la 
valeur  (le  -,.  imai;iiiaii't';  il  n'y  a  (iiii'  le  seul  cas  oii  ::  sérail  de  la  l'orme 


ULy-    I.  dans  lecpiel  —  auiail   neannmins  nne  valenr'  réelle;  ni',  ee  cas 


ania  li<'n  (luand =  —  r,  c'esl-i»-dire  lorsiine  7  =  ce  :  car  aldis  on 

'  t  —  a 


\oii  -^^'~  z=  loix  —  I  =  n  \ —  I ,  et  l'expression  de  -r.  deviendra 


Kr/= 


laipielle  est,  à  la  vérité,  lonle  réelle;  inais  comme  elle  est  en  même 
temps  néi;alive,  ce  qni  esl  alisurdi'.  on  voit  (|ne  le  cas  dont  il  s'agit  doit 
élr(>  (>i^alemcnl  rejeté. 

26.  Le  maximum  de  la  (|nanlilé  -  aura  donc  lien  nni(|nemenl  lorsipie 
tj  =z  (),  ee  (|ni  donne  /•  =  o,  el  par  consé(|uenl 

Z-=:y(  ,r  4-  /'  Y 

pour  ré(|iialion  de  la  conrhe,  ee  (|ni  rentre  dans  le  cas  dn  n"  18,  on  la 
colonne  était  supposée  coni(|ne;  d'où  il  s'ensuit  (pie  la  lii;iire  conicjue 
dans  les  colonnes  est  prét'érahh'  à  la  ligure  renllée  (pii  proviendrait  de 
la  révolution  d'une  section  eonicpie  autour  de  .son  axe.  Mais  si  l'on  vent 
que  la  colonne  ail  la  |)lns  grande  l'orce  |)()ssil)le.  il  landia  lui  doiniei' 
la  figure  cvlindri(pH',  comme  nous  l'avons  démontre  plus  haut  '  nnim'ro 
cité;. 

27.  .le  n'examinerai  pas  ici  ipielle  esl  la  l'orce  des  ctdonnes  (pii  sont 
t'ormces  par  d'aiilres  courlics  (pie  des  sections  coiii(jues,  parce  (pie  d'un 
côté  ré(piali(in  en  //  du  n"  13  est  rarement  inlegrahie,  et  (pie  de  l'antre 
la  considéialion  de  |)lusienrs  cas  parliculiers  ne  poiiriait  jamais  conduire 
à  une  coiK  liision  vraiment  générale,  .le  vais  tàcliei'  pliil()t  de  résoudre  la 
(Hieslioii    proposée    d'une    nianii'rc    directe    et    g(''néiale,    en    (liei'chani 
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iininédialoment  h  coihIk'  (|ni,  piir  s;i  rotalion  iiutour  de  son  axe,  pro- 
duira une  colonne  qui  ail  la  |)liis  -imimIc  Ioicc  piissihlc;  Prolili-iiic  d'un 
genre  assez  neuf,  et  dont  la  solulidii  dcniaii(lc  des  arliticcs  pai  liciirMis 
(|ui  pourront  iii'èlrc  utiles  dans  d'aulrcs  (iccasions. 

28.   Voici  en  quoi  consiste  ce  ProMf'nic  cxiiiirnc  aiialvrK|iicnicnl  : 
//  .s  agit  de  /miner  une  équation  entre  les  onlonnèes  z  et  les  abscisses  .1  . 
telle  que  la  quantité  ^  soit  la  plus  grande  qu'il  est  possible,  S  étant  égale  à 
l'intégrale  n  I  z'^dx  prise  depuis  .r  =  o  Jusqu'à  .i-  =  a.  et  P  étant  une  con- 
stante qui  doit  être  déterminée  par  cette  condition  que  l' intégrale  j 

prise  en  sorte  qu'elle  soit  nulle  lorsque  v  =  o,  devienne  égale  à  r.  lorsque 
x^=  a.  en  supposant  u  donnée  par  l'équation  différentielle 

où  X  est  une  fonction  donnée  de  z  que  nous  w^ons  supposée  plus  liant 
égale  à  Kz' . 

On  voit  que  ce  qui  rend  surtout   le  Proi)li'inc  dillicilc.  c'est  i|ih'   la 

quantité  u  n'est  pas  donnée  en  P  et  en  3  en  tenues  tinis;  mais  supposons 

pour  un  moment  que  ce  soit  une  fonction  coinnu'  de  c  et  de  P.  en  sorte 

que 

du  =  M  dz  -t-  iN  d  V, 

en  faisant  aussi  P  variable;  dans  ce  cas,  voici  couinienl  (iii  pouna  s'\ 
prendre. 

Puisque  ^  doit  èlrc  un  maximum,  (Ui  ania  d'ahord,  eu  dillereiiliaiil 
et  em|doyanl  la  caraclérisli(iue  'î, 

T"        S~  ""  "  ' 
or,   puis(|ue   f— -   est  égal  a  une  (|uanlili'  domiee  -,  hupudle  esl  iude- 
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|icii(l:inli'  (II'  P.  un  ;iiu;i  aussi,  en  (liU'iTciiliaiit , 


C  lixou 
—  /    ;—  =  o. 


cl  iiicllaiil  |)niii  0//  sa  valeur  Mor  +  NtîP. 

rmzdx     r'nidPdx  _^ 
J     11^       J     II- 

mais  I*  claiil  une  constante  par  rapitorl  à  x,  on  pourra  mettre  sa  (iilfe- 
rcnlielle  ôP  hors  du  signe  d'intégiation,  ce  qui  donnera  ré(|ualioM 

I h  oP  I —  o, 

.'        Il'  J      II- 

il'oii  l'on  lire 

r  Mozdx 

f  N  dx 
J      "' 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  a=  o  jus(|u'a  .r    -  ii. 

Quant  il  la  valeur  de  oS,  |)uis(|ue  S  =  ;:  /  z^d.r,  on  aura 

08=?-  I  zozdx; 

donc,  substituant  ces  valeurs  de  oP  et  de  oS  dans  l'eiinalion  ci-dessus,  on 

aura  celle-ci 

Môzdx 


/zozdx       J        w       _ 


Dénotons  |)ar  R  la  (|uanlile  /   -  '  -  ,  ijui  peut  être  regardée  comme  nne 
coiislanlc.  et  nous  allions  ré(|iialioii 

laquelle  donne 
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Or,  coiiimc  II  est  siippciscc  imc  rmuiioii  t\v  z-  li  de  {(iiislaiilcs,  (|ii('  M  est 
|):ir  ronsécjiu'iil  aussi  \nw  Idiiction  de  :  cl  clo  coiistarites,  cl  (|iic  S  et  H 
sont  aussi  des  couslanlcs ,  il  s'ensuit  que  cette  équation  donnera 
r.  =  const.;  mais  il  laul  (|uc  cette  valcui'  de  z  salisi'assc  aussi  ii  rc(|ua- 
tioii  en  u:  or,  coninic  a  est  par  hypotlièsc  nue  l'onction  de  z  et  de  P,  on 
aura  aussi  m  =  const.;  donc  l'éipiatiou  dont  nous  parlons  deviendra 

4Ph^— 4\=o,     ou     P«=-X  =  o, 

la(|uelle  [)ouri'a  toujours  se  vcriticr  lors(pie  X  seia  une  loncliori  de  ;, 
comme  nous  l'avons  supposé. 

Au  reste,  comme  cette  solution  est  l'ondée  sui'  riiypnllii'sc  pailiciilii're 
de  u  égal  à  une  fonction  d(^  z,  il  s'en  faut  lieaucoiip  (pi'on  puisse  la 
regarder  comme  exacte  et  complète;  aussi  n'est-elle  ici  (pie  comme  uiu- 
introduction  à  la  solution  générale  que  nous  allons  d(uiiicr  dans  les 
numéros  suivants. 

29.    Nous  aurons  d'abord  comme  ci-dessus  les  deux  e(|ualions 

ôP       aâS  _  rdxàu  _ 

~Y  S~  ^  °'      j       li-      ~  °' 

et  de  plus  nous  aurons  aussi  ré(piation 

oS  :=  2-  I  zoz  dx , 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  une  é(|ualion  entre  5P,  fî?/  et  5;.  Pour 
cela  je  reprends  l'équation  en  u,  et  pour  la  rendre  plus  Irailalde.  je  la 
ramène  à  sa  première  forme  en  faisant  u  =  /-,  ce  (pii  la  rcduil  à  celle-ci 

la(|uelleest  moins  chargée  de  dillérciitielles  (pic  celle  eu  ir.  maintciiaiit 
je  la  dillerenlie,  en  affectant  les  (liffcrciiticllcs  de  la  caracteristiiiuc  o  cl 
faisant  varier  \\  la  fois  /,  P  cl  z\  j'aurai 
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lnili^  |iiiis(]uc  \  est  siippost'c  uik-  ronctidii  de  c.  on  ;nirii  (/\    -  \'dz.  cl 

par  (•(>iis('(|ii('iil   aussi   rîX  =  X'5r-;   de  plus,  on  a  |)ar  la  méthode  des 

variations,  exposée  dans  les  toiues  H  et  IV  des  Miscclldneit   Taiirincri- 

sia  "  ,  fid'l  ^=  d'<]t:  doue,  substituant  ces  valeurs  cl  niellant  de   plus 

P/ .    ,       ,  ,    d-l         1 
^  a  la  place  de  -j—,  —  — »  on  aura  celte  e(|ualioii 

Po/-r-/0P r h  \      -j =0      (       ;, 

X  \  dx'  V    I 

c'esl-ii-dire 

Je  iuulli|ilie  niaiiilciiani  celle  ('(lualioii  pai'  c/.da\  a  elaiil  une  nouvelle 
indeliTininee.  cl  je  rinléi;re  en  l'aisaul  disparaître,  paf  des  intci^ialions 
paili(dles.  les  dilTeiences  de  o/:  j'aurai 


/Lc-^)«--iê^'J-- 


\cxdot  _  d{Xx)dl 
dx  dx 


-f- 0 P  I  /a dx  —  P  /  — ^; — -  dx  =  consl. 
Je  Mipposc,  ce  (|ui  est  permis,  (|iie  la  quantité  y.  soil  lelle  (jue  l'on  ail 

\  /•  /  dx'  P 

H  elanl  une  constante  (iucliiin(|ue:  rc(pialioii  prccedcnle  deviendra 

H  / i -, —j-^ 1-  oP  /   /zf/.r       P  I ;r^ dx  --  roiisl., 

J      I  dx  dx  J  J         \ 

'  I  ()Jiiiirf\  (le  Lapante,  t.  1,  p.  335,  cl  t.  II,  |i.   J7. 

(**)  Le  terme  — ;— devrail  avoir  ici  le  signe  +  comme  dans  la  formule  |)récédente.  Le  chan- 
gement de  ce  signe  a  pour  effet  d'infirmer  tous  les  résultats  qui  suivent:  ces  résultats  sont 
ifailleurs  affectés  de  plusieurs  autres  erreurs  do  calcul.  Nous  avons  reproduit  exactement  le 
texte  primitif  en  nous  bornant  à  corriger,  comme  nous  lavons  toujours  fait,  les  fautes  typo- 
graphique*; on  trouvera,  à  la  fin  du  Mémoire,  l'indication  des  modilicalions  qu'il  y  a  lieu  de 
faire  subir  aux  principales  formules.  A"/''  '/'■  r r.diiciii .\ 
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(lîi  je  i-ciiKirque  qu'à  cause  de  t-  =  u  on  aur-i 

tdx 


/otdx I    r oiid. 


Donc,  si  l'on  étend  rintégration  de  ri(|ua(i(in  precedcnle  depuis  .r  =  o 

jusqu'à  a-^a.  ou  aura   la  valeur  de  l'intégrale  / —■>   iaciuelle  devra 

être  nulle  par  les  conditions  du  Proldi'Uie. 

Pour  cela,  je  nomme  B  la  valeur  totale  de  l'intégrale  /  fccda\   prise 

depuis  j:  ^  o  jusqu'à  x  =  a,  ensuite  je  nomme  U  et  M    les  valeuis  des 

Xarfô/         d(\a.)   ^  t  •    .       •  .  i    •       ■ 

termes  — -, -, 0/  pour  le  point  ou  a-  =  o  et  pour  celui   mu 

dx  dx  '  *^  I 

.    ,                           ,     rdldx       i    foiidx  I , , 

.r  =  (i;  j  aurai  donc,  a  cause  de  I  =  -  j  —  =  o,  1  équation 


d'où  l'on  tire  d'abord 


l'intégrale  |  -^ — ^  ^  étant  aussi  supposée  prise  depuis  x  =  o  jus(|irà 
j^  =  a. 

Donc,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  oP,  ainsi  (|ue  celle  de  ')S.  dan? 
l'équation 


ÔP        2ÔS 


on  aura  celle-ci 


-I =  H I dx  —  ^  \  zozdx  =  o. 

BP  B  '         \  >J 


ou  bien,  à  cause  que  les  quantités  B  et  S  sont  ciuistanles  [>ar  rapport 
à  X,  puisqu'elles  expriment  des  intégrales  déterminées  où  r  est  supposé 
égal  à  a, 

1 
BP 

U. 


>     ^  j  \  BX  S   ,/ 
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On  ;uirii  donc  d'iiliord.  |t(»nr  Ions  les  points  de  lii  conilii',  r(''(|nalion  in- 
dctinic 

c'csl-à-dire, 

tx\'  _  4^8 

z=X  "     S    ^ 

(Misnile  on  aura  l'équation  dotormincH'  M  :  II,  la(|U('ll<'  uc  se  rapporte 
(|u'anx  points  extrêmes  de  la  eourhe  où  x  -  -  o  et  .r  --  a. 

■  30.  Ainsi,  pour  avoir  l'équation  de  la  eourhe  ciieichée,  il  n'y  aura 
(|n'ii  eliiniiuM'  les  deux  indéterminées  /  et  c/.,  à  l'aide  de  ces  trois  équa- 
tions 

zX    ~     S    ' 

d'{\ix)       II 

-I-  i :  -'  — , 

(l't        \\ 

(M  comme  X  est  supposée  une  fonction  connue  de  r,  on  aura  uu<'  e(|ua- 
tion  finale  entre  les  ordonnées  z  et  les  al)scisses  x. 

Il  est  hou  de  reuiar(|uer  (|ue  si  l'on  fait  u  --  11/',  la  constante!  H  dispa- 
raîtra de  la  seconde  écpiation.  l'I  ipie  la  premii'rc,  étant  divisée  par  H, 

deviendra 

rl\'  _47:B 
z\  "   US ' 

de  soile  (jue,  connue  H  est  une  constante  arbitraire,   la  (|iiautité      .  " . 

ailla  une  valeur  cniislaiile  (pielciuKpie  indépeiidaiite  de  |{  et  de  S. 

De  celti'  manière  on  aura  dinic,  eu  prenant  une  c(Uistante  arliilraire  (;, 
les  trois  équations  suivantes 

■^--' 

3X\  n"{Xr)        i 

''  ^ r-r-  -  »  "-  "• 


SUH    LA   P-KiLRE   DES  COLONNES.  155 

qui  iTni'cMiiont   la  soliilioii  du   Problème  proposé,  piis  diiiis  tituU'  sa 
généralité. 

31.  Si  l'on  chasse  r  et  t.  il  viendra  une  équation  en  z  et  .r  ilii  qii;i- 
triènie  ordre,  qui  sera  peut-être  bien  ditReile  à  intégrer:  mais  je  re- 
marque que  z  =  const.  sera  sûrement  une  intégrale  particiilil'ri'  de  eelte 
équation;  car  supposant  z  constante,  X  et  X',  (|ui  sont  des  fonctions 
de  z,  seront  aussi  constantes,  de  sorte  que  si  l'on  suppose  aussi  r  et  / 
constantes  en  même  temps,  les  équations  ci-dessus  deviendront 

Vt-~  =o, 
dont  les  deux  dernières  donneront  d'abiud 


P«<  — 3X  aVl^ 

ensuite  la  première  donnera 


>.2X  i  l'X 


d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  z,  laquelle,  à  cause  de  la  constante  arbi- 
traire C,  pourra  être  une  constante  quelcon<iue. 

32.   Celte  valeur  de  r  donne  evide cnl  \n\  cvlindic  poni   la  iigiirc 

de  la  colonne;  mais  comme  ce  n'est  ([u'iine  valeur  parliciililMc .  elle  ne 
peut  être  censée  résoudn»  le  Pr(d)li'me  (|ue  dans  certaines  circonstances. 
En  ellet,  comme  l'équation  en  r.  doit  être  du  (|uatriènie  ordre,  ainsi  (jne 
nous  l'avons  remar(iué  ci-dessus,  elle  renfermera  necessaiicmciil .  ctant 
intégrée.  (|uat['e  constantes  arbitraires,  en  sorte  (|ue  l'on  pourra  faire 
passer  la  courbe  par  (juatre  points  quelcon(|ues  donnés,  ou  |iar  deux 
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points  et  par  deux  tangentes,  ou,  etc.  Si  l'on  veut  (|U("  la  comité  de  la 
colonne  <|ni  doit  avoii'  la  pins  grande  l'orée  possilde  passe  par  quatre 
points  également  éloignés  de  l'axe,  dans  {'v  cas  on  sera  assuré  qu'il  n'y 
aura  (|u'nne  ligne  droite  qui  résolve  le  Problème,  en  sorte  que  la  colonne 
devra  élre  nécessairement  cylindrique.  I.a  même  chose  aura  lieu,  par 
exemple ,  si  les  deux  hases  de  la  colonne  doivent  être  égales  entre  (dles. 
et  (|ne  de  plus  les  tangentes  de  la  courhe  aux  deux  extrémités  doivent 
élre  parallèles  it  l'axe,  et  ainsi  du  Ê'cste. 

En  général,  toutes  les  fois  (pie  les  (|iiali'e  conditions  données  seront 
lelles,  (pi'elles  pourront  cadrer  avec  une  ligne  di'oite  parallide  à  l'axe, 
cette  ligne  sera  sûrement  celle  du  maximum;  mais  dans  Ions  les  autres 
cas  le  Prohli'iue  ne  pourra  se  résoudre  (|ue  par  l'iulégratiou  compU'te  de 
l'eipiation  dillérentielle  en  ;  et  .r. 

'Yi.  Si  l'on  veut  (|ne  la  cidonne  soit  ii  peu  pii's  <  ylindi'icpu'.  ce  (pii  est 
le  cas  le  plus  ordinaire,  (Ui  pourra  résoudre  le  l'ioldème  d'une  manière 
appro<'hée  ([lU'  voici. 

I'nisi|ue.  lors(|ue  ;  est  constante,  on  a  aussi  /•  et  /  constantes,  il  est 
visihie  (|ue  si  z  varie  peu,  /et  MarieronI  peu  aussi. 

Supposons  donc 

z-'7.{i-ht),     r=R(H-p),     /  — T(i-(-e), 

Z,  R,  T  étant  des  constantes  Unies,  et  ^,  fi,  0  d(!s  variables  très-petites;  cl 
substituant  ces  valeurs,  (ui  pourra  négliger  les  produits  de  deux  ou  de 
plusieurs  dimensions  de  'Ç,  o,  0,  en  soile  (jue  l'on  ;mra  des  équations  où 
les  variables  ne  se  tioiiveronl  cpie  sous  une  forme  linéaire,  et  qui  seront 
par  conséqiH'Ut  iutégrables  pai'  les  metliodes  connues. 

.Mais  avant  de  faire  ces  substitutions  ou  remarquera  que,  comme  X  est 

supposée  une  fonction  donnée  de  z,  si  l'on  fait  -y-  =  X'  et  -jr  =  X", 
les  (piantités  X  et  X'  deviendront  à  très-peu  |)rès  X  +  X'ZÇ,  X  -I-  X"ZÇ, 
c'est-à-dire,  X  (  i  -h  ^' "■  U  X'  (  h-  ■^,  "  i  en  supposant  cpu'  l'on  ail  mis 
Z  à  la  place  de  z  dans  X,  X',  X",  eu  sorte  (|uc  ces  (piantilés  seioiit  main- 
teiiaiil  constantes. 
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De  cette  manière,  les  équations  du  n"  30  dcvicndronl 


RTX' 
ZX 


4"-"(-¥^-4.Kp.].xR(-îg.Ê)-f,,-3,=„. 

Or,  si  les  quantités  o,  S  el  Ç  étaient  nulles,  on  auiail 

RTX'       ^.  .    „  /„      3X\        t  „„      X 

d'où  l'on  tire 


X  =  PT<,      R  =  --j^; 


donc,  supposant,  ee  qui  est  permis,  (pie  ces  e(|uations  aient  lieu,  les 
équations  précédentes  deviendront 


ZX"       ZX' 


ax'         \ 

ZX'  ZX'       ZX" 

ou  l)ien,  en  taisant  pour  plus  de  simplicité  4^      ->1,  i  -l- -^^^ ^  ~  "^ ' 

on  aura  ces  trois  équations-ci 

p-i-9-N?^o, 


j  r,  -  3»:) -h  P -p^  +  p -f- 6(3  ^  o, 


M     I 

\      aa 


rix' 
de  l'iuléi^Tatiou  des(|uelles  dépend  maiuleuanl  la  soluliou  du  l'i<dilcuie. 
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M.   l'mir  iiiU'jiifr  ti-s  é(|ualions  je  suppose 


«sin  I  £  -^  -ï^  Tp7 

o      ■       (  V'''' 


p  =  y  sin 

y.,  ,';,  '/.  i  et  o  étant  des  constantes  indéterminées;  je  sulisliliie  ces  va- 
leurs et  je  tlivise  ensuite  tous  les  termes  par  sin  [  £  +  a?  ^  j;  j'ai  les  trois 
('([uaticuis  suivantes 

y  + 13—  N«  =  o, 
—  Ma(w-i-3)  —  y(f.)  —  i)-(-G(î  =  o, 
—  (3(w  — 4)  — Ma  =  o; 
l;i  (Icr'uii're  donne 

='- M        ' 

ce  t|ui  étant  substitué  dans  les  deux  premières,  on  aura 

(3[6  +  (c.)  +  3)(&)-4)]-y(^. -i)  =  o; 
la  [)remière  donnera  sur-le-cliainp 

[        N(..-4)| 

(■I  substituant  ensuite  cette  vaieui-  dans  l'autre  etjuarKui.  ou  aura,  après 
avoir  divisé  tous  les  ternies  par  /5, 

6-t-(co-)-3)(&)  — 4j-f-(w  —  i)     iH ^^  ~  ^       =o, 

c'est-a-diif,  eu  réduisant. 


(M  -4-N)r„^-5Nw4-(4N-  7M)- o. 
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équation  d'in'i  l'on  tirera  deux  valeurs  de  '^,  les(|ueiles  seriiiil  tuujoms 
néoessaireniont  leelles,  à  eause  ijue 

(5Nr-  4(M  -)-  N)(4N  -  7M)  =  9N^-u  I3.MN  +  7.8M'=(3N  +  ?.M)=+  24^1=, 
et  ces  valeurs  seront 


5N  +  y'(  3N  4-  2M )■  +  24M' 


2(M+N) 

(Àimnie  la  (juanlité /5  a  disparu  de  ré(|uation  en  oj,  il  s'ensuit  (|u"elle 
reste  indéterminée,  de  ;^orte  qu'on  pourra  la  prendre  à  volonté:  mais  on 
peut,  si  l'on  veut,  prendre  «  à  volonté  au  lieu  de  fi,  ce  (|ui  sera  plus 
commode,  parce  que  c'est  proprement  la  quantité  'Ç  que  l'on  cherclie; 
alors  les  ([uantités  p  et  y  devront  être  déterminées  ainsi 

oj  —  4  \        'j'  —  4  / 

Quant  il  la  constante  £,  comme  elle  a  aussi  disparu  des  équations,  elle 
sera  pareillement  arbitraire. 

Or,  puisque  la  quantité  'j)  a  deux  valeurs,  si  l'on  désigne  ces  valeurs 
par  'ji  et  w',  et  que  l'on  prenne  deux  autres  constantes  arbitraires  «'  et  j', 
on  aura,  pour  la  valeur  complète  de  'Ç,  l'expression 


et  les  valeurs  correspondantes  de  0  el  p  seront 

9  =  (3  sin  (  c -t- X  ^  j  +  ,3' sin  f  e' -f- X  ^' j, 

p  =  7  sin  (  e  -I-  X  ^  )  H-  y'  sin  (  e'  +  X  ^  ), 

jS'  et  y'  étant  les  valeurs  de  /5  et  7  qui  résultent  en  nictiani  o.'  et  'o'  à  la 
place  de  9.  et  w. 

35.   Je  remarque  maintenant  (juc  liirsipie  ;  est  éj;al  à  une  constante. 
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«.3  1* 

1»'  (|ui  est  if  cas  des  colonnes  cylindrKincs,  on  a  (llj  P  =  '-^ ,  a  étant 
la  lianiciir  de  la  colonne.  ~  ctanl  l'ant-lc  de  iHo  dcgrcs;  ainsi,  dans  notre 
cas.  où  z  —  Z-hZ'C,  on  anra,  aux  (inantités  tri's-nctitcs  pii's.  P  = -■^;-i 
puisque  X,  étant  constante,  est  la  même  (pianlilc  (|n'(in  avait  désignée 
par  K  fl2;:  or  on  a  (33)  X  =  PT';  donc  X  =  ^^~^,  ,r()iiT'  =  -,  et 
|>ar  c(insé(|uent  T"  =  -■■,  donc,  si  l'on  sui)stitue  cette  valeur,  nn  aura 


=  a  sin     £  H '—     -f  a  sin    £  + 


y,  «'.  £.  î'  étant  quatre  constantes  arbitraires  (ju'on  pourra  déterminer. 
en  sorte  que  la  courbe  cherchée,  dont  les  abscisses  sont  x  et  les  ordon- 
nées sont  2  =  Z(i  +  Ç),  passe  par  quatre  points  donnés,  ou  par  deux 
points  et  deux  tangentes,  ou,  etc.,  comme  on  l'a  dit  plus  haut  f32  . 

A  l'égard  des  valeurs  de  w  et  w',  elles  ne  dépendront  (]ue  de  la  nature 
de  la  fonction  X  de  Z;  car  en  faisant 

Zd\       -,        Zrf'X        .,, 


_  5(i-i-M-M')  +  v/(3-h5M-3M')'+14M' 

~  2(l-(-2M—    M')  ' 


,_  5(i-i-M-M')-v(3  4-5M-3M')'+24M' 
'^  ~  2(n-2M-M') 

S'il  arrive  (|ue  oj  soit  négatii',  alors  le  radical  y  '^  deviendra  imaginaire, 

et  le  terme  (/.  sin  (  i  H —  j  deviendra  (en  y  mettant  ;  y  —  '  i'  '■'  place 

de  •  et  2«  V —  r  a  celle  de  c/.)  de  cette  l'orme 

xn^  — <u 


—  i  — 

—  e 


ZJ^-^\ 


il  en  sera  de  même  du  terme  v.'  sin  (  î  h ^-^  j»  si  w'  devient  négatii". 
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Si  X  est  supposé  proporlioiinol  à  une  puissance  (|ucl(<iii(|uc  de  r  ou  Z, 
(Ml  sorte  que  X  =  KZ",  on  aura  M  =  n,  M'=  n  —  i;  donc 


_  5  +  v'9  +  6«  +  7»' 


,       5  —  Jq -\- 6n  +  1  n- 

(,)  = --^ '- — , 

■?.-hn 

et  sup|)usant  «  =  4.  eoninic  on  l'a  l'ail  plii^  liani,  nw  aura  ',>=^2, 
'./ = — -;  par  conséquent  re(|uation  de  la  conrlie  contiendra  dans  ce 
cas  des  sinus  et  des  exponentielles. 

36.  Pour  ce  qui  rei;ardc  les  constantes  «,  a',  i,  i' ,  Ir  nidscn  le  pins 
simple  pour  les  déterminer  est  de  supposer  ([ue  les  valeurs  de  'Ç  et  -p 
soieni  dfuinées  aux  deux  extrémités  de  la  colonne  où  x  =  o  et  oii  a-  =  a. 
Pour  cela,  supposons  doue  ijne  l(n'S(|ue  x  =  o  on  ail  Ç=p,  -j-_  =  <f ,  et 

que   lorsque  x  =  a   on   ail    Ç=p',  -7^  =  q',   en   sorte   ()nc   '/,(i-hp), 

'A  i  -h p' )  soient  les  rayons  des  deux  l)ases  de  !a  colonne,  rinlërieure  el 
la  supérieure,  et  que  Zq,  Zq'  soient  les  taniientes  de  l'inclinaison  du 
profil  de  la  colonne  avec  l'axe,  à  l'extrémité  inferienre  et  ii  l'extiemilé 
supérieure:  on  aura    35 

p  =:  a  sine  -+-  «'  sins', 

(I  =:  — ï—  (  y.  cosc  -+-  ce  COS£  ), 
a 

p'  ^  asin  f  £  -^  -  \  0)/  -(-  a'  siii  (  e'  -I-  -  v'w'.), 

q'  =  '-^-^    y.vos   i^~  V  0)  )  -I-  a'  cos  I  e'  -(-  -  y  <»')]; 
a 

d'oii  l'on  |)ourra  tirer  les  valeurs  de  y.,  u  .  i.  i  :  en  ell'el.  les  deux  prc- 
11.  21 


162  SUR   LA   FIGUHK   l)i:S  COLONNES, 

inil-rcs  domicroiit  ccllos-i'i 


/>  f os  (  t:  v'w' )  H prsin  {n\f<^)  =:asin  (s  4-  -^m')  h-  a'  siii  fs'  +  r  v'«>' j' 

—  p  siii  !  -  y/'ù)'  )  H {=  cos  f-  v'w'  )  =  a  cos  {z  +  -  y/w'  )  •+-  a'  ("OS  ( s'  -f-  7:  v'ci'  ), 

csiiiicllfs  ('[aiil  roml)inées  avec  les  doux  {Icruii'rcs  (loiiiicroiil 


ros  (  £ 


y  f<)  -I-  y/w'  \     .      /      y/^  —  y/fji' 


)  —  />'  —  />  cos  (7:  y>.)'  j -^  Sill  f  r.  y/r<)'  ), 
7:  »/''')' 


.     /  y/w  -I-  y/ù)'  \     .      /       v'w  —  y/ m'  \  flfl'  .      ,  -,  ,  du  ,       ,— , 

zsinl  EH---Ï î —  )s'"l  '^^ ^ —  )= — ^  +  ;»sm(77v',)'j i=i-os(ry/w'), 

\  2        /        \  ^        /      7:  v'f.)'  r  v'w' 

d'oii  «'Il  l'aisaiil,  pour  abréger, 


P  =:/>Sin  (7ry/&7j  H i=  cos  (7:  y.  û)')  +-— ^— , 

7:  y/oi'  7:  yoj' 

Q  =:/>cos{7:  y/w')  H -l:^  sin  (tt  v'w')  —  //, 


on  tire 


tang    £ 


_  y/w  +  \Jm'  \  _  P 


/FTQ' 


y/w  —  y/w' 


et  de  nièine,  en  laisaut 


P'  —  p'  sin  (t:  y/w)  H a=  cos  ( r.  y  w  j  +  -  -^-:_ , 

7C  y' w  TT  y/to 

Q'  =p'  cosii:  \Jo))  H ^  sin  (71  ^w)  —  p, 

TT  y/o) 


lang  (  c'  4-  TT 


y^  -I-  y'&l'  \  _  P' 


,  _  y/P"  +  Q" 

y/o)  —  y'o)' 
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37.  Ainsi  les  constaiilos  y.,  -,  a',  i  iuiront  des  viilciirs  (Irlcriiiiiii'fs,  si 
les  (juaiititcs  p,  q,  p',  q'  son!  toutes  doiinées.  de  sorte  qu'il  ne  restera 
plus  rien  d'indéterminé  dans  l'éciuation  de  la  eourhe  elieieiiée;  mais  si 
(|uel(jues-uni's  de  {cs  dernii'ies  (|uanliles  ne  sont  pas  données,  alors 
quelques-unes  des  constantes  a,  £,  a',  î  resteront  indéterminées,  et  ce 
sera  une  nouvelle  (ineslion  de  maximis  et  minimis  de  déterminer  ces 
constantes,  en  sorte  que  la  force  de  la  colonne  soit  la  |)lus  i;ranilc  ([n'il 
est  possible.  Or  l'équation  de  la  courbe  étant  donnée,  il  est  clair  (|u'il 
n'y  aura  (]u'à  chercher  l'expression  de  la  force,  et  la  reiulre  ensuile  un 
maximum,  en  supposant  que  les  constantes  indélerminé<'s  soient  va- 
riai)les,  ainsi  (|ue  nous  l'avons  fait  plus  haut  lorscpie  nous  avons  pris 
une  section  eouitjue  pour  la  courbe  de  la  colonne;  mais  la  méthode  (|ue 
nous  avons  employée  pour  rés(uulre  le  Probli'me  en  t;éneral  olIVe  un 
moven  plus  simple  de  parvenir  au  même  but. 

38.  Pour  cela,  il  n'y  a  cju'a  se  rappeler  (|ue  l'éipialion  ipii  rcnfcrmail 
les  conditions  du  maximum  contenait  deux  parties  :  l'anc  alieclec  du 

signe  1^  (jui  a  servi  à  déterminer  en  général  re(piation  de  la  courbe; 

l'autre,  hors  du  signe  / ,  qui  ne  se  l'apportait  (la'aux  deux  points  exlrémes 

de  la  courbe  et  dont  nous  n'avons  juscpi'a  présent  fait  aucun  usage. 

M— n 

Otte  dernière   partie  de    l'ecpiation   dont  il  ^"agit    f29     est  — jjp~' 

OÙ  n  est  la  valeur  de  la  (luantile  —^ 777" '^^  1'"""'        |»''''>"''i' 

point  oii  cr  —  o,  et  ^1'  la  valeur  de  la  mcme  (|uaiilili'  pour  le  dernier 
point  où  a=a:  ainsi,  comnu'  on  a  égale  se|iarenient  à  zcio  la  première 

partie  allèctee  du  signe    /•  il  faut  pareillement   égaler  ii  /.eio  la   parlie 
algébri(iue  — ^p— '  ee  (pii  doiuiera  l'ecpiaiitui  déterminée 

^-  -  n  =  o. 

Pour  faii'c  usage  de  celle  e(piali(m.  ou  reniar(pirra  (|ue  les  variations 


16i 
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àt  cl  —, —  ou  bien  -j— »  (iii'cUf  coiiliciil ,  ne  rcuiii'dciit  (iiic  les  viilciii'; 
(la-  ax       '  ^  ' 

fxirriiics  (le  /  cl  y-i  l('S(|ii('ll('s  (Icpcudi'iit  iiiiKHicinciit  des  (iiialrc  coii- 

slitnlcs  atliilrjiirt's  (|U('  l'expression  i^enéiale  de  /  doit  reiireiiner.  et  (|ui 
sont  les  ineiiies  ijni  entrent  dans  l'expression  de  'Z:  iloii  il  s'ensnil  t|iie 

|)onr  a\oir  les  valenrs  en  (inestion  de  0/  el  île  'î  ,    ^  il  l'andia  Caire  varier 

ces  mêmes  constantes  dans  les  expressions  de  /  et  de  -j-i   on  scnlemeni 

'  <lx 

celles  d'cnlrc  elles  qui  seront  demeurées  indéterminées;  on  aura  parce 

moyen  les  conditions  nécessaires  pour  la  détermination  de  loult's  les 

<'oiistaiilcs  indetei'minees. 

."{il.    Pour  appli(|iiei'  ceci  au  cas  du  u"  ',^'^.  on  sulistituci'a  d'altoi'd,  dans 
l'expression 

\«C)  -; — } Ol, 

dx         dx 

H/-  =  HR  (1  +  p )  à  la  place  de  a.  X  (  i  +  M  Ç )  à  la  |)lace  de  X ,  et  T (  1  +  5  j 
à  la  place  de  t,  et  négligeant  les  termes  ou  les  (|uantités  très-petites  ^, 
0,  5,  les(|U(dles  rorineraient  ensemlde  deux  ou  pliisii'urs  dimensions,  on 
aura  celle-ci 

HXRTô4^, 

(Ix 

oii  ilXRT  est  une  quantité  constante. 

Or.  l'expression  générale  de  5  est  [lii  cl  .'^5  ,  en  y  substituant   les 
valeurs  de  fj,  ^J  et  ï',  c(dlc-ci 


r  ■  /    "^"v 

OL  sm    t  -)-  ^^- 

M      \ ^ 

L.  \  —  w 


/    .     ,       xr.  \,iii' 
suu'  H — 


4  —  o) 


iX<\n  l'on  tirc! 


d^ 
dx 


a     L 


xn  v» 


a'  \j(j!!  cos  (  t' 
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Doue  : 

I  "  Faisant  a;  =  o,  on  aura 

dB  M-  /a  \M  cos£        x  \'t)  cosê' 

dx         a    \    4  —  ''^  4  —  ''>' 

et  (lifférenliant  par  §,  en  faisant  varier  a  la  fois  c/„  z,  oc',  =',  on  aura  pour 
le  premier  point  de  la  eonrbe 

,  f/9       M-    v'o)  >  .      ^  ,      M-     vV'j'     ,         ,  ^  ,        ,   .     ,  .  ,, 

0-7-  =  r^ i  COScOa  —  3£  SlIlcOS)  H -t^ ;  (COS£    OX    —  X    SIllE    0£    )  ; 

dx         a    ^  —  m  <z    4  —  « 

eette  (juantite.  multipliée  par  HXRT,  sera  la  valeur  de  11. 
2"  Faisant  x  =  a.  on  aura 


dx 


Mît  fœ^/W  ces  (s  +-  V&J  j  3t'  yw'  COS  (e'  +  Jly'w'J  1 

a    L  4  —  'J'  4  —  '^''  J  ' 


doue,  dill'erentiaut  par  o,  en  faisant  varier  également  a,  s,  «',  i'.  on  aura 
|ti)ur  le  dernier  point  de  la  eourhe 

.  dQ       Mît     vu      r        /  ~  I  ^  •    -  ~  \  î.    I 

0  -f—  = T COS  U  +î:vwJoa  —  X  sine  -+--^wj<Je| 

dx  a     4  —  w    " 

rt    if  —  '.)    ' 
et  cette  quantité  multipliée  de  même  par  HXRT  sei-i  la  valeur  de  M  . 
40.   Ainsi  re(]uation  4^'—  R  =  o  doiniera.  en  ordonnant  les  lenne>. 

^  f^COS  (s  -1- -  yO)  )  —  COS£  j  âa 

sin  (  s  +  -  v'o)  j  —  sin  £  J  aôs 


4  —  w 

y  &) 

4  —  « 


y/w' 


4 — &>' 


7  [cos  !£'-♦--  y  o'  ;  —  eosc'  ^  oa' 


y  M 


■;  [sin  (  e'  H-  îT  y'ta'  j  —  sin  î'  J  a'  as'  -  o. 


4  —  w' 

d'où  l'on  déduira  les  eonclusious  suivantes  : 
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I"  Si  les  valeurs  dos  ciiiatic  roiislanli-s  2<,  «',  i,  e'  sont  doiinécs  comme 
dans  le  cas  du  u"  3(),  ou,  en  gfMiéral,  l()rs(|ue  la  eourlie  ddit  salisiaire  ii 
(|ualre  ((indilious  données,  les  dill'érenccs  (ic/.,  ox  ,  oi,  o:' seioni  nulles 
d'elles-mêmes,  et  l'éciuation  doni  il  s'agil  se  trouvera  idenli(|ue. 

■>"  S'il  n'y  avait  (|ue  les  (juantités  x  et  a'  de  données,  alors  ne/,  el  o«' 
seiaieni  nulles,  et  il  l'andrail  l'aii'c  evanuiiif  se|)ar(''nienl  les  termes 
alleclés  des  dilTcrences  indéterminées  oi,  ni',  ce  (|ui  donnerait  ces  deux 
éiiuations 

sin  (  e  -I-  t:  V  w  )  —  sin  e  =  o, 

sin  (  î'  -1-  r  V  'ji'  )  —  sin  s'  ;=  o, 


le>(|U(dle.s  si'r\iraienl  à  déterminer  les  angles  £  et  £';  on  aurait  doni  .  dans 
ce  cas, 

sin—  v&i  —  \  '» 


d'où 


1  —  CGsr  \j'i) 


tange 


'  = ^ — -  =  col  —2 — , 


I  —  COS-  \  '.1 


£=90" 


\/&) 


e'  =  <)o"  — 


■K  y/ui' 


Si  c'étaient  les  (juanlités  i  et  i'  (\n\  lussent  données,  alors  les  termes 
atïectés  de  oi  et  Si'  s'évanouiraient,  et  il  iaudrait  ensuite  faire  dis|iarai(re 
ceux  (]ui  sont  affectés  de  oc/,  et  oa';  mais,  comme  ces  It'rnu's  ne  reu- 
fernuMil  point  les  (|uantités  indéterminées  «,  a',  mais  seulement  les 
données  î,  i ,  il  s'ensuit  (|n'il  est  impossible  de  les  faire  évanouir  en 
général,  ce  qui  est  une  marcpie  (|u'il  n'y  a  point  de  maximum  par  rap- 
port aux  constanles  c/ .  y'  en  particulier. 

'3"  S'il  n'y  avait  de  donné  (|ue  les  deux  hases  de  la  c(doiMie,  alors  les 
valeurs  de  p  et  p   seraient  données  (3G;;   on  prendrait  donc  les  deux 
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('(liialion.s  de  ce  iiiiincrd 

p  =:  a  sin  ï  H-  a'  sin-', 

p'  =xs\n  I  c  +  t:  yo)  j  +a'sin  ( z'  +  -  yV)' 

et,  les  différcntiant  par  5,  en  faisant/;,  p  constantes,   ri   y.  y\  =,  : 
variables,  on  aurait  ces  deux-ci 

sineâa  4-  acosîoî  +  siris'ôa'  4-  a'  cose'ôî'  =  o, 

sin  [t+T.  \i(ji  j  lîa  +  a  cos  f  £  +  -  yjf.i  )  ài  +  sin  [s.'  -\- ~  yô)' j  oa' 

-f-  et!  COS  il'  -'r  T.  y/o)'  j  Ôe  ^  O, 

à  l'aide  desquelles  on  pourra  déterminer  deux  des  cpiatre  différentielles 

indéterminées  o«,  oa',  5i,  o;' par  les  deux  autres.  Clierclioiis  on  et  o;; 

pour  cela,  on  retranchera   les  équations  précédentes  l'une  de   l'aulif 

après  avoir  multiplié  :  i°  la  première  par  cos(s'+;rv  oj),  et  la  seconde 

par  COS  s;  2°  la  première  par  sin  [i -^  v:  \fià) ,  et  la  seconde  par  sinj;  on 

aura 

,         sin  c'  COS  (  £  +  r  V  w  )  —  sin  (  £'  +  t:  v'w'  j  ces  t  ^   , 
dcL  = ^ î — '- — -^ ï — 0  X 

sin  (tï  y'w  j 
cose'cos  (e  -t-TT  v/«)  —  sin  (e'  +::  v'w)  cose    , ,  , 

H ^ ï -;; — x  ot , 

sin  (tt  y/w  j 

sins'  sin  (e  -i-TzJoi  1  —  sin  (s'  +r:i/w')  sine  . 

aOî  =  —  ^ — — =^- — ox 

sin  (t:  y'") 

coss'sin  (e  +  TT  v^6))  —  cos(e'  +  7r^M')  sine    , .  , 

sin  (r:  y'in  ) 

On  substituera  donc  ces  valeurs  dans  l'eciuatiou  ticnerale,  et  on  fera 
ensuite  égaux  à  zéro,  séparément,  les  deux  membres  all'cclés  de  oa  et  o:', 
ce  qui  donnera  ces  deux  équations 

," — ;  [ces (s'-f-Tï y/ (■)')  —  cosê'1  +7-^^ tang  ''  ^  '  ('sin(e'-(-zv'w')  +sin£'J  =  o. 

«'  i/w'  r  .    /  .  ,— 7 ,        .     ,1       oc'  i/u  îT  \/(ti  r       /  /  ~;  \  »  i 

y-^ — ;  [sm  (e' -I- 71  v'w  )  —  sme'J  -f-  .   *     tang— ^'—  [cosU  -f-7ryco  J-f-cose  J  =  o, 

^  —  W  A  —  Ci)  2 

qui  serviront  à  déterminer  les  quantités  a'  et  c'. 
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l-ji  cllcl  lit  priMiiière,  ne  i-onloiianl  que  la  quantilc  i\  (Itmiicia  la 
valeur  de  irtli'  (iiiantité:  tMisiiitc  il  faudra  déterminer  a'  par  la  seconde 
e(|iiarii>ii .  Ia(|iiellr  donnera  x'=o;  ainsi  la  valeur  de  'Ç  se  rédnii'a  à 
eelle-ei 

aTTT  y  0) 


?  =  a  sin  I  £-4- 

oii  les  ((nislanles  c/  el  i  devront  se  déterminer  par  les  deux  (  ondilions 

/;-    5:siii£.     />' —  xsin  '  £  ^ -\ '.)  ;, 
don  l'on  lire 

lange  =  — '- ^— f — ^, 

p'  —  pCOS  (77  V  6') 
_  \lp'-  —  -ipp  COS  (  TT  v^&)  J  +  /?' 

sin  {-  \jbt  ) 

)'l  l'on  reinan|nera  cpie  l'on  pi'Ul  prendre  indillerenunenl  |)our  '•>  l'une 
()ueleoni|ne  des  deux  racines  de  re(|u:ili(Ui  en  '«;  de  sorte  (|ne  la  s(diilion 
sera  douhle. 

4"  lînlin,  s'il  n'y  avait  rien  de  donné  et  (|u'on  cher»  liai  alis(duuieiil , 
entre  toutes  les  eourhes  |)ossil»les,  celle  (|ui  torniera  une  c(doiiiu'  de  la 
plus  iirande  force,  relativement  ii  sa  hauteur  et  à  sa  niasse,  comun-  nous 
l'avons  supposé  dans  nos  calculs,  il  faudrait  alors,  dans  ré(|nali(ni  ci- 
dessus,  éi;aler  séparément  ;i  féro  les  inend)res  alleclés  des  dilleicnliidles 
indélerniinées  ôz,  5c,  ov\  01'.  ce  ipii  d(Uinerail  ces  (|uali('  é(|ualions 

COS  f  £  4-  -  v'j)  j  —  COS e  =  o, 

[sin  (  e  -t-  r  v'w  J  —  sin  £j  a  =  <i, 

ces  (  £'  -4-  TT  y/û)  )  —  COS  £'  =  O, 

[sin  f  £'  4-  77  V'"'  ,1  —  sin  £']  st'  =  o; 
comme  la  première  ne  contient  (|nc  l'anj,de  3.  elle  ne  pourra  servir  (ju'à 
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déterminer  cette  quantité,  ensuite  tle  quoi  on  ne  pourra  véritier  la 
seconde  qu'en  faisant  oc  —  o;  de  irième,  la  troisième  donnera  la  valeur 
de  £',  et  la  quatrième  donnera  nécessairement  «'  =  o. 

On  aura  donc,  dans  ce  cas. 

a  =  o     (H     a'  z=  o, 

et  par  conséquent 

Ç—o    et    2  =  Z(n-Ç)  =  Z, 

c'est-à-dire 

z  =  consi., 

ce  qui  donne  un  cylindre  pour  la  figure  de  la  colonne.  D'où  l'on  doit 
conclure  que  la  ligure  cylindri([ue  est  celle  qui  ddune  le  maximum 
maximonim.  de  la  force. 


Voici  les  modifications  qu'il  y  a  lieu  de  faire  subir  aux  formules  contenues  dans  la  dernière 
partie  de  ce  Mémoire,  et  que  nous  a\ons  annoncées  dans  la  Note  qui  se  rapporte  au  n"  29. 

Dans  les  formules  du  n°  30.  il  faut  remplacer  I  P  — =^  ]  par  I  P  +  -=^  |;  le  même  chan- 
gement doit  être  également  fait  au  n"  31  et  les  dernières  formules  de  ce  numéro  sont  alors 

1  X 


V'r 


4v/PX'      4ZXvPX 


La  deuxième  des  équations  du  n"  33  doit  être  rectifiée  de  la  manière  suivante 

et  il  faut  prendre  iioiir  U  la  valeur  — r:=T-  au  lieu  de r^^  •  .Vprès  ces  clian^'enients,  les 

1  1  ^pj.,  ^pi> 

équations  différentielles  qui  déterminent  les  quantités  t,  <i.  p  sont 


:(T.g.n 


-1-9-    Nï: 


la  seconde  équation  est  bien  différente  de  celle  du  texte;  on  voit  quelle  ne  contient  pas  la 
variable  0. 

IL  2Î 
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Kn  a|iiiil,inl  li's  ili'us  ilcriiiéro!;.  l'innitiuiis  un  obliiMil 


''^■S-'')-^'(î?+S)*"^-"> 


l'I  i-n  tMiniiniinl  ;-  -+  'i.  ,ni  iiioxi'ii  di-  lii  priMiiÙTc  i'(|iiation,  on  a 

fl.r' 
OU 

(PC        w  ., 


"      "  M  +  N 


Ainsi  l'intonnui'  principale  t  ne  dépend  que  d'une  éipialion  dilTéivnlielIc  du  deuxième  ordre  . 
cette  éipiation  a  pour  intésjrale  jjénérale 


équation 


a  et  £  étant  deux  constantes  arbitraires. 

La  variable  'i  est  déterminée  ensuite  par  l'équation 


lonl  linlésrale  générale  est 


«  =  4-r  „  «  =*'"  [^  +  -f-  )  +  ''  ^'"  ["  +  Fj' 

^>  et  r,  étant  deux  nouvelles  arbitraires.  Kniin.  la  quantité  o  étant  éijale  à  Ni  —  0,  on  a 

Ces  résultats  sont  trcs-ilifférenlsde  ceux  qu'on  lilau  n"3i,  et  les  développements  contenus 
dans  les  n"  35  et  suivants  doivent  être  modifiés  en  raison  des  cliangements  dont  nous  venons 
de  montrer  la  nécessité.  Il  serait  superflu,  après  cela.  dap|)eler  I  attention  du  lecteur  sur  les 
nouvelles  fautes  de  calcul  (|ue  l'on  rencontre  aux  n'"  3.'»  et  3(i.  I  !\n/f  //r  l'Iùliinir.) 


MÉMOIRE 


L'UTILITÉ  DE  LA  MÉTHODE  DE  PRENDRE  LE  MILIEL 


LES  RÉSULTATS  DE  PLUSIEIUS  OBSKIU  ATIONS. 

DANS    LEQl-KI.    ON    KWMINK    LES    AVANTAGES    DE   CETTE    MÉTHODE    PAU    1.K   »;ALCLL 

DES    PROBABILITÉS. 

ET  or   LON    RÉSOl  T   DIFFÉRENTS  PnOlil.KMFS  WKI.AHKS    \  CETTK  MATIÈRE. 


MÉMOIRE 

SUR 

L'UTILITÉ  DE  LA  MÉTHODE  DE  PRENDRE  LE  MILIEL 

ENTRE 

LES  RÉSULTATS  DE  PLUSIEURS  ()BSER\  AI  lOAS, 


DANS    LEQIEL    ON    EXAMINE    LES   AVANTAGES   DE   CETTE    MÉTHODE    IMR    LE    CALtlL 
DES    PRUBABILITÊS, 

ET  OU  l'on  Résout  dieeérents  problêmes  relatifs  a  cette  matière 


[Mi.irellanea  Taurinensia,  t.  V,  1770-1773.) 


Quand  on  a  plusieurs  observations  d'un  niènic  phenonuMic  dont  les 
résultats  ne  sont  pas  tout  à  fait  d'accord ,  on  est  sur  que  ces  observations 
sont  toutes,  ou  au  moins  en  partie,  peu  exactes,  de  (|ueli|ue  source  que 
l'erreur  puisse  provenir;  alors  on  a  coutume  de  prendre  le  milieu  entre 
tous  les  résultats,  parce  que  de  cette  manière,  les  diiïérentcs  erreurs  se 
répartissant  également  dans  toutes  les  observations,  l'erreur  qui  peut  se 
trouver  dans  le  résultat  moyen  devient  aussi  moyenne  entre  toutes  les 
erreurs.  Or,  (|uoique  tout  le  monde  reconnaisse  l'ulilile  de  cette  pi;i- 
liqne  pour  diminuer,  autant  qu'il  est  possible,  l'incertitude  (pii  uait  de 
l'impert'ection  des  instruments  et  des  erreurs  inévitables  des  observa- 
tions, j'ai  cru  cependant  (|u'il  serait  bon  d'examiner  el  d'apprécier  par 
le  calcul  les  avantages  (pi'on  peut  espérer  de  retirer  d'une  semblable 
méthode;  c'est  l'objet  que  je  me  suis  proposé  dans  ce  Mémoire,  .le  com- 
mencerai par  supposer  ipu-  les  erreurs  (pii   peuvent   se  glisseï-  dans 
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i-liai|ue  ol)servalion  soient  données,  et  qu'on  connaisse  aussi  le  nombre 
•les  cas  qui  peuvent  donner  ces  erreui-s,  c'est-à-diie  la  facilité  de  chaque 
erreur;  je  supposerai  ensuite  que  Ton  connaisse  seulement  les  limites 
entre  lesquelles  toutes  les  erreurs  possibles  doivent  être  renfermées  avec 
la  lui  de  leur  facilité,  et  je  chercherai  dans  l'une  et  dans  l'autre  de  ces 
hypothèses  quelle  est  la  prohabilité  que  l'erreur  du  résultat  moyen  soit 
niilli  .  ou  égale  à  une  quantité  donnée,  ou  seulement  comprise  entre 
des  limites  données.  Je  ferai  voir  en  même  temps  comment  on  peut 
déterminer,  a  posteriori .  la  loi  même  de  la  facilité  des  erreurs,  et  quelle 
est  la  prohabilité  que  dans  cette  détermination  on  ne  se  trompera  pas 
d'une  quantité  donnée  :  d'où  je  déduirai  des  règles  assez  simples  pour  la 
correction  des  instruments  par  des  vérifications  réitérées. 

Au  reste,  je  suivrai  dans  toutes  ces  recherches  la  règle  ordinaire  du 
calcul  des  probabilités,  suivant  laquelle  on  estime  la  probabilité  d'un 
événement  par  le  nombre  des  cas  favorables,  divisé  par  le  iiunilnc  de 
tous  les  cas  possibles.  La  difïiculté  ne  consiste  que  dans  l'enumération 
de  ces  cas;  mais  cette  énumération  demande  souvent  des  calculs  assez 
compliqués,  et  dont  on  ne  peut  venir  à  bout  que  par  des  artifices  parti- 
culiers :  c'est  ce  (jui  a  lieu  surtout  dans  la  matière  (|ue  je  vais  traiter. 

Proble>ik  I. 

1 .  On  suppose  que  dans  chaque  obsenation  on  peut  se  Ironipt^  d  une 
unité .  tant  en  plus  qu'en  moins,  mais  que  le  nombre  des  cas  qui  peuicnl 
donner  un  résultat  exact  est  au  nombre  des  cas  qui  peuvent  donner  une 
erreur  d'une  unité  comme  a.  2 h:  on  demande  quelle  est  la  probabilité 
d'avoir  un  résultat  exact  en  prenant  le  milieu  entre  les  résultats  particu- 
liers d  un  nombre  n  d  obsenations. 

Puiscpi'il  y  a  a  cas  qui  donnent  zéro  d'erreur,  et  2b  cas  (|ui  donnent 
-H  1  et  —  I ,  c'est-à-dire  b  cas  qui  donnent  -^  1 ,  et  6  cas  (|ui  donnent  —  1 
d'erreur,  il  est  clair  par  les  règles  ordinaires  des  probabilités  que  la  pro- 
babilité que  Terreur  soit  nulle  ilans  cIkkjuc  observation  parliiulière  sera 
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soit  aussi  nulle  en  prenant  le  milieu  entre  n  ohscivations.  Il  est  facile  ilc 
voir  que  cette  question  se  réduit  à  celle-ci  : 

Ayant  n  des  dont  chacun  ail  a  faces  man/iices  d'au  zéro,  h  faces  mar- 
quées d'une  unité  positive .  et  h  faces  marquées  d'une  unité  négative .  en 
sorte  que  le  nombre  total  des  faces  soit  a  +  2b,  trouver  la  probabilité  rju'it 
Y  a  d'amener  zéro  en  jetant  tous  ces  dés  au  hasard. 

Or  on  sait,  par  la  théorie  des  conihinaisoiis,  que  si  on  élève  le  Iri- 
nome  a-hb{x  -\-x~'  ^  à  la  puissance  n,  le  coellicieiit  du  ternie  altsolii . 
c'est-à-dire  de  celui  où  la  puissance  de  a*  sera  zéro,  dénotera  le  noujhre 
des  cas  ou  des  hasards  où  la  somme  des  points  marcpiés  par  tous  les  dés 
sera  égale  à  zéro  :  donc,  nommant  ce  coefficient  A.  on  aura,  ii  cause  (pie 
le  nonihre  de  toutes  les  coini)inaisons  possihies  est  ia-h  2b  1",  on  aura, 

'li^-jf .  7 — ^ — T-r  pour  la  prohahilite  cherchée. 

•'      (  a  -+-  a  0  )"  '  ' 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  le  coeiricient  de  .\;  or,  c'est  à  (|iioi  l'on 
peut  parvenir  de  plusieurs  nianii-res  dillérentes. 

i"  Si  on  développe  la  puissance  ; a-i-6  ,r-i-a;~' ,/' suivaiil  le  llieo- 
réme  de  Newton,  on  aura,  comme  on  sait, 

a"  -f-  ««""'  h  [X  -+-  x^'  )  H ""  ->'■<  r  -^  r  '  i-  J-  .  .  .  : 

or,  il  est  facile  de  voir  que  les  imissances  impaires  de  ,»-i-.i'  '  ne  ren- 
ferment aucun  terme  sans  a-,  et  que.  ilans  les  puissances  paires,  il  v  a 
toujours  un  terme  sans  .r,  t\u'\  esl  celui  dn  milieu,  dans  le(|iicl  les  expo- 
sants de  X  et  X-'  sont  les  mêmes.  Ainsi,  le  terme  sans  .r  de  ■  x -h  x'  '  ■ 
sera  2,  celui  de  ,r -f- .r  '  *  sera  ^^,  etdui  de  .r-f-.f-'  "  sera  ^-^^  el 
ainsi  des  autres;  donc  on  aura  en  gênerai 

A  =  a"  H ^^ a"- 'h-  -i-  -—      ,   ^  v  > "      " 

6.5.4  n(n—  i)(w  — 2).  ■■(/'  —  -'">)  ^^..  . /,. 
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c'csl-ii-dii'c 

A  —  fl"  -+-  H  (  H  —  I  )  «"-'  h- 

n(n  — 1)(« — 2)(«  —  3)        .,,       n{n  —  i)(rt — a )...(«  — 5)    „  ,,, 

9. .  ?.  2  .  3 .  ?..  3 

^"  Il  est  visililc  <iuf  le  Iriiioiiic  a -h  h  i x -h or~' }  peut  se  (l('H'oin|i()ser 
fil  CCS  deux  liiiiùmcs  c/.  +  fjx,  a-t-jS.r"'.  ce  qui  duniic,  par  la  ((iiiipa- 
laisdii  (les  Icniics,  5r'--f-,'5-  =  «  et  a/3  =  A;  irm'i  l'un  tire  c(±  fi=^\' a±2b, 
cl  il.'  la 

V«  ■+-  2  i  +  y  a  —  ai 


- t^.a-\~  2.0  —  yfl  —  26 

p— ;; — ■ 


(icia  pose,  un  aura  (huic 

[a  +  b{x  ^x-')]"  =  {x  -+-  p.r)"  ^a  +  ^\" 

=     «"-+-  Ha"  '§.r  +  ''  ^  "  ~  '  ^  (x"-'P'.v'-\-.  .  . 

I  X  9.  JT'  J 


(roii  il  csl  facile  de  c(iiicliirc  ipic  l'on  aura 


X  =  a'--.(n^-'Py-^l^'^"'-^' 


H{n—  I  )  { /i  —  2  )  (x""'  |3' 
1.2.3 


]■ 


2.  CoiioLL.viiiK  I.  —  Soil  «  =  A.  c'est-ii-dirc  ipi'il  \  ail  iiu  iioinlirc 
t'^al  do  cas  (|ui  donnent  o,  ou  +1,  ou  -  1  d'erreur;  la  pr(dtal)ililé 
d'avoir   nu    résiillal    cxacl    dans    cIukuic    oliscivalii)ii    iiai  rKiilii're    sera 


a  I 


,  =  -.  et  celle  d'avoir  liii  lesiillat  exact,  eu  oieiiaiit  le  Icriiie  niovcii 

a-i-  26       3 

entre  les  résultats  de  //  ol)servali(Uis,  >eia.  suivant   la  |Mcini('re  iorniiile 
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cii  divisant  le  liant  cl  le  bas  de  la  l'iaclion  r-  par  a"   • 

M  (  w  —  I  )  (  »  —  2  )  (  >^  —  3  )       «(n— I  )...{«  — 5) 


n\n  —  i )  • 


I  .2.3.1.2.3 


enl 

a  oga 

il  a  I 

,    2.   J,, 

, ...  on 

aura 

2, 

3, 

4, 

5, 

6,. . 

1 

3' 

J_, 

'9 

8i' 

5i 

243' 

7  21)' 

Probabilité  .... 

On  voit  par  cette  table  (|ue  la  probabilité  (pie  l'erreur  soil  nulle  diuii- 
nue  à  mesure  que  l'on  prend  un  plus  grand  nombre  d'observations,  de 
sorte  que  si  l'on  voulait  estimer  l'avantage  qu'il  peut  y  avoir  à  prendre  le 
milieu  entre  plusieurs  observations,  par  l'exeès  de  la  pndtabilité  (|ue 
l'erreur  soit  nulle  dans  le  résultat  moyen,  sur  celle  ([uc  l'erreur  soit 
aussi  nulle  dans  ebaque  résultat  particulier,  on  tiouverait.  dans  le  cas 
dont  il  s'agit  ici,  que  l'avantage  serait  toujours  négatif,  c'est-à-dire  (|u'il 
se  changerait  en  désavantage,  lequel  irait  même  en  augnieulaul  [dus  il 
y  aurait  d'observations;  d'où  il  semble  que  l'on  pourrait  conclure  ^\\w . 
dans  ce  cas,  il  vaudrait  mieux  s'en  tenir  à  une  observation  unique  tiue 
de  prendre  le  milieu  entre  plusieurs  observations;  mais  il  y  a  une  (  (uisi- 
dération  essentielle  à  faire  sur  cette  matière,  de  laquidlc  il  icsullc  (pi'il 
est  toujours  plus  avantageux  dans  la  prati(pie  de  nuilli|)liei'  des  ubseiva- 
lions  autant  que  l'on  peut  :  c'est  ce  (juc  nous  disculcrons  plus  bas. 

3.  Corollaire  II.  —  Soit  maintenant  a~  2b,  en  sorte  que  le  uoiul)rc 
des  cas  qui  donnent  un  résultat  exact  soit  égal  au  nombre  de  ceux  (|ui 
peuvent  donner  une  erreur  de  -1-  1  ou  —  1 .  Dans  ce  cas,  il  vaudra  inieux 
se  servir  de  la  seconde  formule,  car  on  aura  </.  —  \jh,  (-i  =  \h.  de  sculi- 
(ju'à  cause  de  a-\-2b  =  l\h,  on  auia,  en  divisant  le  baul  ei  le  bas  ilc  la 

fraction  ; r-r  P^''  ^"• 

(a-\-ib]"  ^ 

II.  '3 
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pour  la  prohahililc  (\uc  rcircur  soit   nulle  en   iirciiaiil   le  iiiilioii  entre 
n  ol)Sfrvalions. 

Doue,  faisant  suoeessivemenl  n  égal  à  i,  a,  '^ on  aura  les  résultats 

suivants 

n I,      2,      3,         4,..., 

n    .    Il-  -  I       3        5         35 

?.  b  ib  19.0 

où  l'on  voit  que   la  prohai)iIité  diminue   à   mesure   que   n  auj^monte. 
eouiine  dans  le  cas  du  (loi'oliaiic  précédeul. 

i.  (louoi.L.viRK  III.  —  Soit  b  —  2a,  de  niauii're  (|ue  le  uonihre  des  eas 
(|ui  peuvent  donner  une  erreur  d'une  uuile  t;int  en  plus  (|u'en  moins  soit 
double  de  eelui  où  l'on  aurait  un  résultat  exact,  (Ui  aura  ici,  pour  la  pro- 
l)a])ililé  (|ue  l'erreur  soit  nulle  en  prenant  le  milieu  entre  n  observations, 

,     ,            ,        i6n(n  —  i)(n  —  2)(«  —  3)        atiw  («  —  i).  .  .(re  —  5) 
t-h^n{n  —  i)-\ ^ ^ -+- 


a. 3. 2. 3 


5" 
Doue,  faisant  successivenienl  n  éi-al  à  i,  2,  i on  aura 


n I,      2,       3,        ^,-  ■  -, 

l'roljaliilile . . . .      p»     -^5     -p^     — ^j 

5  23  5  125 

Ainsi,  pour  deux  observations,  l'avantage  sera  de  ;^  — ^  =  ^1  pour 

trois  il  sera  de  v  — •?  =  o,  iioiir  (inatre  égal  à  ^  —  ë  —  -^->  ^^^'■'-  <'''>•' 
5       5  '  '  ^  125       5       125 

il  parait  (|ue  le  plus  grand  avantage  a  lieu  en  prenant  le  milieu  entre 

deux  observations  seulement. 

5.  Rii.MAitQi  K  I.  —  Poui'  faciliter  davantage  la  solution  du  Problème 
précédent,  il  est  bon  de  cberclier  la  loi  que  suivent  les  termes  de  la  série 
qui  représentent  les  probabilités  (|ui  re|Hin(leut  ii  1.  2,  '^....,  observa- 
tions; or,  si  l'on  prend  la  fraction         — r ry ttt»  et  ou'on  la  dé- 

'  I  —  z[a-i- l){x  +  X-')]  ' 
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veloppe  en  série  suiviiiil  les  puissanees  île  :-,  on  aiini,  cuninie  on  sait. 

i  +  z[a-h  b{x  +  x~']]+z-[a  -T-  b{x  +  x-')]^-i-. .  ., 

de  sorte  que  dans  cette  série  le  eoeflieient  de  r"  sera  la  puissance  «"■""■ 
de  a  —  b  X  —  x~\;  donc,  si  l'on  nomme  A',  A',  A  ,...,  les  valeurs 
de  A  qui  répondent  à  «  ==i,  2,  '^,...,  c'est-à-dire  les  termes  sans  x  des 
puissances  a-^  b  'x  -{-  x~'  j,  [a  ^- b  {x-+-x~*  j]-,...,  il  est  clair  i\i\v  la 
série  i -h  A' z -^  A" z--h  \"' :^ -:-...  sera  égale  à  la  somme  des  termes 

sans  X  de  la  fraction f j- -^  développée  suivant  les  puis- 

sances  de  x  et  de  .r"'  ;  de  sorte  que  si  l'on  représente  par 

la  série  qui  résulte  du  develop[)emeiit  de  cette  fraction  suivant  lo  imi^- 
sances  de  x  et  de  —  car  il  est  facile  de  voir  que  la  série  dont  il  s'ayit 
doit  avoir  nécessairement  cette  forme  ,  on  aura 

Z  =  I  -H  A'  ;  H-  A"  s^  -+-...  ; 

ainsi,  connaissant  la  fonction  Z,  il  n'y  aura  plus  (lu'ii  la  réduire  eu  série 
suivant  les  puissances  de  z,  pour  avoir  les  quantités  A,  A',  A", —  Pour 
cela,  je  réduis  d'abord  le  trinôme 

i  — az  —  hz{x  ^  X-')    en    {p  —  (j.i]{i>  —  q-^'), 

ce  ((ui  me  donne 

p--hq^=\  —  az     el    pq  =  hz\ 

ensuite,  je  réduis  la  IVa(  lion 

ptl       a  -r  — 1 — r,  ' 

(p-qx)(p~qx-']  p-q^       p-1^ 

et  je  tiiiuve 


a  =  — r- 


q- - p'  p  -r 

23. 
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inaiiih-iiant. 


cl,   ilf  IIIIMIIC. 


p  —  qx        p        p'  p' 


•  ^  JL  ^    9L 


p  —  qx~'       p       /)'  X       p'  x' 


«loin  on  ;Hini 


doiu 


^  p^  p>  p> 


z  = 


^'-p'     p'-(i'     p'-i'     kp  +  q)(p-qV 

in;iis  |)iiis(|ut'/?-  +  y-  =  i  —  as,  ot/?9  =  /':.  on  aiini 


p  +  q^=\j\  —  az -h  y.bz,     p  —  q=zsjt  —  az  —  'y.bz; 


donc 

doni'  enfin 
Z  = 


(p  +  q){p  -  q)^  ^{i  -  az)'  -  ^b' z'  ; 


:  ^  I  +  A'  2  H-  A"  Z'  H-  A'"  z'  +  .  .  ., 


I  —  2  az  -h  (  a'  —  4  ^'  )  ■2' 
do  sorlf  que  l'on  aura,  pour  les  fonctions  connues, 

A'  =  a, 

3a A'  -I-.46'  — rt' 


A" 


A"'  = 


5a A"  +  2(4'''  —  «')  A' 


7aA"'-l-3(4i»-a=)A" 
A.''= ^^ , 


Dénotons  par  P',  P",  P'"  les  probabilités  <}uc  l'erreur  soit  nulle  en  pic 
nant  le  milieu  entre  i,  2,  3,...,  observations,  et  l'on  aura 


P'=-^,     P 


A" 


-,      P" 


A'" 


fl  +  2  6  (  a  H-  2  6  )'  (  a  +  2  A  )• 
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d'où 

A'=(a  +  26)P',     \"  —  {a-h7.byP",     A'"  =  (a  +  26)' P'", . .  .  ; 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précédcnics  .■(  riiisanl. 
|)(Hir  plus  de  simplicité,  —  =  r,  on  aura 


I  +  r 
3P'^- 


21 

(!+/•)      ' 

P" 

_  5P" 

-t-  2  (  ;•  — 

.)P' 

3{i  +  r) 

' 

P" 

,._  7P'" 

+  3(r- 

.)P" 

4(>  +  '-) 

P' 

._  9P' 

^■  +  4('-- 

OP- 

5  (.  +  /•) 

6.  Remarque  II.  —  Si  l'on  fait  r  =  i,  on  aura  le  cas  du  ('.(irolhiirr  II, 
OÙ  a  =  2&,  et  l'on  trouvera 

P'=-,     P"^i-:^,     V"  =  t-^-5 
2  3.4  2.4.6' 

et,  en  général, 

_    1.3.5. .  .(2«  — 1) 


S.4.6. .  .in 


De  là  on  voit  que  la  prohaliililc  diminue  (oujoiirs  ;i  incsiiic  ijin'  /( 

augmente,  ce  que  nous  avons  déjà  observé  dans  le  Corollaire  cite:  de 

sorte  qu'en  prenant  «  =  do  ,  la  probabilité  deviendra  inlinimciil  pctiic 

ou  nulle;  en  ellet,  par  la  quadrature  de  Wall is  on  a    -  chuil  Tare  de 

180  degrés) 

;r 2.2. 4-4-^-^-  •  • 

2~  1.3.3.5.5.7...' 

c'est-à-dire,  en  prenant  n  =  x.  , 

TT 2.2.^.^.6.6. .  .on. ^n 

2  ~  i.3.3.5.5...(2n  — 1H2"»  —i){2n  +  i  )  ' 
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(l(inc.  iiiiilli|ili:iiit  par  211  -^  i  cl  tirant  la  racine  carrcc.  (Ui  ania 


/in+  I      _      2. 4-6.  ■  .2» 
V       2       "^  ~  i.3.5...(2rt-i)'' 


(lime,  lors<|iU'  11:^^,  on  aura 

Pi")  = 


V«r 


Il  est  bon  de  l'emarqner  que,  puisque  nous  avons  trouvé  dans  \v  ("iiidl- 
lairi-  cité  pcuir  la  probabilité  P"  l'expression 

Vn(n—  i)^      rn(/i— i)(7i  —  2)1  = 


4" 
on  aura,  en  comparant  cette  «'xpression  avec  la  précédente,  ré(|uation 

\n(n  —  \]T-       r/i(H  — i)(w  — ?)]■                   i.3.3...(2«  — I) 
I  -1-  n-  ~    — '-      -^     — '4. '      -*-...  = ~- 2", 

(  2  J  l  2.3  J  1.2.3. ..B 

la(|uelle    est  d'autant  plus   rciiiar(|ualdc   (|u'idle   ne  |)arait   pas  aisée  à 
démontrer  à  priori. 

7.   REMARQri;  111.  —  Par  les  formules  de  la  Remai(|ue  1,  on  aura  eu 
i;éuéral 


_,       (2«  +  i)P(")-(-«(r-i)P<»-" 

-                 („_^.,)r-)-i) 

p,.^,>       (2«-l-3)P('^"  +  (rt  +  i)(r-i 

:)Pv"J 

(n  +  2)(f  +  i) 

OÙ  les  exposants  «  —  2,  //  —  i,  n,  etc.,  <le  1'  ne  denolenl  |)as  des  puis- 
sances, mais  seuli'Uieut  le  (|uauliéme  du  rang.  Or,  si  n  est  un  nombre 

...            .   .             ,       ,.        .          2/1— I     2re-+-i     2rt-(-3 
assez  uraud,  il  esl  clair' (lue  les  tractions ■>  1  1   elc, 

,.                         !/•.•           n  —  '          n.         rt-l-l 
seront  a  tres-iieu  lues  égales  a  2,  et  (lue  h's  tractions >  -,  
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seront  aussi  à  très-peu  près  égales  à  i;  de  sorte  ([u'oii  aura,  dans  tette 
hypothèse. 


P(.+,) . 


r-hi 

p{»)_l_(r—i  )?'»-■) 


d'où  l'on  voit  i|ue  les  (|uantités  P'"',  P'"+'),  etc.,  Ibrnient  une  suiti-  récur- 
rente dont  le  dénominaleur  de  la  fraction  ifénératriee  serait 


X  r  —  I 

r-t-  I        r-\-  i 


ainsi ,  on  aura  en  général 

P.-. = A  r-"v?^^T + B  r-v?vr, 

L      2(i-f-/)      J  L      2(i  +  r)      J 

et,  pour  déterminer  les  coefficients  A  et  B.  on  supposera  que  les  termes 
?"'  et  P"*''  soient  connus,  ce  qui  donnera 


et 


PC)  =  A  -1-  B 


Pi-.-.>  _  i  '-^v4'-'-3       B  1-  y  4'-' -3 

-'■^       o.(,  +  r)       ^  2(1 +  r) 


2  (  I  +_r)  P^"^"  —  (  1  —  v4r'  —  3  )  Pt")  ^ 
2v'4'"'  —  3 

(i  +  v4r'—  3)  P(")  -2(1-1-  rjPC^O 

B  ^  = , ■' 

2v/4r=-3 

'^       "L  2   ^        2v'47?^=^       JL    Mi  +  z-)     J 


rp(")        2(i-+-r)P(»^')-PC']  Pi-  ^4r^-3V 

et  cette  t'oruuile  sera  d'autant  phis  exacte  (lu'oii  prendra   le  iminhre  n 
plus  grand. 
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Ainsi,  après  avoir  calculé  les  termes  P'"'  et  ?(«+'*,  soit  par  les  formules 

lin  m"  1,  soit  par  celles  de  la  Remarque  I,  on  pourra  trouver  à  très-peu 

pri's  tous  les  termes  suivants  par  la  formule  précédente. 

Au. reste,  il  est  facile  de  voir  par  cette  formule  que  la  probabilité  sera 

luillr  à  l'inlini,  c'est-à-dire  lorsque  5  =  ce  ;  en  effet,  il  est  clair  (|ue  quel 

(lue  soil  r,  pourvu  (lue  ce  soit  un  iiomnre  posilit,  les  (luaiitiles —^ — -— 

'  '  '  '  '  ?,(!-(-/•) 

seroni   lnujuurs  plus   petites  (|uc   1;   car  supposons,  s'il  est   possible, 

2(H-|-) 

4/-'  —  9.  ±:  2  v/4^-'  —  3  >  4  (  I  -i-  ?.  r  -(-  r-). 


el 


±  V 4''~  3> 3 4- 4'- 
4  '•■'  —  3  >•  1 6 /■-  -(-  2  4  ''  -•-  9.' 


o  >  I  2;--  +  2  4'"  -t-  12. 
ce  (|ui  ne  se  peut;  donc,  en  faisant  5  =  x  ,  les  quantités 

L   2(.-^,)   J        L  2(1-^')   J 

deviendroiii  nulles,  el  par  conse(|uent  P"^'  aussi. 

8.  ScoLiK.  —  Soit  0  le  résultat  (|ue  cha(|ue  observation  devrait  donner 
si  elle  était  exacte  :  puisqu'on  suppose  (jue  l'on  puissf!  se  tromper  d'une 
unité  tant  en  plus  (ju'eii  moins,  on  aura  dans  cba(|ue  observation  un  de 
ees  trois  résultats  :  j^,  ^^  —  ' .  p  -H  i  ;  donc ,  si  l'on  a  deux  observations  et 
(ju'on  prenne  le  milieu  entre  leurs  résultats,  c'est-à-dire  la  denii-sonnue 
de  ces  résultats,  on  auia  un  de  ces  lincj  resuilat.^ 

2p  20  —   I  2p-)-l  2f>—  2  2p-i-2 

22  2  22 

.savoir 

I  I 

p,     p 5      p-f--»      p  —  I,     p-i-i; 
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ainsi,  dans  ct^  cas,  rcriciii-  [luuira  ètir  i  ou  -•  tant  en  plus  (|u'ru  UKiiiis: 
(in  verra  ilr  inciui'  (|u'('n  |ireuanl  le  milieu  ciilri-  trois  dliscivalions.  l'i'i- 
ri'ur  pourra  ètii'  i,  ou  ^-  ou  -^  tant  eu  plus  ipi'cn  umius,  il  ainsi  de 
suite.  Ainsi,  quoi(|ue  la  projjaijilite  que  l'erreur  soit  nulle  |)uisse  être 
plus  petite  lorscju'ou  prend  le  résultat  moyeu  de  plusieurs  id)servations 
(jue  lors(|u'on  [ireud  le  résultai  de  ilia(|Uf  (diservalion  en  particulier, 
cependant,  si  on  clieiclie  la  prtdjahilite  (|ue  l'erreur  ne  surpasse  pas  -t 
OU  ^»- •■>  on  trouvera   que  cette  prohabilite  sera  plus  i-rande  dans  le 

premier  cas  (|ue  dans  le  second.  En  effel,  dans  le  premier  cas.  il  n'y  a 
d'autres  cas  l'avoral)les  que  ceux  où  l'erreur  est  ahsolumenî  nulle:  mais, 
dans  le  second,  les  cas  favorables  seront  non-seuleuieut  ceux  où  l'erieur 

est  nulle,  mais  aussi  ceux  où  l'erreur  est  -•  ou  ^ ;  et  c'est  par  cette 

considération  qu'il  est  toujours  plus  avautat;eux  de  prendre  le  milieu 
entre  les  résultats  de  plusieurs  observations  (pie  de  s'en  tenir  au  résultat 
de  chaque  observation  en  particulier.  Nous  allons  examiner  la  (piestion 
sous  ce  point  de  vue  dans  le  Problème  suivant. 

PR()iu.È>n:  [1. 

y.  Les  mêmes  choses  étant  supposées  que  dans  le  Problème  précédent, 
trouver  la  probabilité  qu'en  prenant  le  milieu  entre  les  résultats  de  n  obser- 
vations, l'erreur  ne  surpassera  pas  la  fraction  —  ■  m  étant  <  «. 

Ku  prenant  le  milieu  entre  les  résultats  de  //  obser\ations,  il  est  clair 

I                 "                 3  .  . 

que  l'erreur  peut  être  :  ou    o,  ou  ±  -•  OU  ±  '-'  ou  ±- justpi  a 

±  -<  savoir  ±  i.  Vinsi,  la  prohaiiilili' iiue  l'erreur  iiesiul  pa>  plusi;raude 
/(  ' 

(lue    ±~  sera   la  somme  des  probaliililes  (MU'   l'erreur  sera  nulle,  ou 
'h  ' 

±  -,  ou  ± ■>   ius(|u'à  ±  —  •  Voviius  (l(Uic  d'abord  (|uelle  est  la  pro- 

«  Il  •'       '  /(  • 

habilite  (lue  l'erreur  sera  ±  ^■ 

II.  '4 
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Kii  rainciiaiil  cfttf  (|iU'slioii  ;mx  des,  coiiimc  nous  l'avons  |»rarK|iic 
dans  lo  ProhlcMno  I,  il  est  clair  (ju'cllc  se  réduit  à  cliciTlu'r  la  pnthabililt' 
d'amener  -+-  a  ou  —  fi.  points,  avec  n  dés  dont  chacun  ail  a  faces  mar- 
quées <).  /'  laces  marquées  -4- i  et  A  laces  marquées  — i.  Pour  cela,  il 
n'y  a  (ju'à  élever  le  trinôme  a-}-  h  (.r-+-  x~')  à  la  puissance  n  ,  cl  le  coel- 
tîcienl  de  x"  dénotera  le  nombre  des  cas  où  la  somme  des  points  de  tous 
les  dés  sera  a,  de  même  (|ue  celui  de  .r  "dénotera  le  nonihre  des  cas 
oii  la  somme  des  points  sera  — fj.;  ainsi,  la  somme  de  ces  deux  coelli- 
cieiits  divisée  par  (a+  2b)",  qui  est  le  nombre  de  tous  les  cas,  donnera 
la  prolialiilile  clierchée. 

Or,  on  a 

[a  +  h{x  +  X-  ')}"=:«"  H-  na"-'b{x  -i-:r-')  H ^ a"  -fi'ix  -+-  x-' )'  -t- . . . . 


et,  de  plus. 


{x  ■+-  x-')-  =  {x-  +  x~-)  -+■  ■}., 

{x  4-  x^'Y  =  (  J^'  -H  x~'^)  -t-  3(  j:  -I-  x~^  ), 

(  JT  4-  J7-'  )♦  =  (  .r'  -f-  X-*  )-(-  4  f  ■^'  +  •*""')  +•  -'-—  ' 

5  4 

(jc-l-  j:-')'  =  (.r>  -t-  a-"')  -f-  5(jr'  +  jr-')  -t-  -— ^  [x  -^  x^'). 


Donc,  si  l'on  suppose 

[  rt  -H  A  (  X  4  .r-'  )]"  =  .\  +  B  (  .r  -I-  j?  '  )  -I-  C  (  .r»  -t-  .r  =  )  •+-  D  { .r'  -1-  jt-^  ) 


4.3  /i(n— I  (n— 2)(/i— 3)    ,    ,,, 

2 ! ! — —jl^ a"-  'h' 

1.2  2.3.4 

6.5.4  «(«  — i).  •  •{«— 5)    „.i. 
i.a.3  2.3.4.5.6 
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3  n  (  «  —  I  )  (  n  —  2  )    ^^ 


B  =  ««"-'  b  -i-  -  '^^-^ '-^ tl  a"-'  b' 

I  2.3 

M  «(«-i)(/i-2)(w-3)(w-4) 

1.2  2.3.4.5 

7.6.5  «(n  —  i)...(rt  —  6) 


rt-'ft^ 


1.2.3  2.3.  .  .■ 


a--b- 


^  _  n(n—i)  ^,  _.,  ^.^  ^  4  n(w  — i)(w— 2)(/t— 3)  ^„  ,  ^, 

2  I  2.3.4 

6.5  n(n  —  i). .  .{n  —  5)         , 

1.2  2 . 3 ... 0 

8 . 7 . (i  n{n  —  !)...(«  —  7 )       , , 
^ ^  —5^ \t ~  «"  '  '''-^- 

1.2.3  I  .  2  .  .  .  O 


Donc,  si  on  appelle  M  le  tenue  de  la  si'iie  A.  H.  C «Imit  li'  (|iian- 

lièine  sera  u.  -f-  1 .  il  est  t'aeile  île  voir  (|u'oii  aura 

M  =  /»(«-.)...(«-.■  +  .)  ^^„_,„  ^,., 
I  .  2 ...  a 

r/  -f-  2   n  (n  —  !)...(«  —  u  —  I  )    „ _  ,, _^  ,  ,„-,-, 
+  • ; a"     '"^  -  b   ^- 

I  I.2..  .(fA-J-  2) 

^  (y-H-4)(y.-t-3)  «(«— i)...(/t— g— 3)  ^,_„     ',  f^-,-^', 
1.2  1 . 2 .  .  .  (  y.  +  4  ) 


Or.  ce  terme  M  est  le  euellieient  des  puissances  .r"  et  .i-    ".  «le  sorte 

(lu'ou  aura  ; — ;—  pour  la  nroliabilite  (lue  l'ciieur  soit  ±  —  •  Ainsi,  la 

'  f  a  -I-  2  A  j"  '  '  '  " 

prolialiilité  (|ue  l'erreur  ne  surpassera  pas  rt  —  sera  re|)rescntec  par  la 

série 

A +  2B  +  2C  +  2D -)-■■■-'-  2 M 

[a-^7.b)" 

Pour  faciliter  la  recherche  des  valeurs  de  A.  B.  (;....,  il  est  lion  de 
faire  voir  comment  ces  (luantités  dépendent  les  unes  des  antres;  pour 
cela,  ou  reprendra  ré(|uation 

[a  ^-  b{x  -i-  x-')]"  —  A  -hB  {X  -h  X-')  +  C{x'  +  X-')  -i-D{jr*  -t-  X-')  -t- . , . . 

'4 
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t't,  prt'iijiiit  les  tlinV'rcnticllcs  logaritliin'Kjiics,  on  jiiira.  après  avoir  divisé 

du 
par  — . 

iib(x—  X-'  )     _      B(x  — ■r-'JH-  aC(a:'  —  x--)-\-  .  . 


a  +  b[x-hx->)       A.  +  B{x  +  x-')-hC{x''-hx-')-h ...'' 

«loue.  niiilli|)liaiit  en  croix,  il  viendra 

iibK{x  —  x-')-i-  nhB{x-  —  x"')  -t-  nbCix'  —  .r-'  —  x  -i-  x-') 
-+-  nb Dix'  —  X''  ~x'  -\-  X-')  +  .  .  . 

^-  «B(*-  —  X-')  -+-  2aC{x'  —  X--)  -+-  3aï){x'  —  x'j  +.  . . 
+  bBix"  —  X-')  -\-  2.bC(x'  —x-^  -h  X  —  X-') 
+  3  A I)  (  x^  —  X-'  +  x'  -\-  x-'j'-i-  .  .  .:     • 

de  sorte  (|u'eii  comparant  les  termes,  on  aura 

nb{k  -  C)^aK-h9.bC, 

nb{K  —  D)  =  2rtC  +  6(B-+-3D), 

nb{C~  E)  =  3rtD-+-i(?.C-i-4E), 


d'où,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité  ^  =  K,  on  aura 
«A  —  KB 


(J 

D 
E 

= 

«  -1-  2 

(«-i)B- 

2KC 

«-+-3 

(n— 2)C  — 

3KD 

«-(-4 

Ainsi,  en  connaissant  les  deux  premiers  termes  A  el   15,  on  pourra 
trouver  successivement  tous  les  autres. 

10.   (loHOMAiiii:.  —  Sup|)Osons,  conniu'  dans  le  n"2,  «  = />,  en  sorte 
•pie  l'du  ait  K  =  t,  et,  faisant  successivement  n  éi^al  à   i,  a,  i,...,  et 
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rt  =  I ,  ce  qui  est  permis,  on  trouvera  les  valeurs  suivantes 


B 


1) 


E 


3 

7 

6 

3 

1 

4 

'9 

16 

10 

4 

5 

5i 

45 

3o 

i5 

6 

,4. 

126 

90 

5o 

De  là  on  formera  la  table  suivante  des  probabilités 


1 

VALECRS 

PROBABILITÉS  OVE 

LEBREIR  NE 

SURPASSERA 

PAS  LES  FRACTIONS 

du 
nombre  « 

des 

3 

^4 

5 

observations. 

±'1.        i        ±_. 

n                   n 

n 

n 

n 

n 

1 
1 

I 
i 

3 

_ 

■i. 

9 

9 

"■ 

3           j 

2_ 
27 

15 

••*7 

1           23 

27 

19 

5i 

71 

79 

^ 

81 

81 

81 

81 

5i 

141 

201 

23 1 

241     . 

5                ! 

243 

243 

543 

243 

243 

i 
G           1 

i4i 

393 

1          573 

673 

7i5 

7*7 

729 

7'i9 

729 

1          ... 

1 
1 

729 

729 

729 

On  voit,  par  cette  table,  qu'en  prenant  le  milieu  entre  deux  observa- 
tions, la  probabilité  (|ue  l'erreur  soit  nulle  sera -  =  j-  et  nlle  (|iif  l'er- 


reur ne  surpa.ssera  pas  ^  tant  en  |>lus  (ju'eu  nuiins  sera  ^;  or,  dans  clKupu- 
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iiltscrviilidii  |);ii'ticiilit'rc ,  il  y  ii  -   de  pioliiihililc  (jiic  rciii'iir  sciii  o,  et 

rdiiimc.  |>;ii'  li\  |((illii'st'.  l'ci  rciir  ne  peut  l'tic  (|U('  o  ou  ±  i ,  il  est  chiii'  i\i\v 

\:i  |ii(ili;iliilili'  (|ii('  rcricui-  ne  siirpiissora  pas  -  sera  df  iiUMiic  5-  Ainsi. 

<]u»)i(|iie  la  proljahililf  (|iic  rcirnir  sera  mille  soil  la  iiièiiic,  suit  (iii'oii 
prenne  le  résultai  iniiycu  cuire  deux  ohservatious,  ou  (|ii'(»n  prenne  le 
résultat  particulier  d'une  observation  uui(|ue,  ecpeiidanl  la  probahililé 

(|ue  l'erreur  lU'  surpassera  pas  -  sera  plus  grande  dans  le  pi'eiuicr  cas 

(lue  dans  le  second,  ces  deux  pr(d(aliililes  elanl  counuc  -  ;  -■,  e'esl-;i-dire 
dans  la  raison  de  -  :  '5. 

De  même,  en  prenanl  le  milieu  cuire  trois  (d)ser\ations.  on  aura  — 

pour  la  |H()l)aliilile  ipu'  l'erreur  sera  nulle,  --  piuii'  la  prolialtililé  (|uc 
l'erreur  ne  sera  pas  plus  grande  (|ue  3z  -,  et  '_  pour  cidlc  (|ue  l'eirenr 
ne  scia  |)as  plus  grande  que  ±^:  mais  dans  clia(|iic  oliservatioii  par- 
ticulière la  prolialiililc  (|ue  rerreiii'  soit  nulle  est  tt-  et  c(dlc  (|ne  l'erreni' 

ne  surpasse  pas  -  ou  -■,  est  de  iiiéine  r,^  parce  t|ue  par  liypollii'se  Vrv- 

l'cnr  lie  peut  être  (|iic  nulle  ou  ±  1  :  (huic  la  pridialiilile  (|ui'  l'erreur  soit 
nulle  sera  ;i  la  vérité  pins  grande  dans  li'  résultai  |iarticulier  d'une  oliser- 
vation  uni(|ue  (|ne  dans  le  résultat  moyen  de  trois  oliservalions,  et  cela 
dans  la  raison  de  9:7:  mais  en  revanche  la  prolialtililé  (|ne  l'erreur  ne 

surpassera  [)as  ±-  sera  plus  grande  dans  le  seciuid  cas  (|iic  dans  le  pre- 
mier eu  raisiui  de  i<);t),  cl  celle  (|iie  rcrrcin   ne  surpassera  pas  ±  --  le 

sera  encore  davantage,  cette  prolialiililc  etani .  dans  le  secdud  cas.  plus 
grande  que  dans  le  premier  en  raison  de  v.').<j. 

Voilà  doue  en  (|uoi  consiste  principaicmeiil    l'avanlagc   qu'il    v   a  ii 
prendre    le    iiiilieii    eiilre    les   icsilllals   de    plusieurs    (d)sei\  aliolis.    i'oiir 


I 
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it'iidic  la  cliosc  ciicdi'c  plus  sciisihlc,  iHtii.s  allons  icclicirlicr  les  piolia- 
l)iliU's  que  rciTeur  ne  siir|)assci-a  pas  la  iVaelion  -,  en  siipposaiil  succes- 
sivement n  égal  à  I,  2,  3 c'cst-à-dirc  pour  m hscivalion  iiiii(|iif. 

pour  deux,  pour  trois et  nous  aurons 

" r .      ■?.,      3,       4.        5,         <>,.•., 


Probabilités...      -,     ^,     ^,     {-,     -^,     _^,.... 
i       9       3.7       81        i>43       -/f.c) 

ou  bien,  en  réduisant  au  même  dénominateur  -j-?x). 

Il 1,         >,,         3,         4'        5,         6,. . ., 

,,    .,.,..  ?-43       5()'j       5i3       63q      6o3       (J73 

Probabilités...     -ï-,     — ^,     ,     — ^,     ,     -J-,.  .  . 

729       729      729       729       729       729 

On  voit  par  là  (|iie  la  pi'ohahilité  que  l'erreur  ne  surpassera  jias  -  va 

en  augmentant,  à  mesure  que  l'on  prend  nu  |)lus  grand  nombre  d'olKser- 
vations,  mais  avee  cette  différence  que  la  probabilité  est  plus  grande 
pour  deux  observations  (|ue  |)our  trois,  p(uir(|uatic  (|ue  pour  ciu(|,  et 
en  général  pour  un  nombre  pair  (|uelcon(|ue  (|ue  pour  le  nombre  impaii- 
qui  le  suit  immédiatement;  de  sorte  que.  dans  rbv|)otlii'se  dont  il  s'agit . 
il  est  plus  avantageux  de  ne  ]>ren(lre  le  milieu  (ju'eiilre  un  nouibic  (jucl- 
conque  pair  d'observations. 

11.   RiniAKQiE.  —  Nous  avmis  vu  dans  le  u"  5  (|ue  si  l'on  développe 
la  l'raclit)!!  [  —  z\a  -h  h  ia-  -\ )     en  une  série  de  cette  lorme , 

z+z'(.+-i)+z"(x'+;;,)+.... 

Z,  Z'.  Z",...  étant  des  l'onctions  de  r,  on  aura 

p  et  (/  étant  telles  (juc 

p' -+- q' =z  1  —  a:     et     pq—hz. 
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II'  (|UI  tloiiiic 


l'I.  (Il'  lii. 


</  I  —  as  —  v'i  —  2az  -h{a'—  ^b')z- 

p  7.bz 

(Ir  sorlr  (|ii"('ii  i'iiisaul,  pmir  plus  de  siinpruitc, 


Ç  =  y/i  —  aaz  -(-  («'  — 46')s-, 
ou  a(ii':i 

y  _  1  I  —  az  —  Ç  I         ,._/'  —  «^  —  ?\  ■  ' 

^-r  "^ -    ïÂ^    f'  '--y — Ï65 — ;  ç' 

t'I  eu  gciici'iil 


...  =  (i 


—  az  —  Ç\,«  I 


>.6s       /     r 

Or,  si  l'un  développe  telle  quanlité  eu  uue  série  de  puissauees  ratiou- 
uelles  el  enlii'res  de  3,  ou  verra  aiséiueut,  |iar  ce  que  uuus  avous  dil  plus 
haut,  (|ue  le  coclliiieul  il'uui'  puissaure  (|uelri>U(|iie,  coiuuie  z'\  deiio- 
lera  le  uombre  des  cas  où  la  sounue  des  ei  reurs  de  n  ohservalious  pouria 
être  -I- y.  ou  — a,  de  sorte  (|ue  le  double  de  ee  eoellieieul  expiiuiera  le 

iiiiudirc  de  tous  les  eas  où  l'erreur  uioveuue  sera  ±  — •  De  là  il  est  l'acile 

n 

de  1  oui'lure  (|Ue  la  i|uautile 

I  —  az  —  'C  ii  —  az  —  'Ç\r  l\  —  az—'C\i' 

2.bz \       ihz       1       ""  \       ibz       j 


étant  regardée  conuue  uur  Coniiiou  de  r  et  développée  suivaut  les  puis- 
sauces  de  cette  variable,  dounera  uue  série  de  telle  nature  (|ue  le  coel- 
iicieut  d'uiK-  puissance  (|uelcon(|ue  z"  exprimera  justement  le  noini)re 

de  la^  oii  l'erreur  nH)Veuue  pourra  être  reureriiu'c  dans  ces  limites  —   -■, 

-(-'-;  de  sorle  (lue,  ce  coellicieiil  étant  divise  |)ar  li'  uiMubic  total  de 
cas    o -i- 2/;/',  on  aura  la  valeur  de  la  piidialiiliti'  cpic  l'erteiw  luoyeiiiie 
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ne  surpiisscra  pas  la  Irartioii     ,  soil  en  plus  un  en  moins.  Or,  la  tjuanlitr 

dont  il  s'agit  n'étant  autre  eliose  qu'une  série  géoniélri(jue,  elle  |)eut  se 
mettre  s(Uis  cette  forme  plus  simple 


-) 


Ainsi,  toute  la  dillieulle  consisteia  a  réduire  eette  même  (|uautile  eu 
série  inliuie  (|ui  procède  suivant  les  puissances  de  r.  Pour  en  venir  plus 
racilement  à  bout,  on  la  supposera  égale  à  une  indéterminée  v,  et  l'on 
aura  une  équation  entre  v  et  z,  (ju'on  pourra  par  des  difierentialions 
délivrer,  tant  de  la  puissance  u-— i  (|ue  de  l'irrationnalité  de  Ç:  parce 
movei),  on  aura  une  ecjuation  dilTérentielle  du  second  degré  entre  r  et  z, 
et  il  n'y  aura  plus  qu'à  supposer  1=  i  -  A;  ^  Bs--!-...,  et  déterminer 
les  coefficients  A.  B par  la  comparaison  des  termes. 

Au  reste,  comme  ce  calcul  est  un  peu  long,  nous  nous  contenterons 
de  l'indiquer  ici.  pour  mettre  sur  la  voie  ceux  (|ui  voudront  pousser 
cette  théorie  plus  loin. 

12.  ScoLiE.  —  Nous  avons  supposé  dans  les  deux  Probll'mes  précé- 
dents qu'il  y  avait  un  nombre  égal  de  cas  pour  avoir  une  erreur  positive 
et  pour  en  avoir  une  négative:  si  cela  n'était  pas  ainsi,  et  que  le  nombre 
des  cas  qui  (humeraient  o.  —  r  et  —  i  d'erreur  fusseul  a,  h  et  c.  alors  on 
pourrait  résoudre  les  Problèmes  avec  la  même  facilité  en  considérant  le 
trinôme  a  —  hx  ^  c.t~\  à  la  place  de  a  —  h'  a-^  .i'\,  pour  avoir  le 
nombre  des  cas  où  l'on  aurait  une  erreui'  moyenne  donnée,  et  eu  prenani 
ensuite  { a -^  h -^  c )"  \)0uv  avoir  le  nond)re  total  des  cas  à  la  place  de 
'a  -+-  2b  ".  On  pourrait  même,  sans  faire  un  nouveau  calcul,  adapter  à  ce 
cas-ci  les  formules  <|ue  nous  avons  dejit  trouvées:  car  si  dans  le  trinôme 

a  +  bx-^-  ou  met  ■r\/"j  à  la  place  de  .r.  il  deviendra  a-  \  Ar|.r-^ -); 

ainsi,  il  n"v  aura  (|u"a  mettre  dans  le  trinôme  rt-H^(.r-t--)  des  Pro- 
II.  ^5 
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hit'iiics  picccdciits  ^  hc  il  la  place  de  h,  cl  ciisiiilc  .v  K        à  la  place  de  x. 

Du  reslc,  nous  allons  Iraiter  ce  cas  d'iiiie  manière  l)caiic(iii|)  plus  t^éné 
raie  dans  le  l'rcddèiiic  suivant. 


l'iioiui'nn;   III. 

13.  Supposant  (/ue  c/iaqiic  ol/scnd/ion  soit  sujet  le  à  une  cireur  d  Une 
unité  en  moins  et  à  une  erreur  de  r  unités  en  plus,  et  (pie  le  nombre  des  cas 
qui  peuvent  donner  o,  —  i,  -i-r  d  erreur  soit  respectivement  a.  h.  c.  on 
denuinde  (/uelie  est  la  probahilité  que  l'erreur  moyenne  de  plusieurs  obser- 
vations sera  renfermée  dans  des  limites  données. 

Soil  //  le  niiinhi'e  des  ohscrvalions  dont  on  veiil  pi'endrc  le  inilien  :  on 

roniicia  la  puissance //"""du  trinôme  a  H i-cî'',  el  le  cocllicieni  d'une 

puissance  (|uelconque  .v'  dénotera  le  nomlire  des  cas  où  la  .somme  des 

erreurs  sera  p.,  et  par  consc(|nent  oi'i   l'ernuir  moyenne  sera  -•  Consi- 
dérons donc  la  quantité 

la(|nclle  se  réduit  ii 

^b  +  x{a-\-  ex'')]' 

X" 

el  Ton  aura,  comme  on  sait, 

I  b  -\-  .v[a  +  e.x'^)^|'z=  h"  -\-  nh"  ',<•(«  +  ex'')  H h"~-x'{a  +  ex')-  +  .  .  . , 

d'oii  il  est  l'aciie  de  voir  (|ue  le  coellicieiit  d'une  |niissance  (|uelcon(|ue  .r' 

scia 

n  in  —  i). .  .(n  —  s  -¥- 1)  . 
7. .  3 ...  « 

n(n  —  i)...(n  —  s  +  r)s—ir,     ,^    , 
H ^^ /---; ,  - 0"  '+'a'-'c 

+  '    —     J- i ^ -    b" -'■*-"  a'  '"c' 

7..3.  .  .(«  —  2/')  1.2 
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(■(•Ile  série  élaiil  nuilimiec  iiis(|ii'à  ce  (iiie  l'un   |i;irvieiiiie  ii  des  leiiiies 
négatils;  donc  ce  coellicieiU  sein  celui  de  la  puissance  a-'""  dans  la  (|Man- 

lité  (a  H —  +  cm' j  ;  donc,  si  l'on  désigne  en  généi'al  pai'    'j.    le  coeMi- 
cient  (le  la  puissance  a"  de  cette  dernii're  (|uanlite,  on  aina 

?.  .  3  .  .  .  (  p.  -f-  71  ) 

+     "'^-'^•■•^'--'^'     <.'-■"«.— '. 
2  . 3 . . .  { p.  +  «  —  /•  —  I  ) 


2X2. 3. ..(/:/.  +  «  —  ar—  2 


b'"'     "rt""^"      ''>•■ 


OÙ  il   faudra  toujours  omettre  les  teimes  (pii  contiendraieiil  des  puis- 
sances négatives  de  a  ou  h. 

Donc,    puisque    pour  n   observations   la   sonnne  de   tous  les  cas  esl 

(a -t- h -i- c  1",  on  aura  pour  la  pr(d)al)ilile  (|iu'  l'enenr  uiovcniie  soit  - 

la  tiuantité ^ -;  et  de  lii  la  nrolialiilile  (lue  l'ern'ur  niovenne  sera 

'  (  «  +  A  -I-  c  )"  '  ' 

renfermée  entre  ces  limites  —  /-.  4-  "  sera  ex|)rin)ée  par  la  sei'ie 

(-/>+0-t-...  +  (-l)  +  (o)  +  (l)4-...  +  ((/-l)  _ 
(a  -^-  h  -h  c )" 


PuOBLKMi;   l\  . 

li.   Siiftpo.sd/)/  tout,  comme  dans  le  Pmhlcnwprccàlcnl.  on  (Icmaridi 
(fuelle  est  i erreur  moyenne  pour  huptelle  la  prohalnlilc  esl  la  plus  î^rande. 

Nous  avons  vu    (|ue    la    prohahilite   (|ue    l'eiirur  uioyeuiie  soit   ^^  esl 

^^'' ,   (u.)   étant    le   coetlicient   de   la    puissance   .1  '    du    hiu(' ■ 

(a  H-  6  -I-  c)"     ^'  ' 

(a-i h  ex')  \  ainsi  il  ne  s'agit  (|ue  de  savoir  (pud  esl  le  Icruie  de  la 

puissance  n de  a -h  - -\- ex'  t\m  aiiia  le  plus  gi'aiid  coenicieni:  piuir 

25. 
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rela  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'à  chercher  le  plus  grand  terme  iln  trinôme 
a-i-h-hc  élevé  à  la  puissance  n\  car  supposant  cpie  ce  terme  soit 
na'' h'c\  K.  j3.  y  étant  les  exposants  de  a,  b,  c  dont  la  somme  doit  être 

é";ale  à  n,  et  t:  le  coeffîcient  de  ce  terme,  il  n'v  aura  iiu'ii  mettre  -  à  la 
place  de  h,  et  cx^  A  la  place  de  c,  et  l'on  aura 

T:a''b'^c^x->^-^'^'' 

pour  le  ternie  cherché  de  la  puissance  n"'""  du  tiinome  a  -\ h  ex""; 

ainsi  on  fera  —  /3  -i-  ry  =  a,  et  l'on  aura 

pour  l'erreur  moyenne  dont  la  prohahilité  sera  la  plus  i^rande. 

Or,  par  les  règles  des  combinaisons,  on  sait  (|U»'  le  coellicieni  ti  du 

lerme  -a'h''&  doit  être 

1.2.3. .  .n 
i.5.3...aXi.2.3...(3xi.2.3...y' 

dénotons  ce  terme  par  M.  en  sorte  (|ue  l'on  ait 
I .  a .  3 . . .  «  X  rt'  6'^  c^ 


1.2.3.  .  .ax  1.3.3.  .  .^X  I. 


=  M, 


et  il  faudra  qu'en  faisant  varier  les  exposants  «,  [i,  y,  la  valeur  de  M  dimi- 
nue; faisons  donc  varier  c/.  d'une  unité,  en  sorte  que  x  devienne  «  -t-  i , 
et  comme  y.  -^  fi  -h  y  =  n.  il  lau(lr;i  (|ue  fi  ou  y  diminue  en  même  temps 
d'une  unité;  or,  il  est  facile  de  voir  que  si  dans  la  valeur  de  M  mi  met 
a  -+■  I  pour  «  et  j3  —  I  pour  |3,  celte  valeur  deviendra 


donc 

et,  par  conséquent. 


^      oM 


^^<M. 


«-(-1     b 

a-\-  1   h 


<■; 
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réciproquemont,  si  l'un  auiiiiiente  ,3  d'uno  unité,  cl  (jm'oii  iliininnc  y. 
iiussi  d'uiif  unité,  un  trouvera  la  condition 


g      h 

'?-\-\  à  '^'' 


ainsi  il  taudia  ([Uf  l'un  ait  en  même  temps 


Or,  c'est  ce  nui  aura  lieu  si  %  =  -r- 

'  3       h 


On  trouvera  de  la  même  manière  -=--.  <le  sorte  qu'en  nrenani  un 

'I       c  '  ' 

coefficient  indeteimine/j.  on  aura,  dans  le  cas  du  maximum. 
x^^pa,     ^=:pb,     y^pc; 

mais  5f  —  5  -4-  7  =  «:  donc  p  = r :  donc  enfin 

'  '  '         a  -h  b  -h  c 

na              .               nb                             ne 
X  = j ,      i  = ,      y  = 

o-   I  ^- ^-  na  nh  ne  ,  , 

Si  les  quantités  j , j ,   ï sont  îles  nonu>res  en- 

^  a-\-b+c     a-T-b-^e     a  +  b  +  c 

tiers,  on  aura  exactement 

na  „  nb  ne 


comme  nous  venons  de  le  trouver:  mais  si  ces  (|uantitcs  ne  sont  pas  des 
nombres  entiers,  alors  il  faudra  prendre  piuir  y.  ;5.  y  les  nombres  en- 
tiers qui  en  seront  les  plus  proches.  On  peut  prendre  cependant,  pour 
plus  de  simplicité,  ces  mêmes  quantités  pour  les  valeurs  de  a.  ,â.  7.  car 
l'erreur,  s'il  y  en  a.  ne  pourra  jamais  être  que  très-petite:  de  celle  ma- 
nière nous  aurons  pour  l'erreur  moyenne  qui  a  la  plus  ij;raiide  prohahilite, 

expression 

;•  ji  _  i3  _     rc—  h 
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.     lô.  (lonoi.LAiRK.  —  De  lii  il  s'ciisiiil  ([ii'cui  [iciil  Imijoiirs  i'Ci;iir(l('r  hi 

rc  —  b  ,,  11  ,    •      • 

iiiMiiilile , comiiK'  I  crn'iii'dti  rcsulhil  mcivrii,  et  (iii  miisi  on  iiciil 

|iiiiiilrt'  la  nu'iiic  quaiUitc  pour  la  ((tiicctioii  di'  ce  icsiiltal. 

l.oiS(|ii('  /• -r  I  et  c^b,  coinnic  dans  riivpollii'sr  du  l'r(d>l('in('  1,  la 
l'orrccrKiii  du  irsultat  moyen  dcviciil  iiulli';  cllf  Ir  sciail  aussi,  si  l'on 
avail  h  ==  rc:  mais  dans  tous  les  auhvs  cas  elle  sera  d'aulanl  plus  grande 
ipic  rc  dillcri'ia  davaulai^f  de  h. 


Problème  V. 

Iti.  On  xu/tposr  que  rli(i(jiie  observation  soit  sujette  <i  des  erreurs  (fuel- 
cotufues  données,  et  qu  on 'connaisse  en  même  temps  le  /lombre  des  cas  où 
cluKjue  erreur  peut  Oioir  lieu;  on  demande  la  correction  qu'il  faudra  faire 
au  résultat  moyen  de  plusieurs  observations. 

Soient  p,  q.  r.  s ie^  eii'enrs  au\(pi(dles  cinKine  oliMMvation  est  su- 
jette, el  a,  b,  c,  d les  cas  (|ni  peuvent  d miner  ces  erreur>,  savoir  «  le 

nomlire  des  cas  (|ui  donneraient  l'erreur /7,  b  le  nombre  des  eas  (jui  don- 
neraient l'ericnr  q.  et  ainsi  des  autres;  il  est  clair,  par  ce  que  nous 
avons  démontre  dans  les  I'r(ddemes  précédents,  (pie  si  l'on  idl've  le  po- 
lynôme 

axi'  -+-  AjT»  -r  cx"^  -\- . . . 

a  la  |inissaiM-e  //,  et  (pTon  dénote  par  M  le  eoellicient  de  la  puissance  x" , 

on  aura 

M 

(  «  -1-  A  H-  c  -H  .  .  .  )" 

pour  la  prohaliilile  que  l'erreur  du  résultat  moyen   de  //  (d)servali()ns 

soif  — •  Or  on  sait,  par  la  tliém-ie  des  comijinaisoiis,  i\\\r  le  eoellicient  M 

sera  de  celte  l'orme 

I  a .  3 . 4  •  •  ■  n  X  a"  ^''  c"  •  •  • 
1. 2. 3...  «X  1.2. 3... ^1.2. 3... 7  X  . . .  ' 

ou  les  exposants  v.,  fj.  y dniveril  être  tels  que 

a -I- |3 -♦- •/ -t-.  .  .  =  «,     et     a/> -(- ^(/ -f  •//• -I- .  .  .  =  fi. 
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Ue  pins,  il  est  nicile  <lc  (IfinoiiInT,  |);ir  mit-  mclliodi'  si-mlihiLlf  ;i  «•.■II.- 
(lu  Problème  précèdent.  (|nr  le  ('(icllicH.nl  M  ser;i  ii-  |)lns  -nmd,  lois- 
(ju'on  ;iura 

na 


?  = 


y 


h  -hc 
nb 


b 


b 


d'où  il  s'ensuit  que  l'erreur  moyenne,  puur  l;H|nrllc  lu  piolndiililr  scr;i 
la  plus  grande,  sera  exprimée  par 

u.  iip  -h  bq  -f-  f; ■  + . .  . 

n~     a-h  b  -i-  c  +. . . 

Ainsi  cette  quantité  représentera  la  correctii)n  (|u'il  laudr;!  l'^iiic  ;iii  ré- 
sultat moyen  de  plusieurs  observations. 

17.   (>()ROLLAiRE  I.  —  Si  l'on  regarde  les  (piantités  «,  h,  c c(uiime 

des  poids  appliques  ii  une  droite  indéfinie,  ii  des  distances  égales  ii  />.  </. 
r,...  d'un  point  fixe  pi'is  dans  cette  droite,  et  qu'on  cluMche  le  ceuire  de 
gravité  de  ces  poids,  la  distance  de  ce  centre  au  point  fixe  sera  la  correc- 
tion qu'il  faudra  taire  au  résultat  moyen  de  plusieurs  observations:  cela 
suit  évidemnuMit  de  la  formule  que  nous  avons  trouvée  plus  haut  piuir  la 
valeui'  de  cette  correclion. 

IS.  CoROLL.viRE  II.  —  Donc,  si  l'on  suppose  que  cliaque  ob.servation 
soit  sujette  à  toutes  les  erreurs  possibles  (|ui  peuvent  elre  comprises 
entre  des  limites  données,  et  (|u'on  connaisse  la  courbe  de  la  facilile 
des  erreurs  dans  la(]uelle.  les  abscisses  étant  supposées  re|»i-esenler  les 
erreurs,  les  ord(Uiuee>  représentent  les  facilités  de  ces  erreurs,  il  n'y 
aura  (|u';i  chercher  le  centre  de  giavile  de  l'aire  lolale  de  celte  courbe. 
et  l'abscisse  répondant  à  ce  centre  exprimera  la  correclion  du  résultai 
moyen.  Ile  là  ou  voil  (|ue  si  la  courbe  dont  il  s'agit  est  égale,  est  semblable 
(le  (Ole  et  d'autre  de  l'ordonnée  (pii  passe  ])ar  l'origiiu'  des  ab.scisses.  en 
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suite  que  cette  ordonnée  soit  un  diamètre  de  la  courbe  dont  il  s'agit, 
alors  ht  eurreetion  sera  nulle,  le  centre  de  gravité  tombant  nécessaire- 
nienl  (l;iiis  le  dianiolre.  V.v  cas  a  lieu  toutes  les  l'ois  (|uc  les  erreurs 
pciivcnl  ctic  ci^iilemeiit  positives  et  négatives. 

Probliîme  \l. 

11).   Je  suppose  qu  on  ait  vérifié  un  insirumeni  (ptelvon<pie .  el  qu  avnnl 
réitéré  plusieurs  fois  la  même  vérification  on  ait  trouvé  différentes  erreurs 
ilonl  rlicuiine  se  trouve  répétée  un  certain  nombre  de  fois:  on  demande 
rpielte  est  l'erreur  qu'il  faudra  prendre  pour  la  eorreettnn  de  l'instrument . 

Soient/»,  q,  r,...  les  erreurs  trouvées,  et  soient  c/..  .v.  /,...  les  nombres 
qui  marquent  combien  de  fois  cbainie  erreur  s'est  trouvée  répétée  en  lai- 
saiil  /(  véi'itications;  supposons  (|ue  le  nombre  des  cas  ((tii  pcuvcnl  don- 
ner l'erreur /J.  ou  q,  ou  r,...  soit  désigné  respectivcnicnl  parrt.  h.  c — ; 
(|u'(Mi  éli've  le  polyonme 

axi"  -+-  l>xi  ■+-  ex'  -(-... 

à  la  pui.ssance  n,  et  soit 

'^{axf'i'ibx^ficx'Y  ■  ■  ■ 

un  terme  quelconque  de  ce  |»olynonn' :  le  cocllicient  Sa'l/'C...  de  la 
puissance  p<x  -i-^]3  +  ry  —  . . .  de  a  divisé  par  ia  -i-  h  -^  c  -h  . . .  j"  déno- 
iera la  ])robabilité  que  les  erreurs/;,  q,  r,...  se  trouvent  combinées  en- 
semble, de  manière  que  p  soit  répété  c  fois,  q  (i  fois,  r  7  fois,  et  ainsi 
des  autres.  Ainsi  celle  probabilité  sera  la  plus  grande  dans  la  cond)iuai- 
son  on  la  valeur  de  Na'/y'c'. . .  sera  la  plus  grande:  mais  on  a 

I.2.3.-.« 

N  = 


.2.3...aXi.2.3...(3Xi.5.3...7X... 
comme  nous  l'avons  déjà  vu  dans  le  Probii-me  pretcdenl  :  donc,  par  b; 
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même  PioliK-iiif.  I;i  plus  giynili'  valeur  de  'S  a'  h'^  c' . . .  auia  lien  lor.s(|iie 


X 

= 

na 

a -h 

h 

-i-  c  -i-  . .  . 

^ 

= 

nb 

At- 

h 

+  C  +  ... 

y 

= 

ne 

//  1 

h 

équations  par  les(|iielles  on  pourra  déterminer  les  inconnues  «.  h,  c 
et  l'on  aura,  en  faisant  a  -^  h  ^  c  -^  . . .  =  s. 


6  = 


Ur  nous  avons  dénionlre.  dans  le  Prohli'ine  eile.   (|ue  la   lorreelion 

(|u'il  tant  l'aire  au  résultat  moyen  d'un  nomlire  (intde(uunu'  d'oliserva- 

lions  est  exprimée  par 

ap  -h  bq  -i-  cr  -h . . . 
a  -hb  -h  c  +  . . .     ' 

done,  meltanl  dans  eette  expression  les  valeurs  de  a.  h,  c...  (pn-  nous 
venons  de  trouvei',  la  correction  dont  il  s'agit  deviendra 

xp  -h^q  +  yr-+- .  .  . 
n 

e'est-à-dire  eeale  à  l'erreur  movenne  entre  toutes  les  erreurs  partieu- 
iières  que  les  n  vérilieations  ont  données. 

20.  Corollaire.  —  Si  l'on  voulait  tenir  romple  aussi,  au  inoins  d'une 
manière  approchée,  des  erreurs  intermédiaires  auxtjuelles  rinstrumenl 
pourrait  être  sujet,  il  n'y  aurait  qu'à  prendre  dans  une  ligne  droite  indé- 
finie des  abscisses  proportionntdlcs  aux  erreurs  trouvées  p,  q .  r 

comme  au  n"  17:  et  y  ayant  applicpu'  des  ordonnées  (iro|)orlionntdles 

aux  quantités  «.  b,  c on  ierait  passer  pai-  les  exiiemites /<,  c/,  /,... 

une  ligne  paral)(di(iue:  on  clien  lierait  cnsuile  le  cenlre  de  gravité  de 
l'aire  de  toute  la  courbe,  el  la  per|)endiculaire  abaissée  de  ce  cenlre  siii 
l'axe  y  cou|)erail  une  abscisse  qui  serait  la  correction  de  rinsliumeni 

II.  2(1 
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On  voit  |);ir  lii  (■oiniiiciil  on  pciil  CDMiiiiilre  à  posteriori  l;i  loi  de  la  i'ai'i- 
lilt'  (If  cliaciinc  îles  crrcui's  aii\(iiit'll('s  iiii  inslruniciil  |i('iit  l'Irt'  sujet. 

21.    Rkmauqoe  I.  —  On  a  trouve  ci-dessus  (|ue  la  plus  i^rande  proha- 

Itilité  a  lien  lorsque 

SX        .  s^        ._•')' 

H  n  n 

de  sorte  que  les  valeurs  de  a,  h,  c...  sont  les  plus  proliahles  (ju'on 
puisse  supposer.  Si  on  voulait  savoir  de  plus  (|uelle  est  la  probabilité 
(|ue  ces  uièuies  valeurs  ne  s'écarteront  pas  de  la  vérité  d'une  (|iKintile 

(|iiclcon(|ue  ± —1  il  u'v  aiii'ail  (|u'ii  uiellre,  dans  l'expression  j;enerale 

de  la  pr(d»al)ilité  'Prohiènie  piecechuit  j 

', ' 

s" 

..  .  ,  ,  ...     s{x-hx)     s{&+y)     siy-hz) 

au   heu  de  a,  h,  c,  les  (luautiles  ~ -■,  -^ — -—y  —^ '-,■■■,    et. 

'  n  n  n 

faisant  successivement  .r,  y,  z,...  égaux  à  ±i,  ±2,  ±3,...,  ±:'r,  en 

sorte  cependant  (pic  l'on  ail  toujours  j; -)- y  +  z +...  =  o,  il  cause  (|ue 

par   liy|)otlii'se  i   a  ^  ij  ^  c -h...  =  s    et    5: -(- |3 -h  7 -+-...=  «,   on    aura 

autant  de  probabilités  particulières,  dont  la  somme  .sera  la  probabilité 

cbercbce. 

Soit  I*  la  probabilité  (|uc  l'iui  ait 

sa       ,      «3  •sy 

a  =  -,       h  =    '^ ,       e  —  -î^ ,  •  •  •  ; 
n  n  n 

nicitani  ces  valeui's  dans  l'expression  prccedeiilc,  <ui  aura 

_  i-2.3...re         a' jâ'^ 

II"  1 .7.3.  .  .X  1.2.3.  ..(3 

Soit  de  plus  Q  la  piobabilité  que  l'on  ait 

_  5  (  a  -+-  a.-  J         .  _  s({i  +,)•]  _  _  s[y  -\-  z) 
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on  aura  la  vahnir  de  Q  en  iiiettaiit  ces  valeurs  dans  la  nit'-nK'  expression, 
et  il  est  facile  de  voir  ([n'on  aura 


0  =  l'(n--|'(.  +  iV"(.  +  .:)'' 


ÏÏ 


Donc,  si  Ton  l'ail  en  génei'al 

et  que  j  V  dénote  la  sonune  de  toutes  les  valeurs  iiarliculiiTcs  de  \',  en 
faisant  varier  .t,  y,  =,...  depuis  o  ju.s(|u'à  -\- r,  et  ayant  soin  (|ue  l'on  ait 
toujours  j:'-!- y -+- r....=  o,  la  pr(d)al)ilité  clieccliée  sera  égale  it  P  |  V. 

Ciuiune  il  n'est  pas  facile  de  trouver  rintegrale  1  V.  surtout   loixpi'il 

y  a  plus  de  deux  vai'ialilcs,  on  pourra  se  ({Uitenlei' de  l'avoii' d'une  ma- 
nière approchée;  pour  ((da.  il  n'y  aura  qu'à  prendre  une  valeur  moyenne 
de  V  et  la  multiplier  par  le  nombre  de  toutes  les  valeurs  particnlièi'es 

de  V  qui  doivent  entrer  dans  l'intégrale  /  V.  et  la  dilliculté  ne  ctuisis- 

tera  qu'à  trouver  ce  nombre.  Or,  si  l'on  désigne  par  m  le  nondiie  de> 
quantités  a,  p,  7,...,  il  est  facile  de  concevoir  (|ue  le  ncuuhre  dont  il 
s'agit  ne  sera  autre  chose  que  le  coeftlcienl  de  u",  c'est-à-dire  le  Icnnr 
tout  connu  de  la  série  qui  représente  la  puissance  m  du  polynôme 


Qu'on  dénote  ce  terme  par  T.  cl  l'on  aura,  comme  nous  le  demoulreriuis 
plus  bas, 

_  (  nir  -hi)(mr+  :î){  mr  +  3).  .  .(/»;--t-  nt  —  i) 

I  .  2  .  3  .  .  .  (  W!  —  I  ) 

[(/??  —  ?■)  /'][(/»—  ?.)/■-)-  I ][(/»  —  ?.)/■ -f-:».]. .  •  !,("'  —  ■'■)/• -<-/"  — a] 

~"^  I.3..3...(W-I) 

w(m  — 1)  [{m  —  ^)r~i][(m—/i)r][(m  —  i\)r+i]...[{ni~/i)r-hm  —  3\  _ 
a  1.2.3. .  .(m  —  i)  ''■■' 

a6. 
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m  roiilimiant  cette  série  seulement  jusqu'à  ce  que  (juclqu'un  des  l'iic- 
teuis /W/-4-I,  (m—  2)r,  (m  — 4)r— i,...  dovieniie  néii,atif'. 

Donc,  si  \y  est  la  valeur  iiioyeiiiie  de  \ ,  un  aura  pour  la  valeur  apiiio- 
clice  de  I  \  la  (|uaulite  TW.  et  la  |M(dialiilil('  clieicliee  sera  à  peu  pri's 

e-ale  il  PTW. 

Si,  au  lieu  <le  prendre  jxjur  W  la  valeur  nioveiiue  de  \,  ou  prend  la 
plus  pelile,  il  est  clair  que  TW  sera  néeessaireuieiil  uKiiudic  ipu-  la  véri- 
table valeur  de  /  V,  et  par  conséquent  la  probabilité  cliereliée  sera 
nécessairement  plus  grande  que  PTW;  ainsi,  (mi  pourra  parier  avec 
avantage  PTW  contre  i  —  PTW  qu'en  l'aisanl 

s        n        s         n       s        n 

ou  ue  se  lroiU|)era  pas  d'une  quantité  plus  i^i'aiule  (|iie      tant  en  plus 
(pi'en  uioius. 

22.  REiviAiiQiii;  II.  —  Supposons  t\m'  n  soil  un  nombre  Irés-grand,  et 
(|ue  par  consé(|uent  les  nombres  oc,  fi,  •/,...,  dont  la  somme  est  n,  soient 
an.ssi  très-grands;  pour  trouver  dans  ce  cas  les  valeurs  de  P  et  de  V,  on 
remar(iuera  : 

r'  Que  loi'sqne  u  est  un  très-grand  n(m)bre,  on  a,  à  très-peu  pri's, 

logi  -(  log2  H-  log3  -(-. .  .-f-  logM  =  -  log-  +  (  «  -H  -  )  logK  —  u, 

n  étant  le  rapport  de  la  |)eripliérie  du  cercle  an  layoïi;  d'où  il  suit  (|ih' 
l'on  aura 

,         1.2.3. ..u  I,  I, 

loi; =:  -  logTT  H lOgM  —  M, 

M"  ?,  2 

et  par  conséquent 

1.2.3. .  .M v''?r«. 

u"        ~    e"   ' 

donc,  à  cause  de  «-f- p  H- '/  +  ...=  «,  on  aura 

V  7r«  X  TT^  X  7:y  X . . . 
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2"  Si  on  prend  le  lotiiiritlinic  de  V,  on  aura 


l0gV=al0g(^H-^)   +^10^^  +  ^^  +y|og( 


I  +  - 

y 


,         /  X  \  X  x' 

'og  h  +  -    = -,+■■■; 

donc,  à  cause  de  a;  +  v-+-  s  4-...  =  o,  on  aura  à  très-peu  |»rès 

et  de  la 

Soient  maintenant 


et 


on  aura 


donc 


n  n  n 


ç-f-(j/-t-Ç-i-...=:o     et     VH-B-t-C-+-., 


P  = 


(Trw)    ^     v'ABC... 


V=e 

Or,  comme  l'incrément  ou  la  différence  des  quantités  x,  y,  z est  i, 

la  dilTérence  des  variables  2,  'h.  'C...  sera  -U.  et  par  conséquent  intini- 
ment  petite;  de  sorte  que,  si  l'on  apitelle  celte  dill'erence  dO,  on  aura 

P  =  -_'^^:::=^. 

V'jT-'ABC... 
Donc 


.  /  ?'       ri-'        Ç'  \ 


pv  =  , 

V'îr-'ABC. 
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Donc  .  si  l'on  intègro  la  difl'érentielle 


m—  I  l'ois,  cil  mpltant  d'al)ortl  à  la  place  Hc  :  sa  valciif       ■\>--'Ç-- 

cl  faisant  varier  ensuite  successivcriient  les  variables  'l,  Ç,...,  de  la  même 
ilillerentielle  dO.  et  (iifon  eompliie  riiilejiiale  en  sorte  que  les  valeurs 
de  ç,  6.  1,...  s'étendent  depuis  —  o  jusqu'à  fj  eu  faisant  /■=o\/jj,  on 
aura,  en  noniinanl  celte  inléiîrale  R.  la  qnaulitc 


v-tT-'ABC..,. 

pou [■  la  pio lia Itiii le  (|ue  les  valeurs  (le  rt,  />.c,...  seronl  exactes  à  -^  près. 

\« 
Soit,  |)ar  exemple,  m  =  3,  en  s(U'te  (pie  l'on  n'ait  tr(Uivr  (pie  deux 
erreurs  diUérentes,  dont  l'une  ait  été  n'pc'tt'e  ce  fois  et  l'autre  p  fois, 
dans  un  noinhre  très-grand  n  de  vérifications  de  rinslrumenl;  en  ce  cas 
il  n'v  aura  (|u'une  seule  intégration  à  l'aire,  et  la  diiléreutielle  à  intégrer 
sera,  eu  mettant  —  6  à  la  |)lace  de  5,  et  faisant  dO  =^  f/'\/. 


la(]uelle  n'est  infégrahlc  par  aucune  des  métliodes  connues,  a   moins 
éduise  en  série  la  (juantité  exponentielle  r     '^*        '     .  De  celle 


(]U  ou  ne  I 

manière  on  aura  la  dillérenlielli 


f(j/  [i-  kij/ 


K'V  _  K'^y 


2.3 


A-4-B 


l'u  faisant,  pour  abréger,  K  =  ' ^  .  „  ;  de  sorte  (pie  l'intégrale  sera 

,         K^l'        K^'V         K'4;' 


2.5        2.3.' 
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Doiic 


R 


kp»         K'p'     .      -K'p' 


3  9,  x5       2.3X7         "/ 

(loue 

R 

exprimera  la  jtrol)al)ililé  que  les  valeuis  de  (/  el  l>  suieiil    reiit'eiiiiees 
entre  ces  limites 


i  I  A  ±  -^  j      el     .$ 


c'est-à-dire  que  les  facilités  des  cireurs  qui  se  soûl  Iniuvccs  r(qielees  y. 

et  p  t'ois,  lesquelles  sout  pi'oportiouuellcs  ii      et  -•>  ne  s'ecailcul  pas  des 

quantités  A  et   B,  (Icuinées  par  les  ohscivalions.  d'une  (pianlilc    pins 

".Taude  que  -^• 

V"  _ 

.  Si   l'on  t'ait,  pour  plus  de  simplicité,  p  =  avAB,  ou  aura   K  =  :|7:,' 

à  cause  de  A  +  B  =  i,  el  la  |M-ol>altilile  doiil  il  s'ajiil  sera  exprimée  de 
cette  manière 

^^V-       2X3^2.4x5        2.4.6x7       ■■■/ 
Donc,  si  l'on  suppose  a  =  1 ,  on  aura  la  seiie 


2X3        2.4x5       2.4.6x7 

dont  la  somme  est  à  très-peu  prf's  ().8.)5(J2/|;  de  sorte  (pie  la  piolialulile 
cherchée  sera  à  peu  près 

.,6j^  =  0,682688. 

v" 

Ainsi,  on  pourra  dans  ce  cas  parier  avec  avantage  (jne.  en  sup|)osanl 
les  i'acilités  des  erreurs  respectivement  éj-ales  à  A  el  ».  mi  ne  se  Irom- 
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|)fi;i  |i;is  (II'  lit  (|iiiiiitilc  al/  — 1  qui.  a  cause  de  ti  Ires-grand,  est  iieees- 

sairenieiil  iutiiiimeul  petite. 

Il  SI  rail  lieauroup  plus  difticile  de  trouver  la  valeur  de  R  si  les  varia- 
bles ;,  'l.  Ç....  liaient  plus  de  deux,  surtout  à  cause  que  rintciiiatioii 
iliiit  (ire  telle.  (|u'elle  n'embrasse  que  les  valeurs  de  ces  mêmes  variables 
qui  sont  comprises  entre  les  limites  —a  et  -ho:  mais  on  pourra,  dans 
ces  cas.  se  sei'vir  de  l'a|)pr()xiinalion  (|ue  nous  avons  donnée  dans  le 
nniiiero  précédent. 

Pour  cela,  on  remarquera  <|iie  pnis(|iie  nous  avons  l'ait  r  =  p\  ri,  et 
(|ne // est  siip|)osé  fort  grand,  le  iiond)re  r  devra  être  fort  grand  aussi; 
de  sorte  (ju'oii  aura,  ii  très-peu  prés. 


1 . 7 .  i . . .  (  m  —  I  ) 


r    ,.  ,  /  ,.    ,       ni(ni—  \) ,  ,.     , 


en  continuant  cette  série  jusiju'a  ce  (pie  (piel(priiii  des  nombres  m  —  a, 
m  —  1,...  devienne  négatif:  donc  (tu  aura 


Pï  =        -!= 


m{  m  —  I  )  ,  ^ 

m'"  '  —  m  (m  —  2  )'"  'h (  /h  —  4  r'  —  ■  ■  ■ 

1—1  2 

^^t:  J  i.2.3...(/»j  — Ov'ABC... 

el  il  li'v  aura  plus  (|u';i  multiplier  c(ite  (luaiitite  par  W,  c"esl-;i-dire  par 
la  valeur  moyenne,  ou  si  l'on  vent  par  la  plus  piiile  valeur  de  V.  Or, 
comme  on  a 

\= L , 

il  est  clair  que  la  plus  petite  valeui'  de  V  sera  celle  oii  la  (|uantité 
-^  +  -^  -4-  -^  -t-  ...  sera  la  plus  grande;  et  il  est  facile  de  vuir  (pie  cela  arri- 
vera en  prenaiil  i  =  0,  '1/  =  —  p,  ^  =  0,...,  à  cause  de  2  H-  't  -t-  ^+...  =  0, 
el  supposant  que  A  et  15  soient  les  plus  (letiles  de  loiiles  les  (pianlilés 
A,  B,  C,...;  ainsi,  on  aura 


.:-(;-;)'•• 
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Donc  faisant,  pour  altréger. 


M 


,  ,     ,       m  { OT  —  I  ) ,  , ,     . 


1 . 2 . 3 . . .  (  m  —  I  ) 
on  anra  la  (|uantité 


laquelle  sera  nécessairement  moindre  que  la  probabilité  clierehée;  de 
sorte  qu'en  nommant  H  cette  quantité,  on  pourra  toujours  parier  avec 
avantage  H  contre  i—  H  qu'en  supposant  les  facilités  des  erreurs  égales 
respectivement  à  A,  B,  C...  on  ne  se  Ironqx'ia  |ias  de  la  (piantité  Irès- 

0 

petite  ^=- 

Lemme  I. 

23.   Soit  X  une  fonction,  rationnelle  et  sans  diviseur,  de  r  :  on  demande 
le  coefficient  de  la  puissance  a-"  dans  la  série  résultante  du  développement 

de  la  fraction  ^ — -  • 

[a  —  x)" 

On  a,  comme  on  sait,  • 

I  I  nx         n  (  «  -f- 1  )  X- 

(a  —  xf  ~~  a"       a""^'  ■2a"^- 

1 .2.3. .  .(n— i)       o..Z...nx       3.4- •  •("  +  O-^" 


I  .  2  . 3 ...(«  —  I  ) 

donc,  si  l'on  ordonne  la  quantité  X  par  rapport  aux  puissances  de  .r.  eu 
conuiiencant  par  la  plus  haute,  de  manière  que  l'on  ail  en  général 

\  -—  A.r''  +W~'  +  Cx"-"'  -t- .  .  . -t-  M  .r" -I-  Nx'"^'  -r 

et  qu'on  nnilliplie  cette  série  par  celle  (|ni  exprime  la  valeur  de  ^^_  ^^„» 

il  est  facile  de  \oii'  que  le  terme  (|ui  coiilieiidia  la  puissance  .r"  sera 

«Il a      ^ j-i^ 

"  1 . 2 . 3 . . .  (  n  —  I  ) 

IL  ^7 
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(le  siHlc  i|iit'  le  ((icITicicnl  cluTi'lic  sciii  rcpi'cscntf  |t:ii'  In  sciic 

I  ■2.3...(«— I)  jj  _^  a-3.../t  j^  _^  3. 4.. ■(«  +  !)  p  _^ 


i.?,.3...(«  — i) 


Déiiofons  par  X'  la  somiTit'  de  tous  les  termes  de  la  valeur  de  X.  m'i  lis 
puissanees  de  œ  ne  sont  pas  plus  hautes  que  ,r'\  en  soilc  (|ue  l'un  ail 

X'  --  Mot"  +  Nr"'   '  +  Px'"    "^  -i-  .  .  .  ; 
di\isanl  par.r"^',  on  aura 

X'     _  M       N       _P 

^,tt-i-i         X     '    X''       '.r' 

dnrn  .  dill'eicnliant  n  —  1  lois  et  laisanl  ensuite  J'      a,  on  aura 


''"  'V^'^^7 


X^^    1  1 .  2  . 3 . . .  (  «  —  •  )  ..         ?..  3  ...  H  -, 

^  , = ' M  H — —  N  -i- . . . , 

dx"''  a"  «"■*"' 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  eas  où  n  est  iui|)air,  el  rinlV-ricnr  puni' 
celui  où  n  est  pair. 

Donc,  le  coellicieni  clierchc  de  la  puissance  x''  sera  égal  à  ce  (pic  de- 
viciil  la  (|iiantité 

\xl^J 


(-■)"-' ^ .., 

.3...(w  — I)  dx"-^' 


lorsi|u'on  y  l'ail  .1  =  a. 


•24.  Remaiu,)!  1:.  —  Si  l'on  divise  la  quantité  X  |)ar  .r''"^',  el  (ju'on  en 
rejette  ensuite  tous  les  termes  où  il  y  aura  des  puissances  [tositives  de  .r. 

il  est  visil)l('  (lu'on  aura  la  valeur  de  -        ;  donc,  ii  la  |)lacc  de  la  iiiian- 

tile  X'  on  peut   prendre  la  cjuantité  même  X.  en  ayant  soin  de  rejt'lcr 
les  lernies  doiil  nous  venons  de  pai'ler;  de  celle  inanii're  on  ani'a.  pour 
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l'expression  du  coefiicient  cherché  de  x"^,  la  <|uanlité 


(-1)- 


i.2.3...(« — i)  dx"'' 

en  rejetant  dans  cette  (|iianlilé.  avant  ou  apri's  les  diflerenliatinns.  toiili-s 
les  puissances  positives  de  x,  et  faisant  ensuite  x  =  a. 

25.  Corollaire.  —  Supposons  qu'on  demande  le  ((lellicienl  de  j:" 
dans  la  série 

a;"  " -H  ...  -I-  or-'  +  x-'  -h  x' +  x'  -h  x^  + . . .-{- x^ 

élevée  à  la  puissance  n. 

Suivant  les  règles  ordinaires  de  la  sommation  des  progressions  géo- 
metri(|ues.  on  trouve  (jue  la  somme  de  cette  série  est  représentée  |)ar 

I  —  X 

de  soite  (jue  la  puissance  n'""'  de  la  même  série  sera  égale  à 

{i-x)- 

Comparant  donc  cette  formule  avec  celle  du  Leiume  precedeiil.  «m 

aura 

\  =  x-"'-'-(i-  x--"-^'-'-^''" 

n[n  —  i){n—i)        f„-s)^.-^-:^r,^,\, 
^3 

donc,  divisant  par  r""'  et  faisant,  potir  ahregcr. 

nx-i-  u=^~,     a  -1-  ^  -+-  I  =  p. 
fin  aura 

_  «("— ')("— ^)  ^-(it-^-'-3p)-i-.... 
1.3 
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•'I  par  (■oiisc(]iit>iU,  on  ditri'rentiant  /(  —  i  fois. 


i^) 


(- 4- I)  (îT  +  2). .  .{n  +  n  -  i):r-("-^".^ 

—  «(t:-)-  i  —  p)(7:-t- 2  —  p).  ..(-  +  «—  1  —  0)^-'"-^"-''' 

n{n—  I  ) , 

H (7r  +  I  —  2p)(7:  +  2  —  2p).  .  .(tt  -I-  «  —  I  —  2p)X' 


-(Ti-hn-ip) 


On  rcjctlcra  donc  de  ccUt'  série  los  termes  où  les  ex|)osanls  de  j-  se 
trouveront  positifs,  c'est-à-dire  (jne  si  *  est  le  nonihre  entier  (|ni  est  égal 

ou  immédiatement  plus  grand  que  — — ,  on  eontinuera  ta  série  seule- 
ment jus(|u'au  terme  *'""';  ou  bien  il  sulRra  de  la  eontinuer  jusqu'à  ee 
<|ue  <)uelqu'un  des  premiers  facteurs  n-h  \,  ti  +  i  —  p,...  devienne  né- 
gatif; ensuite  on  fera  x  —  i  et  on  divisera  le  tout  par  i  .2.5.. .{n  —  i);  on 
aura  ainsi  la  valeur  du  coefiicienl  cherché,  laquelle  sera  par  conséquent 

,3.. '■(;»-. )[<^  +  '"^  +  ")---'"  +  "-') 

—  «(tt-I-i  — p)(;r-l-2  — p)... (;:  +  «  —  I— p) 

n{n  —  i) 


(  ;:  4-  I  —  2p)  ( t:  -f-  2  —  2p) . .  . (  -  -I-  w  —  I  —  2  p) 
^^^^^^^|i^^^(.  +  .-3p)(.  +  2-3p)...(.  +  n-.-3p) 


De  là  on  tire  la  solution  du  Prohli'tne  suivant. 

PllOBLÈMi;    \\\. 

2().  On  a  plusieurs  observations  dans  chacune  (lestjuelles  on  suppose 
(fil  On  ait  pu  se  tromper  également  d'une  quelconque  de  ces  quantités 
—  a —  2,  —  I,  o,   I,  ■?.,...,  j'3;  on  demande  quelle  est  la  probabilité 
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que  l'erreur  du  résultat  moren  de  n  obsen'ations  sera  ^  >  ou  qu'elle  sera 

n  ' 

renfermée  entre  ces  limites  — ^  et  — ^  • 
•^  n  n 

Pour  trouver  la  prohahilité  que  le  résultat  nioveii  soit  ^-  il  tant  clier- 

cher  le  eoellieient  de  la  puissance  ar"  du  polynôme 

x~  "■+...  +  x-^  +  X-'  +  ar"  +  a:'  -(-  j;»  -+-...+  r'^ 

élevé  à  la  puissance  n,  et  diviser  ensuite  ce  coefficient  par  la  valeur  du 
même  polynôme  élevé  à  la  puissance  n,  qui  répond  à  a?  =  i ,  c'est-à-dire 
par  loc-h  ^  -h  i";  c'est  ce  qui  suit  évidemment  de  ce  que  nous  avons  dé- 
montré dans  les  Problèmes  précédents. 

Donc,  par  le  Corollaire  précédent,  on  trouvera  (jue  la  prolialiilite  cher- 
chée sera,  en  faisant  t:  =  «  c<  -h  y.,  o  =  a  ^  /5  -i-  i . 

— -^ \- -—  r(7:+l)(7:+2)...{-+«-l) 

1 . 2 .  o . . .  (  n  —  •  )  p  L 

—  «(tt -^  I  —  p)(7r^-  2  —  p). .  .(t:  -I-  n  —  I  —  p) 

n{?i  —  I  ) ,  , ,  V     ,  , 

-1-^ -^(--1-  i-2p)(7r-f-2  — 3.p). ..(--(- n—i-  ap) 


} 


en  continuant  cette  série  jusqu'à  ce  que  (juehiu'un  des  facteurs  --^  i, 
-  +  I  —  p....  devienne  négatif. 

Telle  est  l'expression  générale  de  la  probabilité  que  l'crrcnr  mosenui- 

de  n  observations  soit  ^;  ainsi,  pour  avoir  la  probabilité  ijuc  l'crirur  soit 

contenue  entre  les  limites  ^^  et  ^^>  il  n'v  aura  qu'à  faire  varier  a  dans 
n  n 

la  quantité  précédente,  et  prendre  la  somme  de  toutes  les  quantités  par- 
ticulières qui  répondront  à 

p  =  — />,...,  —a,  — ',  u.  '.   ' '/• 
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Or,  puisque  la  quaulilé  u.  n'entre  que  dans  la  valeur  de  -,  il  n'v  aura 
doue  que  cette  quantité  de  variable;  de  sorte  (jue  la  dillieullé  se  réduira 
il  sommer  îles  suites  dont  le  terme  général  sera  de  eelte  forme 

(i  +  l)  (s +'.'.)(*   -)-3)...(5-l-/.  j. 

l'oui'  cehi.  suit  la  somme  de  eelte  série  représentée  |)ar 

a(i  -1-  i)(i  +  ?.)..  .(i  +  /i), 

Il  elanl  une  t'onetion  inconnue  de  s,  et  metlanl  s  —  r  à  la  place  de  .v  el  u' 
il  la  place  de  u,  on  aura 

«'i(4  -4-  i)(i  -f-  ?. ). .  .(i  -(-  /,  —  i); 
cette  (|uaiitité  étant  reUancliée  de  la  précédente,  on  aura  la  dilléieiice 

[u(s  -h  h-)  —  u' s]{s  -{-  i'j{s  -h  :'.).  .  .(S  -^-  /i  —  i]; 

mais  il  faut  que  cette  ditlérence  soil  égale  au  terme  gein-ral  de  la  série 
dont  on  cherche  la  somme,  donc  on  aura  ré(|uation 

u(s-h  k)  —  u's  =  s  -^  /i, 
»  la<|nelle  on  satisfera  en  faisant 

_  4  +  /)  +  1 
"  ~      /i  -(-  I     ' 

de  soile  que   la  sonuiie  générale  de  la  série  iloiil   le  lernie  gênerai  est 

s  -h  i  )   s  -h  2j . .  .(s  +  fi  )  sera  représentée  par 

{S-hl)(S  +  2)...(S  +  lf){S  +  k  +  1) 

l,  +  l  ' 

i-l  p;ii  cun>('(|ticnt  la  somme  de  lotis  les  tei'Uies  conqiris  entre  ces  deux-ci 

(*' -i- i)(i' +  2  )...(*' -i-/rj     el     is" -\-i)(s" -h  2). .  .{s"  +  k) 
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sera  égale  à 

s"{s"+i]{s"-i-i)...{s"  +  lf]~{s'-i-i){s'-h-?.)...{s^+k+i) 
/.■  +  ■ 

Appliquant  donc  eeci  à  la  t'oTMiiiile  trouvée  plus  haut,  on  aura,  pour  l;i 

probabilité  iiue  l'erreur  moyenne  tombe  entre   —  et  -■,  l'expression  sui- 

vante,  dans  laquelle  j'ai  t'ait,  pour  abréger,  «  y.  — /?  =  o  et  ny  -hr/  =  ■/. 

,  ^3'     „^„  [y  (•/  +  ')•    -(y +  «-!)-    ô+i)(d  +  2)...(d^-  n) 

—  n[iy  —  p). .  .{y  —  0  +  n  —  i)  —  {0  —  0  +  i). .  .{0  —  p  -h  n)] 

-r-  — -[{y  —  2p)...(y  —  20  +  H—  i)  —  (d—  ap  +  !)...(  â—  2p+  w)" 


Cette  série  doit  être  continuée  jus(|u'à  ce  (pu-  (luebpi'un  des  facteurs 
7—5,7—20....  devienne  négatif;  et  quant  aux  autres  facteurs  0  —  6-h  1 , 
5  —  20  +  I, si  quelqu'un  d'entre  eux  se  trouve  négatif,  alors  il  fau- 
dra augmenter  le  nombre  0  d'autant  d'unités  qu'il  faudra  pour  le  rendre 
positif;  cela  suit  évidemment  de  ce  (pn>  la  série,  dont  la  précédente  est  la 
somme,  ne  doit  être  continuée  que  jusqu'à  ce  {]ue  (pudqu'un  des  pre- 
miers facteurs -— i  —  c,  ;i -h  i  —  2p....  devieiHie  négatif,  couiuie  lions 
l'avons  vu  dans  le  numéro  précédent. 

27.  CoROLLAïuE.  —  Supposons  que  les  nombres  a  et  fi  deviennent 
infinis,  aussi  bien  que  p  et  q,  mais  de  façon  qu'ils  aient  entre  eux  de.s 

rapports  finis;  et  soient 

&  =  /,      f^  =  r,     i^s, 

XXX 

en  sorte  (|ue  l'on  ait 

;3  =  a/,     p  =  xr,     q-  xs, 

l.  / ,  s  étant  des  nombres  finis;  dans  ce  cas  on  aura 
p=^a-t-^  =  (i  + /)ac,      o  =  nx—l>       [ii-rix,     y       nx   '  q  ^  [n -^- s)x; 
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(le  sorte  (in'rii  siil)stitu;iiil  ces  valeurs  dans  la  fiirimile  précédente,  et  né- 
gligeant ce  (|ii'on  doit  négliger  à  cause  de  a  =  x  ,  on  aura  celle-ci,  où 


_(„  _  r)-^n(n  -  r-f)"~  "'''^      ''(«  -  /•-  ■-./)"  +  ..  •], 

chacune  de  ces  deux  séries  devant  être  continuée  seulement  jus([u'à  ce 
»|ue  ijuelqu'une  des  quantités  n-hs—f,  n-hs—2/,...  et  n  —  r—f. 
Il  ^  r  —  2/,...  devienne  négative. 

Le  cas  de  ce  Corollaire  a  lieu  lorsqu'on  suppose  (pu-  clia(|ue  observa- 
tion est  également  sujette  à  toutes  les  erreurs  possildes  comprises  entre 
des  limites  données;  car  si  on  |)rend  la  plus  grande  erreur  négative  [)our 
l'unité,  et  qu'on  rlésigne  la  plus  grande  erreur  positive  |)ar  /,  la  l'ormule 
précédente  dénotera  la  probahilité  (jue  l'erreur  du  résultai  moyen  de 

n  (d)servations  soit  renfermée  entre  ces  deux  limites  —  -  et  h 

Au  reste,  nous  donimrons  plus  has  une  luétliode  l)eaucou|)  plus  sim|)le 
|)our  résoudi'c  ces  sortes  de  (|ueslious. 

Phoblicmi;   \1II. 

28.  Sii/j/j(j.<i(i/i/  (jiu-  les  erreurs  tjti  on  peut  comrnellrv  dans  eluKjue  obser- 
va lion  soient  —  oj —  2,  —  1,0,   1 ,  2,  . . . ,  w,  et  que  le  nombre  des 

cas  qui  répondent  à  chacune  de  ces  erreurs  soit  respectivement  proportionnel 
il  1 ,  2,  3, . . . ,  c<  +  1 , . . . ,  3,  2,  i,  on  demande  (ptelle  est  la  probabilité 
(pie  l'erreur  du  résultat  moyen  de  m  observations  soit  comprise  entre  les 

,■     ■       —  Il        <l 
limites  — '-  et       • 
//(  m 

(^Diiinieneons  oar  elierclier  la  |)i(il)al)ilile  (lUe  l'erreur  uioveiiue  soit  '—\ 
'  '  '  •m 

celle  pioliaMIile  sera  égale  au  coeilicieiil  de  la  puissance  .v"  du  polynôme 
x~''  4-  ax^""^'  -H.  .  .  -(-  co.r-'  -+-(  w  -H  1  ) •'"°  -*-'■>■*''+•■•  +  ?..i'"~'  -I-  x" 
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flcvr  il  la  |uiissaiuo  m,  ce  coenicicnl  rtaiil  ciisuilc  divise  par  la  vali-iii' 
(lu  même  polynôme  élevé  à  la  puissance  //.  (jui  répond  à  r  =  i . 
Oi'  on  a 

I  —  3, .r  +  ...(',)  +  i)^-" +...?. x""     '  -f  X      =:  (i  +.r +...-1-  x"j  =  I j  , 

donc  le  polynôme  ilunt  il  s'agit  sera  égal  à 


I  —  X 


et  par  conséquent  la  puissance  n  de  ce  polynôme  sera  représentée  p:i 

x—""^{i  —  x^^'f'" 

Celte  forunile  étant  comparée  a  celle  du  n"  2.').  on  aura 


d'uù  l'on  tire 


11=^  im,     x^= =^  —  ■     ei     p- 


donc    Problème  précédent    la  itndtaliilitc  chercliee  sera 
^ -\{-  +  i)[T.^i)...(T.  +  -^m-x) 

+3_m(2m-_i)  ^_  ^  ,  _  2p)(::  +  2  -  9,p)...(  tt  +  •>."!  -  ■  -  '•?) 


en  supposant  ~  =  m'^  -ha  el  /î  = '^  4-  i .  cl  c..ntiiniant  la  série  jus.pia 

.•e  ,|m'  (iu.d(|u'uu  des  lacleurs  -4-1-?.  " -^  i  -  ■^9'---  •''•^"•'i'"'  '"- 

gatif. 

De  la  (in  tnmvera,  comme  dans  le  l'nddi'mc  prccedcnl.  (pic  la  pr.d.a- 

l.iiite  (|ue   l'erreur   UHiycinic  se    trouve  cuire   les   limiles   — -   cl   ^^  sera 

98 
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l'xpiimcc  par 

^  ',^p„  I  •/(•/  +  ' )•  ■  -(y -t-  ?•'«  -  I) -  ( 0  +  I )( (î  +  2). .  .(0  4-  9.m) 

—  9.m[(y  —  p).  .  .(y +  2m—  I  —  p)  — ((5+  I  —  p). .  .(ô  +  2/«  — p)] 

-iiniim  —  i)r,  ,     ,  >      ,^  V     ,î.  \T 

-\ ^[(y  — 2p)...(y  +  2m  — I— 2p)— (o-l-i  — 3.p)...(b-l-7.m  — 9.p)] 


y  t'iaut  =m',i  +  q  et  â  =  m'j)  —p.  A  l'égard  de  la  conlimiation  dr  tes 
<l<'ii\  séries,  il  faudra  suivre  les  rèj^les  prescrites  plus  haut  '24,. 

2i(.  Corollaire.  —  Supposous  maiuteuaut  (|ue  les  iKUulires  'o,  p  et  «y 
devieniieiil  iiitiuis.  mais  en  sorte  (iiie  l'on  ail  -  =  /•,  -^  =  ^,  r  et  s  étant 
des  uouiin'es  tiiiis,  et  la  rormule  préeédenle  deviendra  f25) 

/  >-.  r      /  >  n,  2W(2ni  —  l)   r      ,  ,  >.,„ 

(•.>/n  -f-5)-'"—  2W[2(  W  —  l)  -h  S\""  -\ ' [2(m  —  2)  +  ij""  —  .  .  . 

5 rr : ' 

1 . 2 . 3 ...  2  m .  a"' 

{21)1  ~  r)""  —  2  rti  [  2  (  w  —  I  )  —  r]"-  H ^ ■  [  2  (  /M  -  2  )  —  rf"  —  .. . 

I  .  2  . 3 ...  2  m .  2"" 

ces  deux  séries  étant  continuées  jusqu'à  ce  ([ue  (|uel(iu'nne  des  (jnantités 
i|ui  sont  élevées  à  la  puissance  2/?  devienne  négative. 

(iette  formule  exprimera  donc  la  prohahililé  ([ue  l'ericiir  iiioy<'niie  de 

//  observations  soit  comnrisc  entre  les  limites  —  et   ^  dans  riivpollii'sc 

(|iie  chaque  observation  soi!  sujelle  à  toutes  les  erreurs  possibles  coiile- 
niM's  entre  ces  deux  limites  — i  et  +1,  et  (|ne  la  l'acililé  de  chaque 
l'i  irnr  soil  proportionnelle  à  la  dilférence  (|iril  y  a  entre  celle  eireur  el 
la  plus  grande  erreur  possible  dans  le  même  sens;  celle  hypollièse  est 
pins  conforme  à  la  nature  que  celle  du  n"  27;  la  courbe  des  ern^urs  ''20; 
serait  ici  un  triangle  isocèle  quelconqin-. 

'.\0.  Scoi.iK.  —  En  général.  lUi  ponria  trouver.  ;i  l'aide  du  Leinme 
pi'cccdenl,  la  pndiabilili'  que  rericui'  moyenne  soil  ei;ale  ;i  une  (|uaulité 
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(Imuiée  dans  riiyputlii'sc  (iiic  les  erreurs,  aiixqiii-lles  cliaiiiie  nliseivatuni 
est  sujette,  forment  une  proiiression  aritliniérK|ue.  el  (|ue  les  facilites  de 
ces  erreurs  forment  une  progression  aigél)ri(|ue  (|ueleon(|ue.  dont  les 
dirt'érenees  d'un  ordre  (iiieleon(|ue  deviennenl  nulles;  ear  soit 

le  polynôme  dont  les  exposants  de  x  représentent  les  erreurs,  et  les  eoel- 
tieients,  les  facilités  de  ces  erreurs;  qu'on  dénote  |)ar  AA.  A-.\....  les 
dilférences  premières,  secondes de  la  série 

A,  B,  C, . . . , 

en  sorte  que 

AA^B-A.     A-A  =  L— 2B-^  A,.... 

et  qu'on  dénote  de  même  jtar  A\'.  A-V...  les  diUerences  de  la  série 

V,  X,  V, ... 

supposée  continuée  au  delà  de  V,  on  aura,  comme  on  sait,  poui-  la 
valeur  du  polynôme  proposé,  la  série 

,TA-V.r''-"=-'  AA-ANx"--^-'    ,         I 

•^"  [ — r=^ — -"      (r=^? — ^•••J" 

Or.  si  la  série 

A.  B.  C,...,  V,  X... 

est  telle  que  ses  ditlerences  d'uu  ordre  (pielc(.U(iue  m.  par  c\eiiiple. 
deviennent  nulles,  on  aura 

A"'A  =  o,     A'"V=o, 

et  toutes  les  différences  ultérieures  seront  aussi  zéro:  de  s(ute  ipie 
l'expression  précédente  deviendra  finie  (juaiid  même  le  polynôme  pro- 
pose contiendrait  un  nombre  iidiui  <le  Icrm.-s:  de  plus  celle  e\|Hrssion 
|),.urra  .se  réduire  a  cette  turme  j-^-^^  ^  '■•^'"l  >""'  t<""l'""  ralionu.'ll.- 
el  entière  de  x\  de  sorle  qu'en  élevant  cette  (|uanliU'  à  une  i>uissame 
quel<(iuque,  OU  aura  loujours  une  expressicm  qui  sera  .lans  le  cas  de 
celle  (In  Lemme. 

9.8. 
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Lkmme  h. 

.\\ .    On  demande  le  coefficient  de  la  puissance  .r'  dans  la  série  (/i/i  résul- 
tera du  direloppemcnt  de  la  fraction 

X^ 

(a  —  x)"  (b  —  x)" 

X  étant,  comme  dans  le  Lemm.e  I,  une  fonction,  rationnelle  cl  sans  diviseur, 
de  .r. 

On  sail  (iiii'  la  fraction  , r-n. r   P''i''  se  drcoinposcr  en  dillV'- 

'  (  a  —  ar  )■"  (  0  —  ar  )"  '  ■ 

i-iMiU's  liaclions  telles  (]iic  cflics-ci 

A  A'  A"  A""-» 

1 1 h  ...  H 

{a  —  x)"'       {a—xy-'       {b  —  x  }"•-''  a  —  x 

B  B'  B"  B("-') 

■^  (h~x)"  ^  (b-x)--'   ^  (b-x)"-'  +■■■+  fc_x' 

los  (■(icllicients  A,  A'.  A",...  étant  éifaux  à  ci-  (|iit'  (Icvwinient  les  <niaiitit<'s 


[b  —  xf  dx  -y-dx^ 

l(»i'S(|U('  .T  =  a,  et  les  coefïicients  H,  IV,  ]{",...  étant  éi,^anx  à  ce  (|iie  de 
viennent  les  (|uanlités 

d' 


I  (a  —  x)"        ,        la  —  xf 

(a  — a:j"'  dx  2dx' 

lorsque  x  —  h.  Donc  la  fraction  proposée  se  c1iani;'era  dans  ces  deux 
suites  de  fractions 

AX  A'X  ^A("-')X 

.  -t- 


(a—xf       (a  —  x)"-*  a  —  x 

BX  B'X  B("-')X 

'^  (b  —  x)"'^  (b-x)"'  '^'"^    b-x' 

Mais,    par   le   Lemme   I.    le  coellicienl   de   la    |)nissance  x'^  dans  la 
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X 

st'i'ie  résultante  il'iiuc  tractinu  telle  (iiie ■ —  peut  s'exinimei-  ik 

'       (a  —  xy-  '  '  '  ' 


1.2.3. ..{m  —  s— i)       dx"-'' 


eu  y  faisant,  après  les  dillérentialious,  x^a 

Donc,  en  ge 
x''  la  quantité 


VX 

Donc,  en  eénéral,  la  fraction  -, — ^ ; —  donnera  pour  le  ((letlieieiii  de 

'S  (a  —  X  y-'  ' 


I)'      {b-^)"^__    (-«r- 


J..-.-A 


1 . 2 . 3 ...  s  dx'  i.2.3...(m  —  *— i)       dx"^'-' 

on  il  faut  faire  x  =  a.  Donc.  puis(|ue 

d"-'xz  =  rd'"~'z  -h  m  —  \)dyd"'-^z  -i-  ^ ''d\rd"-'z  -i-...-h  zd"-  'y, 

il  est  facile  de  voir  ([ue  les  fractions 

AX  -VX  A(— '  X 

(a—  xy       {a  —  X  )"—'  a  —  X 

prises  toutes  ensemble,  donneront  pour  le  coeilicient  de  x"  la  i|uanlile 

Y 

d-" 


(_,)"->  x'^'*''{a  —  xy 


1.2.3. ..fm  —  i)  dx"-' 

X  étant  fait  égal  à  a. 
De  luénie  les  fractions 

BX  B'X        ^         ^   B"  -X 

donneront  pour  le  coeilicient  de  x'  la  quantité 

X 


(_,)"-  xi^^'ia-x]' 


1.2.3. . .(n— I)  «/a;^' 

z-  étant  fait  égal  à  h. 
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l)(Mic.  Cil  rçiinissaiil  ces  driix  (|ii;iiitit('S,  un  aura  |»uiii    le  (•(iciliciciit 

(le  -r"  (laii.s  la  série  resiillaiite  de  la  IVaeluiii  ,- ^— , r  rexpressi(U) 

(a  —  x)"'(l)  —  x)"         ' 


d" 


■)'"{!, -X)" 
X 


1.2.3. ..(w  —  i)  dx"'~' 

X 


x'^'^'lb  —  x)" 


d"- 


(x  =  b) 


1.2.3. ..(n  —  i)  d.r"  ' 

en  avant  soin  de  rejeter  dans  la  valeur  de  tontes  les  |niissaiiees  po- 

sitives  de  .v. 

'^'1.   Corollaire.   —  Il  est  l'aeile  de  coneliire  de  lit   (|iie  si  l'on  deve- 
lo|)|iail  en  série  la  fraction 

X 

(7/  —  x  )'■•(  h  —  X  ]"  (c  —  x)f.  .  / 

on  aurait  pmir  le  coefficient  de  -r"  l'expression  snivanle 
lx''-*-''(b'-lcY{c-x')P. . . J 


(-■r- 

.  2 . 3 .  .  .  (  m  —  I  )  dx"-' 


d^~'\ ^- -1 

(— i)'-' Ix'''^' {a  —  xf" {c  —  x)f . . . ] 

1 . 2 . 3  . . .  (  n  —  1  )  dx"-' 

'"'-'\  ^  1 

(— i)f-' Ix"-^'  {a  —  x)-'[l>  —  xy.  .^J 

T7â73.  ..(/>— i)  dxi'-' 


{X  =~  a) 


h) 


en  ne  prenaiil  dans  la  valeur  de  —^ —  (|iie  les  puissances  netialivcs  de  x, 

el  rejelaiil  loules  les  positives. 

."?.■{.   Hi;M\i{yi  i;.    —    Par  le  moyen  du   l.eniiiie  precedeni,   on   pourra 
(|((iic  delci'ininer  aisémeni  la  proiialiililc  ipie  rerreiir  imixeiine.  resnitani 
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(le  huit  irobst'ivatioiis  qu'on  voudra,  soit  nulle  ou  v^^Ac  à  uni-  (|uautitc 
donnéf,  lorsque  le  polynônu'  ^30j 

Ax~ '-^  +  Bx~ "■'*''  -h ...  +  Px-'  -+-Qx''-h  Rx'  ^. . .-)-  \  x'' 

tornit'  une  série  réeurreiite  (|ueli(»ii([nc;  car  alors  la  somme  de  ectte  série 
pourra  s'exprimer,  comme  ou  sait,  par  une  iVaclioii  raliounelle  Icllc  <|iii' 


{a  —  ^y'(b  —  xf  {c  —  x) 


Z  étant  une  ionetion,  rationnelle  et  sans  diviseur,  de  x;  de  sorte  (|ii"eM 
élevant  celle  quantité  à  une  puissance  (]nelc()n(|ue,  on  aura  toujours  une 
expression  (jui  pourra  se  rapporter  à  celles  du  Lemme  ci-dessus. 

Au  reste,  l'hvpothèse  la  plus  conforiuc  à  la  nature  est  celle  où  l'on 
suppose  que  chaque  observation  soit  sujette  à  t(Uites  les  erreurs  com- 
prises entre  des  limites  données,  en  sorte  que  le  nombre  de  toutes  les 
erreurs  possibles  soit  intîni,  comme  dans  les  n"*  27  et  29;  or.  [tour  trou- 
ver en  ce  cas  la  probabilité  que  l'erreur  moyeiuie  d'un  nombre  (|uel- 
conque  d'observations  soit  aussi  renfermée  entre  des  limites  données,  il 
n'est  pas  nécessaire  de  considérer  d'abord  un  nombre  fini  d'erreurs  et  de 
supposer  ensnite  que  ce  nombre  devieiuu'  intiui,  connue  nous  l'avons 
pratiqué  dans  les  numéros  cités;  mais  cui  peut  y  parvenir  directement 
par  une  méthode  Ix'aucoup  plus  simple  et  plus  générale,  huiuelle  est 
fondée  sur  le  Lemnie  suivant. 

Li;mmi:  111. 

:U.  Si  Y  dénote  une  Jbnclion  qm-lconquc  de  .r.  Ictie  que  — „;  soil  une 
(juantite  constante,  on  (titra 

/'   x^  _  ri   r  <r  "^'r  -+-      '^"J'       1    ,unM: 

./■'■''  "''      "   \J^~  dx{\osar      rtxmoiia)'     "— r/.r"(logflr-J 
c'est  ce  ([ni  est  aisé  à  veritier  par  la  dilléreulialion. 

35.   Couoi.i.uiu;  1.  ^  Si  l'on  fait  v=.r"',  w  -■lanl  nu  noudire  mli.r 
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)'l  |)i)silii'.  un  aura  (lune 


X"  a'  dx  ^;  a' 


X'"  lit  x"'~'        m  (m—  I  )  x™~- 

lo},'«       (loga)-'  (logaj' 

m  {m  —  i)(/n  —  2)...  2.1 
~  (loKa)'^"' 


Qu'un  iircniic  l'intci^ralc  |  ,r"'rt'V/j- en  surlc  (|ii'cllc  suil  nulle  lurs(|ne 
.1  =  o,  et  l'un  aiM'a 


/  x"'a' 


ilx     .  (t' 


.         ,„  1.2.3...W  I 


lof;«       (loga)' 

Oi-.  si  l'on  suppose  (|ne  a  suit  nne  Iradion  niuindr'e  (|iie  rnnile.  en 
sorte  (|ue  -  suit  un  noniliie  plus  i^i'and  (|ne  l'nnite,  et  (|ii'on  fasse  x  --  x  . 
il  est  l'aeili'  de  xdir  (|iie  |  j  sera  une  (piantite  inlinie  d'un  ordre  intini- 
nieiit  nins  "land  (lue  .»'"  et  (|n'auenne  pnissanee  linie  de  .7-;  dune 

un  l)ien  a' x'"  sera  iinlie,  et,  ;i  pins  lurte  raison  aussi,  tunles  les  antres 
(pianliles  rt'x'"  ',  a' x"'~'- , . . .  serinit  milles,  de  sorte  (pi'on  aura  dans  ces 
cas 


X'"  a'  dx  ■■ 


1 . 2 . 3 . . .  w 


D'où  je  conrius  (ine  la  (luantile  ; j -,  est  eaale  ii  riiitei;rale  de 

.r"'~'a-'V/.r  prise  depnis.7==()jns(nrii.r^«  ,  etflivisee  pari  .■A.'>..Jni —  ij, 
pfurrvir  ipre  «  soit  un  iioniliie  positif  rnoindri'  (pie  rniiile. 

Si  a  était  un  iiurnlire  pusilil'  pins  ^raiid  (pie  l'unité,  il  rr'v  aurait  (pi'ii 

ilicltrc  -  it  la  idace  de  .»  dans  la  rurinule  précédente,  ct-j'on  en  cuik durait 
a  ' 

(JUf  la  (juanlile  ,, r  serait  e^ale  ii  l'intégrale  do -; —  prise  de  iiienre 

'  T  (log«)"'  '  rt'  ' 

depuis  J-  =  (J  jusfprà  .r  =  ce  ,  et  divisée  par  \  .■.>..'\...im  —  \  ,;  on  voit  par 

là  eoniMierit  (ui  neiil  redirirc  les  puissances  (MicIcorKMies  de  ,         en  des 
sei'ics  inlinies  (pii  pr-uci'dent  suivant  les  puissances  de  a. 
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36.  Corollaire  II.  —  Donc,  si  l'on  a  uiu'  luiutioii  (juclconquc,  ralion- 
nelle  et  sans  diviseur,  de  a  Icllc  (jne 

A  =  Prt/"  -I-  Qa/--'  +  Wai'--  +  .  .  . , 

et  qn'on  demande  le  cocniticnl  de  la  puissance  a^   '  dans  la  ronclioii 

-r— — -,  il  n'y  aura  (lu'à  niellre,  ii  la  place  de  rr^^ -^  la  somme  des  va- 

leurs  de  ^ —  depuis  a- =  o  jus(|n'à  a- =cc,  divisée  pai'  \  .2.^...  m— i) 

(Corollaire  précédent),  et  rassemblant  Ions  les  termes  où  «  se  trouvera 
élevé  à  la  puissance  donnée,  on  aura  pour  le  eoellicient  de  cette  puis- 
sance la  série 

■  P57"-'  -f-  Q  (.r  -  I  )"-'  -1-  R  (.r  —  ?,)'"-=  +  •  • . 


■î .  3 .  .  .  (  m  —  I  ) 


dx. 


laquelle  ne  devra  être  ccmtinuée  (jne  jusqu'à  ce  (|iie  (|uel(|u'un  do 
ternies  x — i,  x — 2,...  devienne  négatif;  et  connue  Ce  coellicieiil  ne 
dépend  point  de  la  valeur  de  a,  il  est  clair  que  la  fornuile  (|ue  nous  ve- 
nons de  trouver  aura  toujours  lieu,  soit  que  a  soit  plus  grand  ou  moindre 
que  l'unité. 

Si,  au  lieu  de  la  fonction  r, ^'  o'i  :»vait  celle-ci 

(iog«r 

A 


(logw  —  a)'" 
comme  locra  —  a  =  loi»— 1  il  faudiail  sulistiluer  à  la  place  de  -j -; 

la  somme  des  valeurs  de depuis  x  =  o  lusiiu  a  .r  =  3C  .  divisée 

a'  ' 

par  1 .2.3...  (772  —  ij,  et  l'on  aurait  pour  le  eoellicient  de  rt''"'  la  série 

Pe°'-^x-"-+Qe°'(-^-')(a;-i)'"-'-HRe«('~^^(a;  — 2)"-:'-f-...  ^^ 
1.2.3. ..(/n  —  i) 

lùitin,  si  l'on  avait  la  foucliou 
0 

A 


(log«— a)"'(loga  — P)"... 
II.  a<.l 
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un  (lt'(uiii|>(isci"iit  d'iilxiid.  par  les  intMliotlcs  coniuit'S,  la  tVaclittii 


fil  ccllcs-i'i 


(Iogrt-a)'"(logrt-(3)"... 
V  F  KC"-" 


(loga  —  a)'"       (loga— a)"'~'       ''       loga— « 

G  g; G("-" 

(  log«  -  (3 )"  ^  (  loga  -  (3  )"-  ^  •  ■  •  ^  logfl  -  p 


t'iisuik',  iiiiilli|>lianl  cliaciiiic  de  ces  IVaclioiis  j)ar  A,  on  aurait  aiilaiil  de 
Ibnctions  de  a,  dans  |{'S(|ii('ll('s  on  ponrrait  li'onvi'r  If  cocllicit'nl  de  la 
puissance  a-'  par  la  formiilo  ci-dessus. 

M .  Hr.M  viiyi.  !■:.  —  Par  le  moyen  du  Leiiinie  prccédenl,  on  peut  trouver 
rinléi;rale 

I  )n'd.r. 


lors(|ue  v  =  Xe"""*,  X  étant  une  l'onction,  rationiudle  et  sans  diviseur, 
de  X,  telle  que  sa  dillerentielle  d'un  ordre  (|ii(dconque  soit  constante; 
car  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  mettre,  dans  la  formule  du  Lenime,  X  à  la 
place  de  V  et  ae~°'  à  la  place  de  a;  moyennant  quoi  on  aura 


J    e-"  e^^L'oga- 


d\ 


d'\ 


a.       (/a:  (  loga  —  a)'       dx-[\Q%a  —  a.) 


Va  roi:  trouvera  de  même  l'intéi^rale  de  >«'>/.»■,  lors<|ue  v  sera  com- 
posée de  dillerenles  t'onctions  de  même  espt'ce  (lue     -  ■ 

D'où  il  s'ensuit  (|ue  l'on  pourra  aussi  trouver  l'intégrale  de  ycc' dx 
lois(|ue  V  sera  de  cette  forme  :  Xcosaa?  ou  X  siii  «a-,  ou  composée  de 
plusieurs  fonctions  d'une  tonne  semhlahie;  car  il  n'y  aura  (|u'à  mettre 
à  la  place  di'S  siinis  et  cosinus  les  expressions  exponentielles  imaginaires 
qui  leur  sont  é(juivalentes,  et,  le  calcul  achevé,  on  n'uiettra  à  la  place  de 
ci'S  expressions  les  siinis  ou  cosinus  (|ui  y  répondi'ul. 
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Ce  sont  là  les  seuls  eus  où  la  foiimile  va^dr  soit  intéi^Miilile.  au  moins 

par  les  méthodes  connues  jus(|u'i(i;  dans  tous  les  autres  cas  l'inlegiatiou 

ne  peut  s'exécuter  (jue  par  approximation. 

Probi.kme  X. 

38.  On  suppose  (pie  chaque  of/se/raliO/i  suif  su/elle  à  /ouïes  les  erreurs 
possibles  comprises  entre  ces  deux  limites,  p  et  — q,  et  que  la  facilité  de 
chaque  erreur  x,  c'est-à-dire  le  nombre  des  cas  où  elle  peut  avoir  lieu,  divisé 
par  le  nombre  total  des  cas.  soit  représentée  par  une  fonction  quelconque 
de  X  désignée  par  y;  on  demande  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  de 
n  obsenations  soit  comprise  entre  les  limites  r  et  —  s. 

On  commencera  d'abord  pai'  cliercher  la  prohaliililé  (|ue  l'erreur 
moyenne  soit  r,  et  cette  prolialiilite  étant  représentée  par  une  l'onction 
de  z,  il  n'y  aura  qu'à  en  prendre  riulcL>rate  depuis  ;  =  /■  jiis(]u'à  r  =  s: 
ce  sera  la  probabilité  cliercliée. 

Maintenant,  pour  avoir  la  probabilité  (|ue  l'erreui'  moyenne  de  n  obser- 
vations soit  z,  il  faudra  considérer  le  polynôme  qui  est  représenté  [lar 
l'intégrale  de  ya'dx,  en  supposant  cette  intégrale  prise  de  nninière 
qu'elle  s'étende  depuis  x  =  p  jusqu'à  x  =  —  q;  on  élèvera  ce  polynôme 
à  la  puissance  n,  et  l'on  cherchera  le  coethcient  de  puissaïu'e  ;  de  a,  pai 
les  règles  données  dans  les  Corollaires  du  Lemme  précédent;  ce  coelli- 
cient,  qui  sera  une  tbuction  de  r,  e\|)iiMiera  la  pi'oiiabilile  (|ue  l'erreur 
moyenne  soit  z-,  comme  il  est  facile  de  le  voir  li'aitrès  ce  (|ui  a  ele  dé- 
montré plus  haut. 

39.  Exemple  I.  —  Supposons  d'abord  que  v  soit  une  (|uaritite  ciui- 
stante  K,  en  sorte  que  toutes  les  erreurs  soient  égalenunt  |)robables.  el 

l'intégrale  de  va'dx  sera  t—^-  «'f  sorte  (lu'eii  prcuani  cette  intégrale 

D  .-  l01,'rt 

depuis   x—p   jus(iu'à    x=—q.    (Ui    aura    pcuir  sa   valeur    complice 

k(  «/■-«->)_        'yj^  j-qj.^.^.  ^||„„.  ,.^,,,,.  ,,„;iiitite  il   la  puissance  n.  et  l'on 
loga  ^  ' 
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iii;i  mit'  (iiiiiiitilc  lit'  la  fiJinit"  -r— »  t)îi  (Caisaiit  n  +  a  =^  t) 


l)t)iif,  \y.\v  If  Ctniillairt'  Il  du  Li'iiiiiic  (36),  If  ti)f Ilifif ni  ilf  piii.ssaïui' 
rt'"'^'  st'ia 


S."  r  ,  ,  n(n  —  I 

1.2.3...(M— >)  L  " 

n{n  —  I  )  { w  —  2  ) 


X  —  ■>.  t  )••- 


2.3 


(.?■—  Si)"-'  -f-.  .  .     (lt\ 


fil  ayant  si)in  df  ne  continiu'i'  la  st'rif  que  justiii'à  ce  ini't)ii  parviiMine  à 
(les  ternies  x  —  mt  ijui  stiienl  négalil's.  Faisant  donc  pn  —  a-  =  z,  e'est-à- 
dire  x  =pn  —  z,  on  aura  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  tie  //  obser- 
vatitms  soit  z.  On  intégrera  maintenant  la  formule  préeédente  en  y  fai- 
sant varier  .r,  et  l'on  pi'eiiilra  l'intt'i^rale  en  sorte  ([u'elle  soil  nulle 
lorsque  x=^pn  —  /•,  et  tiiiiipièle  li)rsi|ue  x  ^^  pn  -\- s;  on  aura  tle  cette 
manière  la  (|uanlitt' 

k."        I  ,            ,          ,                   >       «('*—')/ 
r {nn  ■+-  s)"  —  Il  {[}»  4-  i  —  /l"  H (pn  -\-  s  —  ■}.l)"  —  . . . 

1.2.3.  .  ./(  I     '  '  2  ' 

—  [pu  —  /•)"  +  Il  [pu  —  r  —  t)" {pn—  I—  nt]"  +  ...\i 

lat|uellt'  exprimera  la  probabilité  (|ue  l'erreur  nioyeiine  île  /;  observations 
soit  contenue  entre  les  limites  r  et  —  5;  au  reste  eelti'  formule  revient  à 
la  même  (|iie  eelle  ilu  ii"  27. 

40.  ExKMi'ij;  II.  —  On  suppose  (|ue  la  ([uantité  y  soil  K  ' p-  —  x'-),  et 
que  les  deux  limites  des  erreurs  soient  p  et  — /^  il  faudra  intégrer  la 
dillcri'iilii'lle  Ka^  ip"^  —  x'^)  dx,  et  prenilii'  riiiléj^rale  en  sorte  (|u'elli! 
s'étenile  ilepuisa;=  — /?  jusqu'à  a? —  />.  Or,  puistjue  la  seemiile  dill'éren- 
lielle  ile/j-  —  x'^  est  eonstante,  on  aura  par  le  Lemiiie  eette  intégrale 


Vp^—x^  2.r  2        I 

I     l()g«         (logrt)'       (iogaj'J 
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l:i(|iifllc  ('tant  coiiipIcK'c,  coinnic  on  vicnl  de  le  dir..,  (luimrra 

2Kp{ae-\-a-/')  ^  2K(a''  — «-/•)_ 
(logaf  (loga)»       ' 

ON  élèvera  donc  cette  quantité  à  la  puissaiiee  //,  cl  l'on  aura 

{2Kp)"{aP-ha-i')"  _     {jjiy'p"-'  ( qf  +  g-p )'-'  [al'  ^g-f) 
(loga)="  *  (loga)'"-'^^' 

n  (  «  —  I  )  (  2  K  )"  p"--  (  gp  +  a~p  )"-■'  { gP  —  g-p  y 

2  (Iogaf'-*-=  '^■■■' 

on  dcvcloppera  les  puissances  de  a''  -\-  «''  et  de  a''  —  a^'',  cl  l'on  chci- 
cliera  ensuite  par  les  règles  du  n"  36  le  coellicicnl  de  la  puissance  rr". 
Pour  l'acililer  ces  opérations  nous  supposerons 

(gP  +  g-p  Y  =  gP"  -+-  VgP"~-P  -h  QgP"-'P  -h  .  .  . 

( gP  -+-  g-p )"-'  [aP  —  g-P)  —  g"P  +  P'  «"''--''  +  Q'  (i"p  'p  + . . . 

[gp  +  g-p )"~-  { gP  —  g-P y-  =  a"P  +  P" a"'-'''  -i-  Q" g"P^'P  -h . . . 

et  l'on  trouvera,  pour  le  cocllicicnt  de  la  puissance  //p  —  i ,  la  série 

^-Jîi^g-^ [.=«-. ^P  ,.-2pr-'^Q  ^.-4W"---^-l'/-.- 

1 .  2  .  3  .  .  .  2  «  '- 

_^«(^^-0  i^)V-      ^^..^..-p,.,.^.;,   -Q    ,C-4/'r'+...l'Ac 

2  I.2.3...(2«-|-  l)  ^ 


On  fera  donc  z-  =  np  —  x.  c'esl-ii-dire  r  —  /i/i  :.  cl  l'on  inle-rer a  di 
manière  (juc  l'intégrale  soit  nulle  lors(|uc  :■  ^  r  cl  couipli'le  lorM|ut 
z  =  —  s.    c'est-;i-dire    nulli'    ipiaioi     i    -  np  -   r   cl     coniplelc    ipiaiK 
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.r  =  nj)  -+-  s\  un  aiiia  la  (luanlilc 

,^^'^''\,„  I  ("/^  +  ')'"+  P  K"  -  ')/>+«?"  -+-  Q  [(«  -  4)/'  +  ^1"  +  ••• 

-  {np  -  /•)-+!•[(«  -  2)/'  -  r]--  Q[(n  -  4)/'  -  ''?"-•  •  •] 


I  .  ?. .  3  . . .  { 2  «  -4-  I  ) 

-[np  —  i-y-^'  —V'[{n  —  2)p-  ;•]="+'  —  Q'  [(  n  -  4  )  />  -  r)'"*'  - 

'  ~r^^  7;J.3.^.(?«+,  )  [  (  "/' + ^'"'"^'  ^  '•"  K«  -  ')/^ + *]'""=  -^  Q"  [("  -  4  )  />  -^  *)'""= + ■ 

la(|U('llc  cxiiiimcra  la  |tiiiiial)ilili'  (|U('  l'crrctir  luovcmic  de  //  ohscrvaliuns 
soit  ((miprisc  entre  les  limites  /■  et  —  .v;  an  reste  il  iaiidia  lonjonrs  se 
souvenir  (|ue  les  séries  piéeédenles  ne  doivent  être  conlinnées  (|ue  jiis- 
(|u'à  ce  (|UP  qnel(|nes-iines  des  (|iiantilés  (jui  sont  élevées  anx  puissances 
2n,  2n  -h  i deviennent  négatives. 

41.  Rkmvhqik.  —  L'liv|iolliise  du  deinier  exeni|de  paiail  la  (dus 
-  simple  et  la  plus  naturelle  {|u'(in  puisse  imaginer;  il  est  vrai  (|ne  celle  du 
Prohli'nu'  \]\]  |)arait  enc(ue  plus  simple,  |uiis(pi'on  y  suppose  (|ue  la 
facilite  des  erreurs  .v  cl  —  .r  soit  re|)résentée  par/;  —  .r,  />  étant  la  plus 
grande  VHleur  possible  de  r,  c'est-à-dire  la  limite  des  erreurs,  tant  posi- 
tives que  négatives;  mais  celte  liypotlièse  a  rinconvénient  (pic  la  loi  de 
r'ontinuité  n'y  est  pas  observée  en  passant  des  erreurs  positives  aux  néga- 
tives; c'est  pour(pioi.  si  l'on  voulait  y  applicpiei-  la  méthode  du  Problème 
précédent,  il  faudiait,  en  faisant  v  =  K  (p  r  ,  picndjc  d'abord  l'inté- 
grale I  ya-' dx  depuis  x  =  o  jusqu'à  .r  -- [>,  la(|uellc  serait 


k 


al'  —  I  p 


[  iof,'«r     lofi"  I 

ensuite,  en  faisant  x  négatif  et  conser\anl  la  nicmc  \aicur  de  v,  il  fan- 


ENTRE    LES   HÉSULTATS   DE    PI.USliaiHS  OllSEU  \  ATlONS.     IM 

(Irait  prendre  (le  iiu'ine  l'intégrale  1  va  'V/j:- depnis.ï- =  o  jus(]u'à  .i- =:/y, 
liKjuelle  serait  (en  ne  Taisant  (jne  mettre  '  ,"i  la  plaie  de  a  dans  l'expres- 
sion précédente] 

L(loga)^        logaj' 
et  la  somme  de  ces  deux  intégrales  particulières  serait  l'intégrale  {oni- 
plète  de  \  ya^dx  depuis  a;  =/>  jusqu'à  ce--    - p  dans  l'hypothèse  dont 


il  s'agit;  on  aura  donc  la  quantité 

a'  -a.     '' 
loga 


K     r. on  liieii      K 

L      (loga)"       I 


(|u'il  faudra  élever  à  la  puissance  n,  et  sur  hupudle  on  pouria  l'osiiile 
opérer,  comme  dans  l'Exemple  I;  on  pourra  niènie,  sans  l'aire  un  non- 
veau  calcul,  appliquer  ici  les  formules  de  cet  Kxeniple  en  y  mettant  j./i 
à  la  place  de  n,  '-  à  la  place  de  p  et  de  </.  et  par  (•onsé(|in'nl  p  ii  la  place 
de /=/>-(- y;  de  cette  manière  on  aura  sur-le-cliain|)  l'expression  de  la 
probabilité  que  l'erreur  moyenne  de  n  observations  soit  renfermée  entre 
les  limites  ret  —s,  laqu(dle  sera 

^'"'         '  r  1         awta/t — i)r,  ,  1, 

{pn  +  sy—in[{n  —  j)p-i-sY"-{ '-[(n— ■?.)p -hs]'"  —  ... 


1 .2.3...  ■?.  n 


_         2«(3.n— i),,  ,  1 

{pn-if-h  Ml  \{ii  -i)p-  r]'" --^ \{n  -  >.)p  —  r\ 


ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  du  n"  "2!). 


PUOBI.ICMK    .\l. 


42.  Supposant  que  chaque  observation  soit  sujette  à  toutes  les  erreurs 
pussUdes  comprises  entre  les  limites  p  et  —  p  ip  étant  l'aiv  de  ()ti  degns.. 
et  que  la  facilite  de  chaque  erreur  .v  soit  proportion nrllr  à  cos.r.  on  ile- 
mandc  la  probahililè  que  l'erreur  moyenne  de  n  ohsen-ations  sera  nn/rrnin 
entre  les  limites  r  et  —  s. 
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On  aura  doue  ici  v  =  Kcosa:,  et  il  s'agira  d'alxnd  (riiilciiicr  la  dill't;- 

ifiilicllc  Ka^  vosxdx,  dont  l'intégrale  (en  mettant  à  la 


place  de  cos.î- j  se  tionvera  |)ai'  le  n"37, 


logflr-t-^— I        logfl  —  \  —  1 

c'est-a-dire,  en  repassant  des  exponentielles  imaginaires  aux  sinus  ol 

cosinus, 

loea.cosjr  +  sinjT 

(loga)'  +  i 

cette  intégrale  doit  maintenant  (Mre  |)rise  en  sorte  qu'elle  s'étende  depuis 
.r=  — p,  au(|uel  cas  cosa:  =  o  et  sina=i,  jus<|u'à  a=p,  où  cosa=o 
et  sin.r  =  i  :  ainsi  l'on  aura  pour  l'intégrale  eom|)lèle 

K(aP  -\-a-p) 
(logaf-l-i  ■ 

Qu'on  élève  donc  cette  quantité  à  la  puissance  n,  et  faisant,  pour  aln-éger, 

■  -  r  "  (  «  —  '  )  I 

A  =  K"    «/"'  -+-  n  aP"--P  -\ ^ •  aP"  '''-(-...  U 

on  aura  la  quantité 

A_ 

[iloga  )»+.>' 

dans  laquelle  il  s'agira  maintenant  de  cliercliei'  le  coelTicit'nl  de  la  puis- 
sance a' . 

Pour  itda  il  faudra  '36;  décomposer  la  fraction 

-)      c'est-à-dire 


[('og«  )'  +  ']"        '  (loga-f-v-'/'^logrt  — v'-'J° 

en  ces  fractions  simples 


'log«  +  v'— 0"       doga -f- V  —  '  )""'       floga -f- v'— '  )" 
G  G'  G" 


floga—  v^— i)"       floga— ^—ij"  '       Moga— y  — ij" 


KMKE   LES   KÉSULTATS  DK   PLLSI  El  US   (iHSEK  \  \T10NS.     233 
et  l'on  iiuni  par  les  méthodes  connues  (31) 

Y  ^  '  F'  ^ n  »(«  +  ') 

f-5.v/-.r  (-5.V/— )-'       ^{^^^— ,)"-''■  • 

multipliant  ensuite  par  A  chacune  de  ces  fractions,  on  trouvera,  par  la 
méthode  du  n"  36,  que  le  coedicient  de  h  puissance  a'"'^"  sera  exprimé 
de  cette  manière  : 

~ ■  r  (  F  e-v'-  +  G  e'^^  )  X"-' 

i.n'..3...(n— i)  [ 

+  n  [Fe-f'-'PH'^  +  G e^'-'P'^'-' ]  {x—  2.p]'-' 

+  "^  "  ~  '  ^  [Fe-f'-'z-'N^  -h  Gei^-w/^j  (x  -  4/>)'—  -i-...  1 

H 5 — ; r    (  F'  e-'v/-  +  G'  e"J-'  j  x"-^ 

I.2.3...(«  —  2)  L 

H-  «  CF'e-;-'-='''\'-'  +  C'e''-'/"**^]  {x  —  T-pf-^ 

-r  "'"~''  [  F'e-<'-'''H'=!  -<-  G'e(--'''n^J(T-  4/>)"-'4-...l 

f  f'     ...  \i  F"  e-^V-  +  G'Vv/=i  j  ^„-. 

i.5.î...(n— S)  L 

+  n  [ F" «?-('-='" v^'  +  G"e"--'''N'-'J  (x  —  xp)"-' 

Or  on  a  e*-^v'^  =  cosa?±  \/— i  sina-,  et  ainsi  des  autres;  donc,  siiiisli- 
tuanl  ces  valeurs,  et  taisant,  pour  ahréi^cr. 

G  ^  F  :=./,      G  -  F  ^    J=, 

G'-F'  =  r.     G'-F'=-l=. 
V-. 

s" 

G"^  F'-  f".     G' -  F'^  -l=, 

\-' 
Il  3o 
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où  les  (|uaiUitt's  f,  g,/',  g''---  st'i'oiit  iiécessaireiiiciil  réelles,  la  lorniiile 
prérédente  deviendra 

K"(lx        I ,  „  •      V    „  , 

+  «[/cos(.r  —  2p)  -h  gsin(x  —  9.p)]{.v  —  ■>/>)"-' 

+  "  "~     L/'cos (*•  - 4/>)  +  g-sin (x - 4 />)] {x - 4/>)"- '  -f- . . . J 

H 5 — ; r      /'  cos^r  -H  g-'  ^\nx  x"— 

-t-  n  [/'cos(:r  —  2;>)  +  g-'siiUx  —  2/^)](  j,'  —  a/»)"-' 


^^i^'— ^[/'cos(x-4/,)+g'sin(^--    4/,)l(*— 4/>r-  +  ... 


K"</a7 


-H  H  [/"ros(x  —  2;>)  -t-g-"sin(j^-—  2/v)](^-  -  2/>)"-' 


^^^^^ — ^[/Vos(.z--4/>)+g-"sin(.r-i;?)](x-4/>r^  +  ... 


<»ii  il  faudra  continuer  les  dillérentes  séries  jusqu'à  ce  qut;  les  quantités  a-, 
X  —  ip,  X  —  [\p,...  ou  leurs  exposants  deviennent  négatifs;  cette  quan- 
tité exprimera  donc  la  probahilité  que  l'erreur  moyenne  de  n  observa- 
tions soit  pn  —  x;  par  conséquent  il  n'y  aura  plus  (|u':i  l'intégrer  de 
manière  que  l'intégrale  soit  nulle  lorsque  x=.pn  —  r  cl  complète  lors- 
que x=pn  -hs  pour  avoir  l'expression  cherchée  de  la  probabilité  que 
l'fM'reur  moyenne  soit  renfermée  entre  les  limites  données  /•  e(  —  .«;  mais 
cdHinie  cette  intégration  est  facile  par  les  méthodes  connues,  nous  n'en- 
trerons pas  dans  un  plus  grand  détail  là-dessus;  et  nous  terminerons 
même  ici  nos  recherches,  par  les(|uelles  on  doit  voir  qu'il  ne  reste  pins 
de  diflicuUé  dans  la  solution  des  questions  (ju'on  peut  |)rop()sfr  sur  ce 
sujet. 
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PERCUSSION  DES  FLUIDES. 


3o. 


SUK    LA 


PERCUSSION  DES  FLllDES. 


{Mémoires  de  V Académie  Tt>y<ile  des  Sciences  de  Turin,  t.  1,  1784-1785. 


Parmi  un  grana  nombre  de  questions  que  la  science  des  Ihiiiles  (itlre  à 
résoudre,  celle  de  la  mesure  de  la  force  de  percussion.  (|u'iiiie  veine 
d'eau  sortant  d'un  vase  ou  d'un  réservoir  quelconque  exerce  contre  un 
plan,  est  une  des  plus  importantes,  soit  par  sa  difficulté,  soit  par  ses 
différentes  applications.  On  a  eu  recours  pour  la  résoudre  à  la  théorie 
et  à  l'expérience.  La  première  a  donné  des  résultats  divers  selon  la  dif- 
férence des  hypothèses  sur  lesquelles  on  l'a  appuyée;  car  la  théorie 
rigoureuse  du  mouvement  des  fluides  n'est  encore  et  ne  sera  de  long- 
temps qu'un  objet  de  pure  spéculation,  et  ce  n'est  qu'en  limitant  sa 
grande  généralité  par  des  suppositions  plus  ou  moins  conformes  à  la 
nature  qu'on  peut  la  rendre  susceptible  de  fournir  des  résultats  précis  et 
applicables  à  la  pratique. 

M.  Daniel  BernouUi  parait  être  le  premier  ijui  ait  entrepris  de  résoudre 
de  cette  manière  la  question  doul  il  s'agit.  Sa  solution  se  trouve  dans  le 
tome  VIII  des  anciens  Commentaires  de  Pclcrshoitri!,.  et  elle  donne,  pour 
le  choc  perpendiculaire  d'une  veine  d'eau,  une  foice  l'gale  au  poids 
d'une  colonne  d'eau  ipii  aurait  pour  base  la  largeur  de  la  veine,  el  pnui- 
hauteur  le  double  de  celle  dont  il  faudrait  (pi'un  corps  lond»àl  pour 
acquérir  la  vitesse  de  l'eau,  c'est-à-dire  deux  fois  la  hanleui'  due  à  celle 
vitesse.  L'Auteur  y  confirme  ce  résultat  |»ar  (|ueltines  exiteriences:  mais. 
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par  (raiilics  faites  par  M.  KratVt  et  rapportées  (laps  le  même  volume,  on 
voit  (lue  la  force  du  choc  est  toujours  moindre  (|ue  la  théorie  de  !M.  Ber- 
nouMi  ne  la  donne. 

Depuis,  M.  d'Alemhert  a  attaque  cette  théorie  dans  ses  principes,  et  a 
fait  voir  eoninieni,  en  envisageant  la  question  sous  un  point  de  vue  plus 
exact,  on  dcvail  parvenir  ii  une  formule  dilférente  de  celle  de  M.  Ber- 
iionlli  et  moins  éloignée  des  expériences  de  M.  Kralft  {Théorie  de  ta 
Ifcsistance  dcsjhiidcs,  Chap.  A  III  . 

Enfin  M.  l'ahhé  Bossut.  ii  (jni  nous  devons  un  des  meilleurs  Traités 
d'Jlydiodynamique  tliéori(|ne  et  pratique,  a  cherché  de  nouveau  à  déci- 
der la  (pieslion  dont  il  s'agit  par  des  expériences  faites  avec  beaucoup  de 
soin  cl  de  scrupule.  Klles  lui  ont  donné  a  peu  près,  pour  la  hauteur  de  la 
colonne,  (|ui  mesure  la  force  du  choc  direct  d'une  veine  d'eau,  le  douhie 
de  la  hauteur  due  à  la  vitesse,  ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  de  la 
solution  (le  M.  Bernoulli,  (|noi(|u'on  ne  puisse  disconvenir  de  l'insuffi- 
sance de  cette  solution,  par  la  manière  vague  dont  l'Auteur  considère  et 
lalcnle  l'ellél  de  la  percussion  d'une  veine  de  tluide  contre  un  plan. 

Voici  maintenant  une  nouvelle  manière  de  déterminer  cet  effet,  aussi 
directe  et  conforme  à  la  nature  des  fluides  (|ue  peut  le  permettre  le  peu 
«le  connaissance  que  l'on  a  encore  des  lois  de  leur  mouvement.  Cette 
méthode  a  de  pins  l'avantage  de  s'apprujiiei'  égalem<'nt  à  la  percussion 
directe  et  ii  la  percussion  olirK|ue,  et  pourra  servir  non-seulement  à  fixer 
sur  ce  point  d'Hydrodynami(iue  l'accord  de  la  théorie  avec  l'expérience, 
mais  encore  ii  expliquer  les  anomalies  de  celle-ci  et  ii  rendre  ses  résultats 
plus  décisifs. 

1.  SoilABi/?^.  ij  rorifice  du  vase  ou  réservoir  quelcon(|ue  d'où  le 
tluide  M'eau  par  exemple)  s'écoule  avec  une  vitesse  uniforme  donnée, 
pour  venir  frapper  perpendiculairement  le  plan  PQ,  en  sorte  que  l'axe 
de  la  veine  MiN  .soit  perpendiculaire  à  la  droite  PQ  et  la  coupe  en  deux 
également  au  point  N.  Comme  tout  est  égal  de  part  et  d'autre  de  cet  axe, 
il  est  visible  que  les  particules  du  fluide  auront  la  même  disposition  et  le 
même  nmuvenient  des  deux  cotés;  de  sorte  «|ue  les  deux  courbes  AC,  BD, 
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tonnées  par  les  tilets  extérieurs  de  la  vein?,  seront  égales  et  setiiltlalilc- 
ment  placées  autour  de  l'axe  M.\.  I.orsfjue  le  tluide  est  parvenu  à  un  état 
permanent,  ces  courbes  demeurent  invariables  et  peuvent,  par  consé- 


Kig.  I. 


(|iifiit,  t'iie  regardées  loniiiie  des  canaux  d;ins  lcs(picls  le  tluide  se  meul. 
Il  se  tonne  de  semblables  canaux  dans  l'intérieur  de  la  veine,  et  l'ellet 
de  la  percussion  du  tluide  contre  le  plan  consisle  dans  la  pression  qu'il 
exerce  contre  ce  plan  en  vertu  de  la  coiu'bure  des  canaux  et  du  change- 
ment de  direction  des  particules  du  lluidc  lesquelles,  sortant  du  vase 
dans  une  direction  perpendiculaire  au  plan,  sont  forcées  par  sa  ren- 
contre d'en  prendre  une  parallèle  ou  presque  parallèle  à  ce  même  plan. 
Pour  pouvoir  calculer  rigoureusement  cette  pression,  il  faudrait  donc 
connaître  la  figure  de  tous  ces  canaux  et  la  loi  du  niouvenu'ut  des  parti- 
cules qui  les  parcourent.  Mais,  dans  hi  nécessite  (Ui  l'on  est  de  siuiplili<'i' 
cette  recherche  par  quelque  supposition  ou  abstraction,  on  peut  ^e  i  ou- 
tenter  de  considérer  les  deux  canaux  extérieurs  .VMPd.  IJ.MQU.  et  de 
supposer  tout  le  fluide  intérieur  MPQ  comme  étant  en  repos  et  stagnant. 

Si  celte  supposition  n'est  pas  exactement  confor à  la  nature,  elle  en 

approche  du  moins  beaucoup;  lar  puiscpn-  la  veine  est  forcée  par  la  ren- 
contre du  plan  de  se  partager  en  deux  branches  égales  et  (|ni  suivent 
des  directions  opposées,  il  est  clair  iju'il  doit  nécessairement  y  avoir 
dans  l'endroit  où  les  deux  branches  se  sepan-nl  une  pmtion  de  tluiile  (|ni 
n'aura  aucun  mouveineut;  or,  plus  cette  |tor'lion  sera  gi'ande.  plus  notre 
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l>V|)otli('St'  approdieia  de  la  vériti',  et  dans  tous  les  eas  elle  pourra  toii- 
jdiirs  être  reiiardée  comme  la  limite  et  l'asymplote  de  ee  qui  a  réellement 
lit'H  dans  la  nalurc. 


•2.  D'api'i's  eelte  livpiithèse.  voici  coiiimcnl  je  dclcrmine  le  niouve- 
iiinil  (lu  lliiide  el  sa  pression  conlre  le  plan.  !hiis(|ue  rien  n'accélère  ni 
ne  retarde  le  mouvement  des  particules  dans  les  canaux  AC,  HD.  leur 
vitesse  sera  donc  constante  et  égale  à  celle  que  le  lluide  a  en  sorlanl  du 
vase. 

Je  nommerai  a  la  hauteur  due  à  cette  vitesse,  c'esl-à-dire  celle  d'où 
un  corps  pesant  devrait  tomber  pour  ac(|uérir  une  pareille  vitesse. 

(lomme,  à  cause  de  l'incompressilùlité  du  lluide,  il  doit  passer  dans 
clia(|ue  section  /g  du  canal  PA  une  égale  (|uanlilé  de  lluide  à  clia(|ue 
instant,  la  largeur/i,'  du  canal  doit  être  |)arlout  en  raison  inverse  de  la 
vitesse  du  fluide;  cette  largeur  sera  donc  conslanle  dans  tout  le  canal  el 
égale  à  AM,  moitié  de  celle  de  l'oritice  (jue  nous  nommerons  b.  Or,  la 
tranche  infiniment  petite  et  irctangulaire/;,'///,  |)ar  la  force  centrifuge 
due  à  sa  vitesse,  exerce  contre  la  partie  i,'i  de  la  paidi  concave  une  pres- 
sion égale  au  poids  de  cette  particule  multipliée  par  —,  en  nommant  / 

le  rayon  osculaleurde  la  courbe  en  g;  c'est  ce  (|ui  est  connu  par  la  théo- 
rie des  forces  centrifuges.  Donc,  puisque  le  poids  est  ici  proportionnel 

au  volinm'//*/,'-/  =  /^  x  gi\  on  aura  /^  x  gi  X  ^—  pour  la  pression  sur  gi, 

...  Il  ^  ah 

cl  par  conseciuent,  en  divisant  par  gi  et  uiettaiil  -  poury^',  on  aura  — 

piinr  la  pression  sur  (Iukjiic  point  /,'■. 

(]elle  pression  s'excrçaiil  sur  la  poilidii  du  lluide  PMU  ([iie  nous  sup- 
posons stagnante,  clic  doit  être  égale  parloiil.  suivant  les  lois  connues 

de  l'équilibre  des  iluides;  ainsi,  la  ipiaiitité        <'sl  constante  dans  toute 

la  <'ourbe  P.M;  par  conséquent,  le  rayon  oseulaleur  r  est  aussi  constant, 
et  la  courbe  est  nécessairemi'Ut  un  cercle  diuil  /isl  le  rayon.  Il  en  est  de 
même  de  la  courbe  .MO  de  l'autre  canal  semblable. 
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Maintcnanl  il  est  clair,  pjir  l.-s  principes  di-  l'IiydmstarKpie.  (|iie  le 
fluide  P.AIQ  étant  pressé  dans  tdus  les  pciinls  de  la  siiilace  cnrvilij,'ne 
PMQ  par  une  force  égale  à  "- ,  il  m  (Mi  nsiiller  une  pression  égale  sur 
chaque  point  du  plan  PQ  sur  kniuel  le  lluide  est  appuyé;  de  sorte  que  la 
pression  totale  (|ue  soufl'rira  ce  plan  sera  exprimée  par  ^.  en  nom- 
mant p  la  laiiicui-  PQ  du  |)l;iii.  C'est  dans  cette  pression  ipie  consiste 
l'action  du  fluide  contre  le  plan,  ou  la  force  de  sa  |)ercussion,  force  (|ui 

est  donc  mesurée  par  -—-■ 

3.  Dans  cette  formule,  les  trois  (piantiles  a.  h,  p  sont  données,  puis- 
que a  est  la  hauteur  due  à  la  vitesse  du  fluide,  h  la  largeur  de  l'orifice  ou 
de  la  veine,  et/>  la  largeur  du  plan.  Il  n'y  a  d'inconnue  (|uer,  c'est-à-dire 
le  rayon  du  cercle  (jui  forme  la  courlinre  des  canaux.  Or  si  l'on  suppose, 
ce  qui  est  le  cas  le  plus  naturel,  que  les  particules  de  fluide  ne  puissent 
quitter  le  plan  contre  lequel  elles  frappent  que  dans  une  direction  paral- 
lèle à  ce  plan,  alors  la  ligne  PQ  sera  tangente  en  P  et  Q  des  arcs  de 
cercle  PM  et  QM;  et  comme  la  perpendiculaire  MN  est  déjà,  par  l'hypo- 
thèse, tangente  des  mêmes  arcs  en  M,  puis(|ue  la  direction  du  lluide  en  M 
est  supposée  suivant  cette  perpendiculaire,  on  voit  (pie  PM  et  .MQ  seront 

deux  quarts  de  cercle,  et  qu'ainsi  on  aura  r  =  PN  =  —  =  ^-   Donc  la 

force  de  la  percussion  de  la  veine  contre  le  plan  aura  pour  mesure  un 
poids  égal  à  lab,  c'est-à-dire  à  une  colonne  de  fluide  dont  la  hase 
serait  h  largeur  de  la  veine,  et  la  hauteur  secail  ?.(/.  douhie  de  celle  due 
à  la  vitesse  du  fluide.  C'est  ce  qui  s'accorde  avec  les  e\|>erieiices  de 
M.  Bernoulli  et  de  .M.  l'ahhé  lîossut. 

4.  .Mais  il  peut  arriver,  surtout  lorscpie  le  plan  n'est  pas  lieaucoiip 
plus  grand  qiu'  la  largeur  de  la  veine,  (|u'une  [tartie  de^  particules 
s'échappe  du  plan  dans  une  direction  ohlitpu-  à  celui-ci.  Dans  ce  cas 
donc,  il  faudra  supposer  (|ue  la  tangente  du  cercle  eu  Pet  Q  fasse  un 
angle  donne  avec  la  droite  PQ.  Soit  '^  cet  angle,  il  est  facile  de  voir  (pie 

IL  3. 
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PN  Sf'ni  lo  sinus  verse  (le  son  edinplénienl  dans  le  ceicle  PM  :  ;iinsi  l'on 
ani'ii 

-  =: /-sin  verse(90"—  y  ),     ou    />  =r  2r(i  -  sino), 

et  l'expression  générale      '   de  la  force  de  la  percussion  deviendra 

r>.ab{i  —  siii9), 

laijuelle  est  moindre  cpie  la  précédente  dans  le  rapport  de  i  — sin-^  à  i. 
Cette  formule  peut  expliquer  pourquoi,  dans  les  expériences  de 
M.  Krall't,  la  hauteur  de  la  colonne  dont  le  poids  exprime  la  force  de 
percussion  s'est  toujours  trouvée  moindre  que  le  double  de  la  hauteur 
due  à  la  vitesse.  En  général,  elle  fait  voir  que  cette  dernière  mesure  est 
le  maximum  de  la  force  de  percussion,  parce  que  l'angle  '^  ne  s;;urail 
devenii-  négatif,  et  (pie  pour  atteindre  ce  niaximiini,  ou  du  moins  en 
approcher  le  plus  qu'il  est  possible,  il  faut  diminuer  autant  (|ue  l'on 
peut  l'angle  9,  et  faire  en  sorte  que  la  dernière  direction  des  particules 
ou  des  filets  du  fluide  soit  parallèle  ou  presque  parallèle  au  plan,  ce 
(|n'on  obtiendra  en  augmentant  la  largeur  du  plan  jus(|u'à  ce  (jue  toutes 
les  particules  soient  contraintes  de  couler  le  long  de  ce  plan  avant  de 
s'en  échapper. 

5.  Considérons  maintenant  la  percussion  obli(iue,  et  supposons  de 
nouveau  que  la  veine  dont  la  largeur  est  AB  et  la  direction  MN  se  par- 
tage, par  la  rencontre  du  plan  PQ  incliné  à  MM,  en  deux  branches  AiMP(; 
et  B.MQl),  en  sorte  que  l'espace  intermédiaire  P.MQ  soit  rempli  d'un 
fluide  stagnant  et  en  équilibre  (^g.  2). 

Il  est  d'abord  clair  que  lorsque  le  mouvement  du  lluidc  est  parvenu  à 
un  état  permanent,  comme  nous  le  supposons  ici,  il  doit  être  uniforme 
dans  l'un  et  dans  l'autre  canal,  parce  qu'il  n'y  a  extérieurement  aucune 
force  (|ui  puisse  l'accélérer  ou  la  relarder.  Ainsi,  comme  par  l'incom- 
pressibilité et  la  continuité  de  fluide  il  en  doit  passer  toujours  la  même 
quantité  dans  clr,i([iie  scclioii  du  même  canal,  il  faudra  aussi  que  toutes 
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ces  sections  soient  .'-aies,  coninie  dans  le  cas  pmcdcnl,  mais  la  laipMir 
des  deux  canaux  pourra  être  ici  dill'érente. 

Soit  a  la  hauteur  due  à  la  vitesse  de  la  veine,  ia(iuelle  se  niaiiilienl  la 
même  dans  les  deux  canaux.  Soient  de  plus  AM  =  m  l'amplitude  du  canal 


Fig.  1. 


AP,  et  B.M  =  //  l'amplitude  du  canal  HQ.  en  sorte  (|uc  m-^ ii  =  h  larireur 
donnée  de  la  veine  ou  de  l'orifice  du  vase  d'où  elle  sorl. 

Entin,  soient  r  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  .MP  du  premier  canal, 
et  0  celui  de  la  courbe  MQ  du  second.  On  prouvera  aisément,  par  un  rai- 
sonnement semblable  à  celui  du  n"  2,  que  la  force  centrit'uiic  du  llnide 

produira  sui'  cbaciue  point  de  la  courbe  PM  une  |)ression  égale  à  '        •  el 

sur  cha(|ne  point  de  l'autre  courbe  QM  une  pression  égale  à Os 

pressions  agissant  sur  le  lluide  stagnant  PMQ  doivent  être  partout  égales. 

n'oii  il  suit  :  i"  que  les  rayons  r  et  p  sont  constants,  et  (|ue  par  conse- 

(|uent  les  courbes  .MP,  NQ  des  deux  canaux  son!  circulaires:  ■)>'  que  l'on 

m       n  .111 

aura  —  ^  -,  en  sorte  (|ne  la  conrhnre  des  canaux  sei'a  en  raisiui  invi'rse 

r         p  ' 

III  n.  l        .    '"  "  ''^ 

(le  leur  larueur.  I)(uic,  pu isii ne  /«-(-«=:«  el  —  =  -•  «ui  aura  m  = > 

'  Il  '■        P  '■"•"? 

oit            ,                             ,     ,,      1                                                          2ai 
u=  -'-    ;  et    a  pression  sur  le  llmde  slagiianl  sera  exprimée  par 


2kk 
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Or,  ce  fluide  étant  soutenu  en  même  temps  par  le  plan  PQ,  il  doit  exer- 
cer sur  chaque  point  de  ce  plan  une  pression  perpendiculaire  et  égale 

aussi  à   - — ■■  Donc  la  pression  totale  sur  le  plan  sera  - — -■,  en  nonnuant 

r  +p  "^  ^  ;■  -)-  p 

p  la  largeur  PQ  de  ce  plan;  et  celte  quantilc  exprimera  le  voliiiiif  d'une 
quantité  du  même  fluide,  dont  le  poids  sera  égal  à  la  i'orce  de  percussion 
contre  le  plan;  mais  il  reste  encore  à  déterminer  les  rayons  r  vl  p. 

6.  Supposons  d'abord  que  par  la  rencontre  du  plan  les  particules  de 
la  veine  de  fluide  soient  détournées  de  leur  direction  primitive  MN, 
autant  qu'elles  peuvent  l'être,  en  sorte  qu'elles  ne  puissent  quitter  ce 
plan  que  dans  une  direction  parallèle  à  la  sienne.  La  droite  PQ  (  ftg.  3) 

I-iC.  3. 


sera  donc  tangente  en  P  et  Q  aux  cercles  PM  cl  Q.M  ;  par  conséquent,  les 
centres  de  ces  cercles  se  trouveront  sur  les  droites  PF,  QG  menées  per- 
pendiculairement à  PQ.  D'un  autre  côté,  la  droite  MN,  qui  représente 
la  direction  primitive  de  la  veine,  est  au.ssi  tangente  en  M  aux  mêmes 
cercles;  donc  les  centres  de  ces  cercles  se  trouveront  aussi  sur  la  droite 
FG  perpendiculaire  à  MN.  Donc  ces  centres  seront  en  F  et  G,  où  cette 
droite  rencontre  les  deux  droites  PF,  QG.  On  aura  ainsi  PF  =  FM  =  r, 
QG=GM  =  (5,  et  par  con.séquent  FG  =  r-hrj.  {)\\  puis(|ue  FP  et  GQ 
sont  paralli'Ics  entre  elles  et  perpendiculaires  ii  PQ,  il  est  visible  (pie  FG 


SUR   LA   PERCl  SSIO.N    DES   FLLIDI-S.  -245 

sera  à  PQ  dans  la  raison  dn  sinns  total  au  cosinus  de  l'iin  linaison  de  FG 
à  PQ,  ou  au  sinus  de  l'inclinaison  de  MN  à  PQ.  Celte  inclinaison  est 
celle  de  l'obliquité  du  choc  du  fluide  contre  le  plan,  .\onnnant  donc 
y  l'angle  de  cette  obliquité,  ou  l'angle  d'incidence  de  la  veine  sur  le 
plan,  on  aura 

FG=-^ — ,     donc     r  +  Q=  -J-—1 
sino)  '^      sino) 

et  l'expression  de  la  force  du  choc  trouvée  ci-dessus  deviendra 

7. al)  sinw, 

laquelle  est,  comme  on  voit,  à  celle  du  choc  direct  sab  '3y,  dans  la  raison 
du  sinus  de  l'angle  d'incidence  au  sinus  total. 

7.  Cette  loi  est  celle  qui  est  reçue  communément,  d'après  la  théorie 
ordinaire  du  choc  des  corps  solides  cl  isolés,  quoi(]ue  cette  théorie  ne 
soil  point  applical)le  aux  fluides.  La  théorie  précédente  rélahlil  d'une 
manière  directe,  et  l'expérience  ne  s'en  éloigne  pas  sensiblement.  Il  est 
vrai  que  M.  l'abbé  Bossut  a  toujours  trouvé  dans  les  chocs  oblicpies  des 
résultats  moindres  que  la  loi  des  sinus  d'incidence  ne  les  donne:  mais 
on  peut  rendre  raison  de  ce  déchet,  comme  nous  l'avons  l'ail  pour  les 
expériences  de  M.  KratFt  sur  le  choc  direct,  en  supposant  ipu'  la  der- 
nière direction  des  canaux  n'était  pas  tout  à  t'ait  parallidc  au  plun:  ce 
qui  est  d'autant  plus  pr(d)able  que,  dans  les  expériences  de  M.  l'abbé 
Bossut,  le  plan  était  le  même  pour  le  choc  direct  et  pour  le  choc  obliipu-, 
tandis  (jue  dans  le  cas  de  ce  dernier  il  pai'ait  que  les  branches  dans  les- 
quelles la  veine  se  partage  doivent  diverger  davantage  pour  pouvoir 
prendre  la  direction  du  plan.  Dans  cette  supposition,  il  est  clair  (jue  les 
droites  PF  et  QG  ne  sei'ont  plus  parallèles,  mais  deviendroni  divergentes, 
en  sorte  que  la  |)roportion  de  FG  à  PQ,  c'est-a-dire  de  r-ho  ii />,  sera 
toujours  plus  grande  (|ue  celle  de  i  à  sino»;  par  conséquent,  l'expression 
de  la  force  du  choc  sera  toujours  aussi  plus  grande  t\\u-  :?<//< sinw.  Mais, 
pour  déterminer  la  propiu'lioii  dont  il  s'agit,  il  ne  sullirait  pas.de  con- 
naître les  angles  FPQ  et  GQP;  il  faudrait  de  plus  coimaitre  la  distam-e 
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MN  (In  |)l;m  un  puinl  de  l;i  vt'iiif  (tîi  elle  rinnint'iicc  à  se  diviseï' en  denx 
bninelies.  distance  qui,  pent  varier  selon  les  circonslanees  de  l'expe- 
rieiiee,  et  qui  |)ent  eontrihner  aussi  à  en  faire  varier  les  résultats.  An 
reste,  coninie  cette  détermination  tïéoniétri(|ne  n'a  |)()inl  de  dilliculte,  et 
qu'elle  ne  peut  d'ailleurs  jeter  aucune  lumière  siii'  la  (|ucsli(»n  |)resente, 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

S.  .Ius(|n'ici  nous  n'avons  considère  qu'une  xciuc  de  tluidc  plane  on 
plutôt  rectangulaire:  imaginons  maintenant  une  veine  cvlindr'i(|ue  (|ui 
vienne  frapper  directement  un  plan  circulaire  dont  le  centre  |)asse  par 
l'axe  de  la  veine.  On  peut  dans  ce  cas  regaider  \n/ig.  i ,  |)àg<'  a'^t),  comme 
um:"  coupe  laite  par  l'axe  du  cvlindre,  et  connue  les  circonstances  sont  les 
mêmes  poui'  clia(|ue  coupe,  il  s'ensuit  qu'elles  doivent  être  toutes  égales 
et  semlilables,  en  sorte  (|ue  la  ligure  que  prendra  la  veine  par  la  ren- 
c'onlrc  du  |dau  sera  celle  d'un  s(dide  de  révoluli(»n  engendre  par  la  rota- 
tion de  la  courlte  CA  autoni'  de  l'axe  MN.  La  veine  formera  ainsi  une 
espèce  d'entonnoir  conoïdal  dont  l'intérieur,  formé  par  la  révolution  de 
la  conrlie  l'.M,  |)(inira  être  regarde  comme  stagnant,  suivant  l'livj)ollièse 
adoptée  ju.s<|u'ici.  et  il  suflira  de  considérer  le  mouvement  du  lluide 
dans  un  canal  AiMPC  compris  entre  deux  plans  inliniment  proches  pas- 
sant |»ar  l'axe  AN. 

D'altonl  il  est  visible  que  la  vitesse  du  fluide  doit  être  uniforme  dans 
«liacnn  de  ces  canaux,  puis(|u'il  n'y  a  aucune  cause  d'accélération  ni  de 
relardation.  Ensuite,  si  l'du  iKimuie  dcf  le  petit  angle  formé  par  les  deux 
plans  du  canal,  x  et  i'  rai)>cisse  et  l'ordonnée  d'un  point  (Hudcon(|ue  g 
de  la  courbe  du  canal  PM  rappoitée  à  l'axe  MN,  et  r  la  largeur  ou  l'am- 
plitude du  canal  dans  ce|  eudinit,  il  est  claii'  ([u'on  aura  zy(/c(  |)our  l'aire 
de  la  section  du  canal,  et  par  conséquent  zy  <  3G(>"  sera  l'aire  entière 
de  la  section  du  conoide.  Otte  aire  doit  être  constante,  puisque  à  cause 
de  la  continuité  et  de  l'incompressibilité  du  lluide,  ainsi  (pu-  de  l'unifor- 
mité de  sa  vitesse,  il  doit  passer  a  cha(]ue  instant  une  quantité  de  fluide 
égale  à. celle  (|ui  sort  en  même  temps  par  l'oritice  du  vase.  De  sorte 
qu'eu  uiiinmanl  M  l'aire  de  cel  oritice  ou  de  la  section  de  la  veine  ivlin- 
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(Iri(|iie,  on  auni 

B 


zj-  X  360°  =  B,     (H  do  là     z  = 


rx  3Ho° 


Il  est  l'iair  de  plus  que  zyilads  sera  le  volunie  de  rclémeiil  du  lluidc 

qui  répond  à  la  portion  infiniment  petite  ds  de  la  eourbe  M^P,  et  tel 

élément  exercera  sur  la  paroi  du  canal  sur  laquelle  il  appuie,  et  dont 

1.  •  »      j    j  •  •       ■•  zazydxds 

I  aire  estydxds,  une  pression  représentée  par  — ■■ en  nonunanl 

comme  ci-dessus  a  la  hauteur  due  à  la  vitesse  constante  du  lluidc.  cl  /•  le 
rayon  osculateur  de  la  couihe  du  canal.  Dune  la  pression  sur  chaque 

point  de  la  surface  du  fluide  intérieur  qui  est  suppt)se  stagnant  sera  ^"', 

laquelle  doit  être  partout  la  même  par  les  lois  connues  de  l'Hydrosta- 
tique. 

Soit  donc  FI  cette  pi'ession  constante,  on  aura 


^_         dy 
,  dx 


donc  on  aura 


,  dx 
_      2flB      ds 

360°    ')dr 


multi[)liant  par  vr/vet  intégrant,  il  viendra 

nr'       aaB  /  dx\ 

as  I 

Au  point  M.  où  la  veine  commence  à  diverger,  sa  direction  est  suivant 
l'axe  MN;  on  a  donc  j  =  o  et-^=  i:  donc  la  con.stante  arbitraire  sera 
aussi  égale  à  c  par  conséquent.  ré(|uatioii  complète  sera 

II)-'  _  aflB  ,  d£\ 

-T-3S^V       ds)' 
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An  point  !'  oii   le  canal  toncho  lo  plan,  on  a  j^NP  et    '.-  égal  au 

sinus  do  l'aniilt'  que  la  direction  du  canal  dans  ce  point  fait  avec  le 
même  plan.  Si  donc  on  nomme  9  cet  angle,  (jui  est  évideninient  celui 
(|ne  les  partienles  du  tluide  l'uni  avec  le  plan  en  le  (piillant,  on  aura 


„PN         2aB, 

n =  X7T—  (i  —  smc 

2         300° 


Or  la  pression   II  agissant  sur  tous  les  points  dn  plan  circulaire .  dont 

i.v      .1                  1                1.                         ■       .   .  i           I    ■    ••  ^^  360" 
r.N  est  le  rayon,  il  en  résultera  une  pression  lolale  égale  a  II 1 


puisque 


PN'3(io"       .  ,.  •        ,  ■  ,  , 
est  I  aire  de  ce  plan;  donc  celle  picssion  totale  sera 


f\|uimée  par 


aa  B{i  —  sitio). 


(l'est  la  valeur  de  la  l'orce  de  percussion  (|iie  le  lliiide  exerce  contre  le 
plan,  laquelle  sera  donc  la  plus  grande  lors(|ue  ç;  =  o,  c'est-à-dire  lors- 
que la  dernière  direction  du  fluide  est  [)arallèle  au  plan;  et  elle  sera  dans 
ce  cas  2rtH,  égale  par  conséquent  an  |»oidsd'nne  cohuine  du  lucine  lluide 
dont  la  base  serait  IJ  largeur  de  la  veine,  et  dont  la  hauteur  serait  2a 
double  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  du  fluide;  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
que  nous  avons  trouvé  dans  le  n"  3.  en  considérant  une  veine  |)laiic. 

Dans  les  autres  cas  où  o  n'est  pas  nul,  et  où  |)ar  consé(|uenl  le  fluide 
(juitte  le  plan  dans  une  direction  oblique,  la  valeur  de  la  force  de  per- 
cussion contre  le  plan  sera  moindre  dans  le  rapport  de  1  —  sin-p  ;i  1.  ce 
qui  s'accorde  mcore  avec  la  f'oriiiiilc  du  11"  i  rclalivc  ;i  ces  derniers  cas. 

9.  Le  Problème  (jue  nous  venons  de  résoudre  sur  l'action  d'une  veine 
cvlindri(|ue  contre  un  plan  perpendiculaire  à  sa  direi'tion  deviendrait 
beaucoup  plus  diiïicile  si  l'on  supposait  le  |)lan  exposé  id)li(|ueinent  à 
celte  direction.  Car  alors  l'entonnoir  conoidal  iormé  [lar  la  veine  ne 
serait  plus  de  révolution,  et  il  faudrait,  pour  en  déterminer  la  figure, 
avoir  égard  non-seulement  à  la  pression  de  chatjue  iilet  de  fluide  sur  le 
fluide  intérieur  stagnant,  mais  encore  à  la  pression  uiiiluelle  et  laleialc 
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des  tileLs  cuntigus,  cr  (|ui  ciigagci-iil  (hiii^  des  tVirmiilcs  iissc/.  conipli- 
quéej;  et  n'ollVirail  ([n'iiri  excriicc  d'Aiialvse  iiuililc  à  l'idjjcl  de  ce 
Mémoire. 

Il  nous  suffira  doue  piiur  le  présent  d'avoir  eontirmé  à  priori,  par  une 
théorie  aussi  simple  (|ue  satisfaisante,  ee  (|ue  (juelques  Auteurs  avaient 
trouvé  à  posteriori  sur  la  mesure  de  la  force  de  percussion  d'une  veine 
de  fluide  contre  un  plan,  et  d'avoir  par  cette  confirmation  tixé  d'une 
manière  incontestable  un  point  si  essentiel  de  l'HydrauTuiue. 

On  peut  donc  prendre  dé.>^ormais  pour  rJ'gle  générale  et  constante  que 
dans  le  choc  direct,  et  lorsque  son  ellét  est  le  plus  grand,  ce  ipii  a  lien 
quand  le  plan  est  assez  large  pour  (|ue  toutes  les  particules  du  fluide 
soient  contraintes  d'en  suivre  la  direction  en  le  (|uitlaut.  l'action  contre 
le  plan  est  égale  au  poiii>  d'une  coIduiic  du  tluidc  de  la  niénu'  grosseur 
que  la  veine  et  d'une  longueur  double  de  celle  d'oii  un  corps  [tesant 
devrait  tomber  pour  acquérir  la  vitesse  du  fluide.  Il  n'en  est  pas  de 
même  liirs(|ue  le  plan  est  exposé  ii  l'impulsinn  il'uii  ((Uiianl  dans  le([ucl 
il  est  entièrement  plongé.  Dans  ce  cas  on  n'a  pu  encore  déterminer 
à  priori  la  valeur  de  celte  impulsion,  et  tous  les  ell'orts  (]u'on  a  faits  jus- 
qu'ici pour  y  parvenir  n'ont  servi  (|u'à  produire  des  leclierches  analy- 
tiques plus  ou  moins  profondes,  mais  toujours  insuffisantes  pour  donner 
des  résultats  simples  et  applicables  à  la  prati(iue.  Cependant  les  expé- 
riences réitérées  qu'où  a  faites  surtout  dans  ces  derniers  ti'uips  Iciideiil 
toutes  à  prouver  qu'ici  l'impulsion  est  simplement  égale  au  poids  d'une 
colonne  du  fluide,  laquelle  aurait  pour  base  le  plan  cho<iue.  et  pour 
hauteur  celle  (jui  serait  due  à  la  vitesse  du  iluidi'.  Ainsi,  tant  qu'on 
n'aura  pas  démontre  cette  règle  à  priori,  on  ne  ponria  pas  la  regardei' 
comme  aussi  sûre  (|ue  celle  (jui  concerne  l'impulsion  d'une  veine  contre 
un  plan;  mais  on  pourra  toujours  l'employer  dans  la  praticpu'  comme 
une  règle  d'approximation  fournie  par  l'expérience. 
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{Mémniret  de  r Académie  royale  des  Sciences  de  Turin,  t.  11.  1784-1785.) 


On  sait  que  toute  formule  différentielle  qui  contient  un  r;i(liial  carre. 
où  la  variable  n'a  pas  plus  de  deux  dimensions,  est  intégrable  par  les 
logarithmes  ou  par  les  arcs  circulaires;  car  il  est  toujours  possible  de  la 
réduire  à  une  forme  rationnelle,  en  faisant  disparaître  le  radical  par  une 
substitution  convenable.  Mais  cette  réduction  ne  réussit  plus  en  général, 
lorsque  le  radical  contient  des  puissances  de  la  variable  plus  hautes  (|ue 
la  seconde,  et  l'intégration  échappe  alors  aux  méthodes  connues.  Si  la 
plus  haute  de  ces  puissances  ne  monte  pas  au  delà  du  quatrième  degré, 
on  peut  dans  plusieurs  cas  construii  c  Tintegrale  par  les  arcs  des  sections 
coniques.  La  recherche  de  ces  cas  a  beaucoup  occupé  les  Géomètres; 
leur  travail  est  avantageux  aux  progrès  du  Calcul  intégral,  parce  qu'il 
sert  à  ramener  à  des  classes  déterminées  un  grand  nombre  de  différen- 
tielles de  formes  différentes;  mais  il  n'est  d'aucune  utilité  pour  l'intégra- 
tion effective  de  ces  différentielles,  car  la  rectification  des  sections  co- 
niques n'est  encore  connue  que  très-imparfaitement,  attendu  le  peu  de 
convergence  des  séries  qu'on  a  trouve  jusqu'ici  pour  cet  objet.  Les  séries 
sont  à  la  vérité  le  seul  moyen  de  résoudre  ce  Problème,  et  en  général  de 
rappeler  à  l'intégration  toutes  les  formules  difTérenlielles  d'une  fornie 
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essentiellement  irrationnelle;  mais  ce  moyen  n'est  vraimtiii  iililc  (lu'iiii- 
t;uil  (iti'on  peut  rendre  les  séries  toujours  convergentes,  et  tlimiiiuer 
luciiic  il  vdltiiilc  rmeur  qui  doit  résulter  des^termes  qu'on  y  néglige. 

Lii  méthode  que  je  donne  dans  ce  Mémoire  joint  à  cet  avantage  celui 
d'être  générale  pour  toutes  les  formules  difTérentielles  qui  contiennent 
un  radical  carré,  dans  lequel  la  variable  ne  forme  pas  plus  de  quatre 
dimensions.  Je  commence  par  exposer  la  méthode  dans  toute  son  éten- 
due; j'en  fais  ensuite  l'application  à  la  rectification  de  l'ellipse  el  de 
riiyperholc. 

Exposition  (le  la  iiirtliodc 

1.  Soit  proposée  la  fornuile  dillérentielle  Vdx,  dans  laquelle  P  soit 
une  fonction  quelconque  rationnelle  de  x  el  d'un  radical  de  la  forme 


b.r  -(-  ex'  ■+-  ex^  -4-  fx*. 


que  nous  dénoterons,  pour  abréger,  par  R.  Puis<|ue  R'^  est  une  fonction 
rationnelle  de  x,  il  est  clair  que  P  ne  peut  être  que  de  la  forme 


BR 


C  -(-DR 

oii  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  liitioniielles  de  .r.  Multipliant  le  haut  et 
le  bas  par  (\  —  DR,  el  faisant 

„       AC-BDR^       ^       (BC-AD)R' 

M  = 1     N  =  ^ ■ —  1 

VJ-DW  C^— DR' 

on  aura  donc 

où  M  et  N  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  De  sorte  que  la  différen- 
tielle proposée  Vdx  se  trouvera  partagée  en  deux  parties,  l'une  toute 
rationnelle  "Wfl.r,  el  (|ui  s'intégrera  par  les  logaritliriirs  ou  les  arcs  de 

cercle;  l'autre  ii  laliounelle  -^r^^  dans  la(|uelle  il  n'y  aura  d'autre  irra- 
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lionnalité  que  celle  du  radical  R;  et  c'est  à  rintéi^ratioii  de  celle-ci  (|iic 
se  réduit  la  difficulté  d'intégrei'  la  proposée. 

2.  Notre  méthode  demande  (|uc  la  fornuile  dillereiiliclle  -jt^  ne  cctii- 

tienne  aucune  puissance  impaire  de  œ;  ainsi  il  faut  commencer  par  les 
faire  disparaître,  s'il  y  en  a. 

Supposons  d'abord  que  les  ternies  bx  et  ex-*  ne  se  trouvent  (xiint  dans 
le  radical  R;  il  ne  s'agira  que  de  faire  disparaître  les  [Hiissances  im|)aires 
de  37  de  la  fonction  rationnelle  N.  Or  il  est  clair  qu'elle  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

F-f-Gar 

H  -+-  Lx' 

où  F,  G,  H,  L  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  x-,  c'est-à- 
dire  des  polynômes  en  x,  sans  puissances  impaires.  Multipliant  donc  le 
haut  et  le  bas  par  H  —  Lx,  et  faisant,  pour  abréger, 

HF-LGx^  _  HG  -  FL  _ 

H=  -  Vx-    ^    '     H=  -  Vx'  ~     ' 

on  aura 

N  =  T  -(-  V^, 

où  T  et  V  seront  des  fonctions  rationnelles  de  x'-.  De  sorte  que  la  ditlé- 

..  ,,    Ndx  ,  .11-  '</■'' 

rentielle  -tt—  se  trouvera  de  nouveau  partagée  en  deux,  I  une  — r—  qui  a 

la  condition  demandée,  l'autre  qui  est  intéjiiahlc   par  les  loga- 

rithmes ou  les  arcs  de  cercle,  puisqu'en  faisant  x-  =  v  elle  devient 

■}.  i^  a -h  cy -i- f}-' 
V  étant  une  fonction  rationnelle  de  v. 

3.  Supposons  à  présent  que  le  radical  H  contienne  tons  ses  lermes.  Je 
remarque  que  le  quinome 

a  -f-  6x  -4-  cx^  -i-  ex"  -^fx' 
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pciil  toiijdiii's  .se  mettre  sous  hi  l'oiiiie 

f[m  -i-  nx  -\-  x'')(m'  -h  n' x  +  x''), 

les  deux  liiiioiiies  m -^  nx  +  x'^  et  m' -h  n' x -\- x-  él;inl  réels;  e'esl  ce 
()ui  est  ((Hiini  |)iii-  hi  théorie  des  équations;  et  l'on  a  pour  la  détermina- 
tion des  coellicients,  en  supposanty"=  i, 

e  -\-  Jt         ,        e  —  i  / 
n  =  — — --1     n    =  î— ? 

2  2 

b  —  en  -h  en'  —  «'  ,       6  —  en'  -+-  en''  —  n" 

m  ^= 


e  —  2«  e  —  2rt 

/•  — (3e'  — 8c)/=+  (3e'    -  i6ce-  -h  i6c'  -i-i6he —  6^a)  t  —  (8l>  —  ^ee -h  e'Y  — o. 

L'équation  en  /,  étant  du  troisième  degré  avee  le  dernier  terme  négatif, 
a  néeessairemcnt  une  racine  réelle  positive  qu'on  prendra  pour  (  dans  le 
radical  \  /;  il  n'y  a  de  difTicullé  que  dans  le  cas  <le 

8b  —  /^ce  -h  e'=z  o, 

oti  celte  racine  devient  nulle;  alors  oir  a 

ou     /  =  o,     ou     l-  —  (3e-  —  8e)t-\-[/\c—e'y  —  t^^a=zo. 

Si  64a  >  (4c  —  e'^f,  l'équation  ayant  son  dernier  terme  négatif' a 
nécessairement  une  racine  réelle  positive  (ju'on  porirra  prendre  pour/; 
mais  si  f4c  —  e'j"  —  64a  =  A^  alors  on  prendra  la  racine  /  =  o,  el  l'on 

aura 

e         ,       e 
«  ;=  - ,      «'  =  - , 

■y.  7. 

e'        c        h  ,  e'        c        /i       ^ 

'"  =  -8-^2^8'     '"=-8  ^,/     8     '   ^- 

Si  y  n'était  pas  égal  à  i,  on  diviser'ait  [»ar  /"les  coellicierrts  a.  h,  c,  e. 

Cela  posé,  je  tais 

f{m'-t-n'x-hx') j 

m  -h  nx  -h  x'  '    ' 

(*)   l'nyez  les  Mt'iiniiirs  dr  lierlin  pour  177V.,  pai;('  ■}..'\~ ■ 

On  trouvera,  dans  le.  tome  III  dos  OEiivra  dv  Liigrnrij^c,  le  Mémoire  au(|U(îl  se  lapporle  cb 
renvoi  (  Natr  de  l'Editeur.  ) 
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ce  (|ui  rciid 

R  =z  (  w -)-  «X  +  a-'  )  r, 

et  l:i  (liiTéicnlicllc  a  iiilcyrcr  sera 

(  m  -i-  nx  ■+-  x^)  y 

N  claul  une  t'unttiun  latioiiiioIlL'  de  a\  Or  l'équation  eiilre  .r  et  v,  étant 
multipliée  en  croix  et  ensuite  difl'érentiée,  donne 

■?.  {m  -i-  nx-  -h  x']  ydy  ^=  [f  {2X  -\-  n'  )  —  >'^  (  2  *■  -*-  n)]d.i , 

d'où  l'on  tire 

(Ix  f.dy  ' 


(  m  -+-  iix  -+-  x^  )  y       ■}.x  (  f —  y''  )  H-  n'/ —  ny'' 

Mais  la  même  écjuation,  ordonnée  par  lapport  à   i  ,  donne  par  la  réso- 
lution 


9..r  (  /—  y-'-  )  +  rif—  ny'  —  \j[  n'f—  ny'  )'  —  4  (  m'f—  my'  )  ( /—  7'  ) 


en  faisant 

a  =/'{«" -4'"'). 

{3  =  —  a/ (  Am'  ~  7.m  —  1  m'  ), 

y  =;  «^  —  4"'- 

Ainsi  la  proposée  —^—  vse  trouvera  d'abord  traiisl'ormée  en 

aNrfr 

y/a  -f-  [3j'  +  y.r*' 

ensuite,  suhstiluaul  dans  N,  |»(Mir.t,  sa  valeur 


ny  '  —  n'  f+\/a-h  (3  j-  +  y  y' 

cl  employant   la  réduction  du  n"  1  pour  l'aire  disparailic  le  radical  dans 

le  dénominateur  <le  .N.  il  est  visilile  que  la  diUeiculiclle  doiil  i!  s'aijit  se 

decou)posera  naturellenu'nt  eu  deux  paities  :  l'une  liuitc  raliounclle.  i-l 

IL  -i 
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ilont   l'intégnitioii  n'a  iuiciiiif  (iilliciillc,  l'iuilrc  irrationnoUc  et  de  la 

forme 

Qdy 


^v.  +  5r'-h  y  y* 


dans  la(|iu'll('  Q  sera  une  t'onetion  rationnelle  de  y-,  et  qui  sera  par  eon- 
séquent  dans  l'état  demandé. 

Il  esl  lion  (le  reinar(|uei' (|ue,  |inis(|ue  la  sulislitiilion  eniployt'e  donne 


R 


ouest  assure  (|ue  la  nouvelle  variahie  >' sera  neeessaireuieul  réelle,  lanl 
(|ue  X  et  R  seront  réels.  Cette  eondition  de  la  réalité  des  vaiiyi)les  intro- 
duites par  des  substitutions  n'est  pas  néeessaire  lois(|u'il  s'ai^it  d'inté- 
grales exactes  et  absolues,  parce  (pi'(Ui  a  des  moyens  de  l'aire  disparaître 
ensuite  les  imaginaires;  mais  elle  devient  indis|)eusalde  dans  les  intégra- 
lions  a|)pro(liées,  car  on  ne  peut  bien  juger  de  la  convergence  d'une 
série,  ii  moins  (|ue  tous  ses  termes  ne  soient  réels  el  évalués  en  nombres. 
Sans  celte  considération  j'aurais  pu   résoudif   le   Problème   précédent 

d'une  manit're  plus  simule,  en  substituant  immedialeuient  ~ ^  à  la 

place  de  X,  et  égalant  ensuite  à  zéro  les  coefficients  de  y  et  de  r'  dans  le 
(juiiKune  sous  le  signe  radical;  on  trouve  de  celle  manière  (|ue />  el  q 
sont  les  racines  d'une  é(|ualion  du  si-coud  degré  dont  les  deux  coefii- 
cienls  dépendent  eux-mêmes  d'une  é(|ualion  du  tioisii-me;  mais,  (|uoi(|ue 
celle-ci  ait  toujours  une  racine  réelle,  on  n'est  pas  assure  (|ue  celle-là  ail 
les  siennes  réelles  aussi,  ce  qui  est  néannu)ins  nécessaire  pour  (pu-  la 
nouvelle  variable  )'  ne  soit  point  imaginaire. 

4.    La  dillérenlielle  ii  intégrer  ne  sera  donc  (MU'  de  la  l'orme 


\  a  +  bx'  +  ex' 

S  étant  une  fonction  rationnelle  de  .»-.  Or.  notre  nu''tliode  demande  de 

plus  (|ue  le  trinôme 

a  ■+-  hx'  -f-  ex* 


DE   CALCUL  INTÉGRAL.  259 

soit  résoluble  en  deux  binômes  réels  de  la  forme 

a  -1-  (3a:',     y  -+-  ox-, 

ce  qui  exige  que  l'équation 

a  -+-  by  -+-  cy^  =  o 

ait  ses  deux  racines  réelles,  et  que  par  conséquent 

i-=z     ou     ">  \ac. 

Il  faut  donc  résoudre  encore  le  cas  où 
Pour  cet  etlét  j'emploie  la  substitution 


y'a  +  bx-  M-  ex' 


la(]uelle  donne 

(  a  —  bx-  -i-  ex'  )  )■-  =:  x-, 

et,  diirérentiant. 

(  a  —  bx-  -+-  ex'  )ydy  ^  (  i  —  by-  —  lex-y-  )  xdx, 

d'où  l'on  tire 

dy  xdx  dx 


I  —  by-  —  2  ex'' y"       y(a  -f-  bx-  -+-  ex*  )        ^a-hbx^-h  ex' 

mais  la  même  équation  étant  ordonnée  par  rapport  à  x,  et  résolue  à  la 
manière  des  équations  du  second  degré,  donne 


acjT'r'  -+-  by''  —  I  =  y/(  6)-'  —  I  )'  —  ^aey'  =  ^i  —  air'  +  (  6'  —  ^ac)y'  ; 
de  sorte  que  la  ditrérentielle  proposée  se  cbangera  d'abord  en 

-  Nrfr 
y/ 1  —  2  6)'  H-  (  6'  —  4«c  )  r" 

ensuite,  substituant  dans  >'  à  la  |)lace  de  x^  sa  valeur 


I  —  by-  -)-  y  1  —  2 6r'  -4-  (6'  —  4ac )  >•' 
29' 

33. 
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el  l'aisîHil  (lis|tnraiUr  If  railical  du  (Iciiomiiialciir  de  N.  il  est  clair  (|iit'  la 
translorinée  en  j  contiendra  denx  parties,  une  toute  rationnelle  et  dont 
l'intégralion  n'aura  aucune  difficulté,  et  l'autre  de  la  l'orme 

Ldr 


y'  I  —  2  by'  +  (  6'  —  4ac  ),r* 

où  L  seia  une  londidii  ralionnelle  de  y-. 

()i\  |)uis(|ue  /''  C  '\ac,  il  esl  claii'  (iiie  le  Irinùine 

I  —  ■J.by'  +  [h-  —  4«'')  )■' 

esl  toujours  iés(dul)le  en  deux  hinonies  réels,  ipii  seroni 

I  —  (6-1-2  y  «ej  )•-     et      I  —  I  <>  —  2  y  (te }}■'-, 

le  radical  \  rtc  étant  nécessairement  réel  à  cause  de  ac'    o.  Ainsi  la  dill'é- 

renlielle 

Ldr 


y,  I  —  2 by''  +  [b-  —  4 «<-■  ).>' 


il  la(|uelle  nous  avons  réduit  la  proposée,  aura  la  condition  demandée 
i|iii  HKUupiait  il  celle-ci. 

Il  est  clair  aussi  que  la  sulistitulion  employée  ne  rendra  jamais  la 
variable  y  imaginaire  tant  (jue  ,i-  cl  le  radical  \/ a -\- h.v- -\- cv''  seront 
réels. 

Au  reste,  la  condition  ii  la(|uelle  nous  venons  de  satisfaire  se  trouvera 
remplie  d'elle-même  par  la  transloiuiation  du  u"'.],  toutes  les  fois  (|ue  le 
(juinome  sous  le  radical  sera  résolulde  en  deux  facteurs  simples  réels  et 
l'ii  deux  imai^inaires;  car  si  les  deux  é(iuations 

X-  -+-  nx  -I-  m  -=-  o,     X'  -+■  n'  x  +  ni'  =  o 

ont  l'une  des  racines  réelles  et  l'autre  des  racines  imaginaires,  les  deux 
quantités  n^  — /\m,  n''^  —  ^m'  seront  de  signes  dilférents,  et  par  consé- 
quent les  coefficients  a  et  7  du  trinôme  y.-\-fiY-  +  -jy''  seront  aussi  de 
différents  signes,  en  sorte  que  ce  trinôme  sera  nécessairement  résoluble 
en  deux  binômes  réels. 
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5.  De  ce  que  nous  venons  de  démontrer  juscju'ici ,  il  s'ensuit  (|ue  l'in- 
tégration de  la  ditlérentielle  proposée  Fc/r  se  réduit  loujinns  à  ccllt' 
d'une  différentielle  de  la  forme 

Nûfx 


\{a-\-  bx- ){m  +  nx'' ) 

où  N  est  une  t'onetion  rationnelle  de  .r-,  et  oii  a,  />,  m,  n  sont  des  cocffi- 
eients  quelconques  réels.  Ainsi,  toute  la  dit'tu-ulté  ne  consiste  (|n'à  trou- 
ver l'intégrale  de  cette  dernii-re  (litlérentielle.  Quant  à  l'intégrale  exacte, 
elle  parait  impossible  en  gênerai:  du  moins  l'analyse  connue  ne  fournil 
aucun  moyen  pour  l'obtenir.  .Mais  il  y  a  deux  cas  où  elle  se  présente 
d'elle-même  :  le  premiei'  est  celui  où  l'un  des  coefticients  h,  n  est  nul. 

l'autre   est  celui   où    -  =  -  ^    dans  ce  deinier   rirratiiuinalile  disnarait. 
n        III  ' 

et  dans  le  premier  il  ne  reste  (]ue  l'ii  latiouiialite  relative  ii  la  (piadrature 

du  cercle  ou  de  l'hyperbole,  et  (ju'on  peut  toujours  faire  dispai'aitre  par 

les  méthodes  connues.  Si  donc  la  proposée  n'est  pas  exactenu'ut  dans 

l'un  de  ces  deux  cas,  mais  seulement  dans  un  cas  très-voisin  de  l'un 

d'eux,  c'est-a-dire  si  l'une  des  (luantitees -<  —  est  très-petite,  ou  si  elles 

sont  à  très-peu  près  égales,  on  pourra  alors,  au  défaut  d'une  intégrale 
exacte,  en  avoir  une  très-approchée  par  le  moyen  des  séries,  et  d'autant 
plus  approchée  que  la  quantité  supposée  très-petite  le  sera  davantage, 
en  disposant  la  série  relativement  aux  puissances  ascendantes  de  cette 
(juantité.  La  méthode  que  je  vais  exposer  a  pour  objet  de  ramener  à  cet 
état  toute  ditrérentielle  de  la  forme  proposée,  cpiels  (lue  soient  les  coefti- 
cients a.  h,  m,  />. 

t).   Soit  en  ijénéral  —  =  ou  >A'  ce  tiu'oii   iteul   loujoiirs  supposer, 
ouisdue.  si  — >>  — •>  il  ii'v  aurait  (lu'ii  echan^ci'  <i  en  ///  et  />  en  n. 


Je  fais 


a   \  r, 


■  bx- 

— T  =.y< 
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ce  (jiii  (ioiiue 


r. ,    ,.. r,       ar  (  m  -1-  /lar'  ) 

v(a-(-6a:»)(/w-i-na?')=    ■' 


par  où  l'dii  voit  d'abonl  que  la  nouvelle  variable  y  sera  réelle  laiil  (|iie  ce 

radieal  et  la  variable  x  le  seront. 

La  ditrérentielle 

dx 


\l[a  ^  bx' ){ni  +  nx'' ) 

se  (■liaiii;('ra  doue  en 

xdx 

ay  (  m  +  nx^')  " 

mais  l'équation 

x'^[a  -V-  bx- )  =  à? y''  ( m  -+-  nx' ) 

étant  dijrérenliée  donne 

(  a  -H  2  bx'  —  nà'r''  )  xdx  ^=  a''[m  ->r  nx')ydy; 

|)ar  eonséquent 

xdx  ady 


ay{m-+-  nx'  )       «  -i-  2  bx'  —  na'x'  ' 

de  plus,  la  même  équation,  ordonnée  par  rapport  à  .r  et   résolue  à   la 
uianii're  des  équations  du  second  degré,  donne 


2  bx-  -\-  a  —  na'y'  =  \ja'  (  i  —  any'  )'  -I-  4 «' 6  my 


=  a  \J\+i{7.bm  —  an)r'  -+-  a^n\r'  ; 

donc 

ady  _  ^ 

a-^  2bx'—  na\r'  ~  ^i  •+-  2 ( 6m  —  an )y' -f-  a'n'y' 

Si  donc  on  substitue  cette  quantité  à  la  place  de 

dx 


y/{a-¥-  bx'  )  (  w  -f-  nx'  ) 
et  qu'on  mette  aussi  dans  l'expression  de  N,  au  lieu  de  x^,  sa  valeur 


na'r'  —  a-^  aJi -h  2{2bni  —  an)y'-+-  a' n'y' 
i6 ' 
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en  faisant  disparaître  le  radical  du  dénominateur,  s'il  est  néeessaire.  on 
réduira  la  différentielle  |)r()|)osée 

Nc/x 

^(a  +  bx')(m-t-nx') 

à  la  forme 

Mrfj 


Ldr 


y/i  +  2  (26m  —  an)r'  ■+-  à^n'r 


où  L  et  M  seront  des  fonctions  toutes  rationnelles  de  v"- 
Or  le  trinôme  sous  le  signe 

I  -(-?.( 2 6»!  ~  cin)j''  -^  o? ti'y' 

se  résout  dans  les  deux  Itinomes 


I  +  [ibm  ~  an  -^  2.  y  i-m' —  abmn)y'', 
I  -+-  (ibm  —  an  —  2  \jb^m'' —  abmn)y-, 

,    ,    ,  \     b-  ^     «■ 

(Mil  st>nt  touiours  réels  a  cause  de  —  =  ou  >  — -;  car  i)Uis(iue 
'  ■'  a'  tu'  '        ' 

b'' rn' —  a- n- ^=     ou     >  o, 

les  facteurs  bm  —  an  et  bm  —  an  seront  nécessairement  de  même  si^ne; 
donc  aussi  leur  somme  ibm  sera  du  même  signe;  ainsi,  bm  et  bnt  —  an 
étant  de  même  signe,  leur  |)rodui[  b-m-~~abmn  sera  loujouis  une 
quantité  positive.  On  voit  aussi  que  les  deux  (luantités 


\bm  —  an  +  2  ^i'm^  —abmn. 


■}.bm      an  —  :>.\lb^m'— àbmn. 

sont  de  même  signe,  puisque  leur  produit  àhi-  est  necessaircnicnl 
positif;  et  c(unMie  la  demi-somme  des  mêmes  quantités  est 

'bm       lui       bni  -■-  bm       un, 

el  que-nous  venons  de  voir  que  bm  cl  bm  —an  sont  de  inemc  signe,  il 
s'ensuit  que  les  deux  quantités  dont  il  s'agit  seront  loujoni's  de  même 
signe  (|ue  bm. 
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Si  donc  (III  (ail 


>.l)m    -  an  -i-  2y6'/i?'  —  ahmn^±p'. 


■y.hm  -   an  —  ■?.  ^f  b'm''  —  ahmn  =  ±  ç% 

\i's  siiiiics  siipcricurs  claiil  pour  le  cas  (!<•  Iim  posiliC,  et  les  iiilV'i'iciir.s 
|)(>iir  celui  de  bm  négatif,  les  quantités  p  et  q  seidnl  Itmjdurs  réelles,  et 
l'on  auia,  t'u  tirant  la  racine  cai'rée. 


/>  =  y  ±  bm  -+-  y  ±(bm  —  a« ) , 


q^  <^z^bm  —  y  ±(bm  —  an  )     ou     —  \±[  bm  —  an)  —  y  ±  bm  ; 

(le  sorte  (|u"on  poui'ra  toujours  [«rendre />  et  y  positives,  et  alors />  sera 
toujours  |)lus  grande  (]ue  q. 

Ainsi,  la  traust'(U'niee  de  la  proposée 

ndx 
\l[a-\-  bx^)(m  +  nx^) 
sera 

y'(I±;>^r'){I±,/^r') 

où  L  et  M  seront  des  fonctions  rationnelles  de  v^  p  cl  y  des  (|uantités 


réelles  et  positives  dont  \\\iw  py  q,  Pt  le  radical  yfi  i/'^.v')  fi  ±^^r^) 
ilécessair'ciiicnt  réel,  puis(|ue  vest  réelle  tant  (|uc  .»■  et  la  |»roposée  sont 
réelles,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus. 

De  sorte  que  la  dilliculté  ne  consistera  plus  (|ue  dans  l'inlégraliou  de 
la  nouvelle  dili'ereutielle 

v/{T±p^PJTT±g\ô 

7.  Dès  qu'on  est  une  l'ois  parvenu  ii  une  diUereiilielle  de  cette  der- 
nière forme,  il  n'v  a  plus  qu'à  continuer  et  repeter  les  snltstitiitions  et 
les  transformations  que  nous  venons  d'enseigner;  et  pour  cela  on  pourra 
se  servir  des  fornmies  précédentes  eu  y  faisant 

a=i,     w  =  i,     i=:±/^',     nz=±q', 
et  ainsi  de  suite.  Voici  le  tahleau  de  ces  opérations. 
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Soit 


P'  =P  ^\lp"  —  <i'^       q'  =P  -slP"-<i'' 


p"=p'  +\Jp"  —  q'\     q"  =  p'  —  \/p"  —  î"  ' 


p'"  =  p"  -H  ^^"=  _  9"= ,      q'"  ^  p"  -  y/p"^  -q"\ 
on  fera  successivement 


7   = 


±1  q^y 
j'R' 


-^q-y 

r"R" 


:  q  -y 


en  supposant,  pour  abréger, 


R    z=y/(l±p»7')(l±î'r')' 


on  aura  par  là 


W  =  ^{i±p''-y"-)[i±q-y'), 
R"  =  ^j{i±p"'y"')[i±q"y") , 


±  2p^ 

.,„       ±ç"V"^-.  +  R- 


et 

1r  ""  Ir  ^  R  " 

Donc  la  différentielle  -j^^  se  changera  û  ahonl  on  L  </v j^-  on 

L'  et  M'  seront  des  fonctions  rationnelles  de  r'';  ensuite  la  dilleren- 

tielle  ^-  se  changera  pareillenicnl  en  Vdy"-' ~^  L"et  M"  étant 

aussi  des  fondions  rationnelles  de  y"'-,  et  ainsi  dv  suite.  l'A  il  est  ciuir. 
II.  -^4 
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d'après  ce  que  nous  avons  (Icnionlrc  dans  le  luiincro  piTccdciil .  (|iic 

y',  y",...  et  R',  R",...  seront  toujours  récHes. 

Il  est  bon  de  remarquer  au  reste  que  si  la  l'onction  .M  est  sans  dcnitmi- 
nateur,  les  fonctions  dérivées  L'  et  M'  seront  aussi  entières  et  du  mciiie 
ordre,  ou  d'un  ordre  intérieur,  car  on  aura,  par  les  sul>stilulious  pics- 
crites, 

R  ^   R'  ' 

y-  dy dy'  (  ±  q'y"  —  i  )  dy' 

y'dy  _  a(dzg'j"  — i)rfr'    ,    (d:  gi' j"  —  i )' -f-  (±/>"j')(i  ±g"7")</j' 
R     -  4/»*  4/''R'"  '         ' 

Il  en  sera  de  même  des  t'onelions  L",  M",  et  ainsi  des  autres  dérivées  de 
celles-ci  à  l'intini. 

Il  est  clair  aussi  (|U('  la  même  chose  aura  lieu  poui'  les  fonctions  Let  M, 
ndalivement  a  la  fonction  d'où  elles  sont  dérivées  (Gj;  de  sorte  <|ue  si 
celle-ci  est  elle-même  sans  dénominateur,  toutes  les  fonctions  L,  L', 
L",...,  M,  .M',  .M",...  seront  aussi  sans  <lenouiiuateur,  cl  d'un  ordre  éj^'al 
ou  inférieur,  mais  jamais  supérieur  à  celui  de  la  fom  lion  |U'imitive  N. 

8.  De  cette  manière  donc  la  dillérentitdle  à  intégrer 

Hdx 


^'{a-+-bx'){m-\-nx') 

se  trouvera  transformée  en  celle-ci 

Zdz 

Ldy  -+-  L'  dy  -+-  L" dy"  -t- . . .  -f- 


en  désignant  par  Z,  z,  r,  s  les  derniers  termes  des  séries  M,  .M',  M",..., 
Y,Y',Y",---,p,p,p",--->  ?'  q'fq",---<  qu'on  pourra  continuer  aussi  loin 
qu'on  voudra.  Kt  connue  les  membres  Ldy,  L'dy',  L"dy",...,  sont  cha- 
cun intégrables  en  particulier,  puisque  L  est  une  fonction  rationnelle 
de  J^  L'  de/'- il   s'ensuit  que  l'intégration  de  la  proposée  sera 
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rétluite  à  celle  de  la  dilTérentielle 

Zdz 


v'(i±r'z')(i±*'z=) 

dans  laquelle  Z  est  une  fonelion  rationnelle  de  ;",  et  de  plus  entière  si 
la  fonction  primitive  N  est  sans  dénominateur. 

Voici  maintenant  l'avantage  de  cette  réduction.  On  a  vu  ^6    (|ue/>  et  q 
sont  des  quantités  positives  telles /?></;  donc,  puisque 


il  est  clair  que  p'  et  q'  seront  aussi  positives,  et  p  ^ p,  q' <^q,  et  à  plus 
forte  raison  </> .  De  même,  ayant 

P"  =  P'^\P'"-q'"'    <!'  =p'~\7^-^'  =  y• 
\\  s'ensuit  que />">/?',  q"^o<^q' <ip".  et  ainsi  de  suite.  D'où  l'on  con- 
clura en  général  que  les  quantités />,/?', /?" forment  une  srrie  crois- 
sante à  l'infini,  et  que  les  quantités  q.  q',  q' ....  forment  une  série  cor- 
respondante, mais  décroissante  jusqu'à  zéro. 

Et  il  est  bon  d'observer  que  si  l'on  prend  les  sommes  et  les  dillérences 
des  termes  correspondants  dans  ces  deux  séries,  en  faisant 

p-i-q=:m,     p  —  ry  =  n,     p' +  q' ^  m\     p' — q'^n',..., 

ce  qui  donne 

m  -h  n                 m  —  «          ,        m'  -h  n'          ,        ni'  —  n' 
p=z ,      q=  -— ,      p^ ,      q= ,•... 


on  aura 

m'  =z  m  -h  n,      n'  =;  2  ^  mn, 

m"  =  m'  -h  n' ,     «"  =  2  ^ m' n' , 

de  sorte  que  dans  les  séries  m,  m,  m",...,  «,  n'.  n",...,  les  termes  cor- 
respoutlants  seront  toujours  moyens  proportionnels,  arithmétiques  el 
géométriques,  entre  les  doubles  des  termes  (pii  les  |irecèilent. 

34. 
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On  poiil  donc  continuel' ces  séries  jiis(|u'à  ce  qu'on  arrive  à  des  termes 

// q  ,-■■,  dont  le  second  soit  aussi  petit  (|u'on  voudra;  alors,  prenant 

ces  termes  pour /•  et*,  on  pourra,  dans  la  dill'érentielle  correspondante 

Zdz 

V'(i±.r»2»)(i±s'z')' 

supposer  s  nui ,  ce  qui  la  réduira  à 

Idz 


v/i±:i-=z= 


iutégrahie  par  les  logarithmes  ou  par  les  ares  de  cercle,  selon  que  le 
signe  supérieur  ou  l'inférieur  aura  lieu. 

9.  .Mais  comme  la  petitesse  du  terme  s- z-  ne  dépend  pas  seulement 
du  coellicicnt  5^,  mais  aussi  de  la  valeur  (|u'on  donne  à  la  variable  z, 

pour  avoir  dans  tous  les  cas  une  annroximation  sûre,  on  fera  ;  =: -= 
'  "  yjrs 

et  -  ^a,  ce  qui  changera  la  diUerentielIc 

Zrfz  Idt 


PU  nommant  T  ce  que  devient  —  par  la  substitution  de  --=.  à  la  place  de  z. 

'■  V  rs 

Or,  depuis  /  =  o  jusqu'à  /  =  i  et  i  =  —  i ,  il  est  clair  (|ue  le  terme  ixt^ 
sera  moindre  que  ce,  par  conséquent,  en  négligeant  ce  ternie,  on  sera 
assuré  de  ne  négliger  que  des  quantités  de  l'onln;  de  a. 

D'ailleurs  il  est  visible  (|Me  la  valeur  du  radical  \^idzat'-  sera  néces- 
sairement renfermée  entre  ces  deux-ci,  i  et  \  idz  «;  par  conséquent, 
l'intégrale  de  la  dillérentielle 

Tdt 
V/(«±<=)(i±a<'j 

aura  pour  limiles  celle  de  la  diUerenlielle   ----  -  ^  et  cette  même  inte- 
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grale  divisée  pai'yi±a.  Ainsi,  comme  on  est  le  maitri'  de  ri-iulre  la 
valeur  de  «  aussi  petite  que  l'on  veut,  on  jiouiia  aussi  resseirt-r  à 
volonté  les  limites  dont  il  s'agit. 

Si  cependant  on  voulait  s'arrêter  à  une  valeur  de  y.  (|ui  ne  fiil  |)as 
assez  petite  pour  fournir  des  liinilcs  données,  il  n'y  aurait  (ju'ii  résoudre 
en  série  le  radical 


V  I  ±:i.l- 


et  prendre  autant  de  ternies  qu'on  le  jugerait  à  propos. 
Cette  série  est,  comme  on  sait. 

I  1.3  1.3.5 

I  qz  -  xf  -^ 7  a-  /'  qz  — y—-  x'  t'  -h  .  .  .  . 

Soit  ^  le  nombre  des  termes  qu'on  en  veut  prendre  et  11  le  dernier  de 
ces  termes:  pour  embrasser  tous  les  ternies  suivants,  il  faiidrail  iniiili- 
plier  n  par  la  série 


2CJ  —  I  )   aro  ■ 


)      ,,._  l2OT— l){2CÏ-hl)(nCî-l-3) 

-    3£-/'_L-    ; — y-, 5£'/    T-. 
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or  cette  série  est  évidemment  toujours  renfermée  entre  ces  limites  i  el 

I  zn  a -i-  ^- zjz  x' -i- . . . ,  c'est-à-dire  entre  i  et     _,      ■  Donc,  en  iieiieral, 

I  _l_  3!  ' 

la  somme  exacte  de  tous  les  termes  de  la  série  continuée  k  l'infini  .MMa 
toujours  renfermée  entre  la  valeur  de  la  somme  d'un  certain  luunbre  de 
termes  pris  depuis  le  commencement,  et  la  valeur  de  la  somme  des 
mêmes  termes,  mais  en  divisant  le  dernier  par  i  rt  a. 

Par  conséquent,  l'erreur  résultant  des  termes  (ju'tui  aura  négliges 
sera  toujours  moindre  que  la  valeur  du  dernier  terme   multiplié   par 

— ^  :  ainsi  l'on  peut  l'annrecier  facib'menl  et  la  diminuer  à  V(donte. 

Il  serait  facile  au  reste  de  trouver  des  limites  plus  exactes  el  plus  res- 
serrées, mais  cela  n'est  pas  nécessaire  ici,  où  l'on  suppose  que  a  est  une 
quantité  fort  petite  et  même  aussi  petite  que  l'on  veut. 
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Mais  (lopuis  /  =  rt  i    jusim'à  /=±qo,  le  Icrnic  a/*   clanl    tdiijmirs 
>a.  rii|)|)roxiriiati(m    itrcccdciile   ne  saurait  plus   avoir  lieu.  On  fera 

(loue  alors  /        --  cl  la  (lillciciilicllc 
II 


yj(a.±t'){\±at') 
se  changera  en 

M  du 


yJ{0L±u')(\±<XU'] 

V  clanl  ce  (|iic  devient  —  T  par  la  siilislitution  de      ii  la  place  de  /.  Celte 

transl'oiince  est,  comme  on  voit,  semhlahlc  ii  la  dillércntiidlc  en  t,  du 
moins  |)OMr  la  partie  irrationnelle,  et  la  variai)lc  ii  est  ici  renCermée 
cuire  les  limites  o  et  rh  i ,  comme  la  varial)le  /  l'était  ci-dessus;  ainsi  l'on 
pourra  traiter  celle  diUerenlicllc  en  //  de  la  même  mauii're  {\\w  l'autre 
eu  /. 

Donc,  en  «.cnéial,  si  l'iiitégralion  doil  s'étendre  depuis  t  -_/' ius(|u'à 
t  =  g,  on  disliniiuera  trois  cas  :  i"  lorsque/et  g  sont  renfermées  entre  i 
et  —  i;  on  aura  alors  le  cas  de  /'-  ■<  i;  2°  lorsque /et  g  sont  renfermées 
entre  i  et  qo  ou  —  i  et  —  co  ;  ce  sera  le  cas  de  /'^  >  1,  cl  l'on  emploiera 

la  sulistitntion  /  =  -^  la(nicllc  rcndia  ir  <  \\  ?t'^  lors(|ue  /"sera  entre  les 
Il         i  -  1      .' 

premil'i'cs  limites  et  g  centre  les  secondes,  ou  i'écipro(|m'mcnt;  dans  ce 

cas   il    faudra    partager   l'intégrale  en   deux    parties,    la   première  qui 

s'étende  depuis  t  =y  juscpi'à  /  =  ±  1 ,  et  la  seconde  depuis  /  =  ±  i  jus- 

(|u'à  t  ^^  g\  cl  chacune  de  ces  parties  rentrera,  connue  on  voit,  dans  I'um 

(les  cas  précédents. 

10.  Au  reste  il  est  à  propos  d'observer  (|ue  quaiid  on  a  à  intégrer  une 
différentielle  en  série  de  la  forme 

(  A  -t-  A' ?  -H  A" ?'  +  A'"^' -h  .  .  .)\(h: 

X  et  £  étant  des  fonctions  de  a:,  et  A,  A',  A",...  des  coeflicicnls  con- 
stants, au  lieu  d'intégrer  chaque  terme  à  jiart,  ce  qui  demande  souvent 
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dos  r('(liictions  ix'iiihU's,  il  suffît  (a  étant  une  constante  intlel<'riuinée) 
(J'intégrer  tout  d'un  coup  la  (lilléieulielle 

\dx 

dont  l'intégration  n'est  guère  plus  dillieile  (|ue  celle  de  \z(la\  surtout 
si  2  est  une  fonction  rationnelle.  Alors,  nommant  V  l'intégrale  complétée 
d'après  les  conditions  du  Problème,  il  n'y  aura  qu'à  dégager  la  quantité  a 
en  développant  par  les  méthodes  connues  la  fonction  V  dans  une  série  de 

la  forme 

u  -\~  a  a'  -1-  a'  u"  +  a^  u^  -\- . . . , 

et  l'on  aura  pour  l'intégrale  de  la  proposée  la  série 

A  M  -)-  A'  «'  -(-  A"  u"  -t-  A"  h'"  -)-.... 

Ou  sait  que  l'on  a,  en  faisant  a  =  o  après  les  dillerentialious, 

,      d\         „       I  (l'\        ,.        I     ûf'V 
aa  2   (la-  2 .  i  aœ 

Donc  l'intégrale  cherchée  sera  aussi  représentée  par 
.,  d\       A"  </-V       A"  <in' 

A  V   +   A'    -j-    -\ J-^    H ^    -;p--    +  .   .   .  , 

a  a         2     aa'        1 .  S   aa? 
en  faisant  varier  a  seul  dans  V  et  supposant  ensuite  a  =  o. 

11.  Reprenons  les  transforuiati(Uis  du  u"  7,  et  reman|U(Uis  (|ue, 
puisque  les  deux  séries  p,  p ,  //',...,  q,  </',  q'\...  sont  divergentes 
l'une  par  rapport  à  l'autre  (8),  si  on  les  continue  en  arrière  ainsi  :  — 
"/?.  p,  yy,  ...,  Vy,  ^q,  q,  elles  deviendront  convergentes,  eu  sorte  (|u'oii 
parviendra  à  des  termes  r  et  *  égaux,  ou  presque  égaux  entre  eux:  ce 
qui  iéra  rentrer  la  dilférentielle  correspondante 

Idz 


dans  le  second  cas  d'intégration  dont  ou  a  parlé  dans  le  u"  5.  \ dici  poui 
cela  le  procédé  du  calcul. 
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On  iVra 


p^p^  V >' -  g'.     g=p-  V >' -  Y» 


p  =  y  -^  \'Y  -  "q''    'g  =  >  -  V  >'  -  "g'. 


fo  qui  (loiiiif 


p  +  q 


>= -~-^'    "q^^^'yç- 


nt>  sorto  (]ii'il  csl  très-facile  de  coiitiiuier  les  séries^,  p,  p q,'q,   q,... 

aussi  loin  (|iie  l'on  veut,  puisque  les  termes  roirespondants  sont  lou- 
jouis  moyens  aritliméti(|ues  et  géoniétri(|ues  entre  les  deux  [»récé- 
derits.  Et  l'on  voit  en  même  temps  que,  (pielle  (|ue  soit  la  diUéreiiee  des 
deux  premiers  termes/?,  q,  elle  doit  aller  toujours  en  diminuant  dans 
les  termes  suivants,  jusqu'à  devenir  nulle;  nw p  étant  >  q,  on  a  évidem- 
ment "/>  </?,  'q  >  q,  et  en  même  temps  'y  <  p,  puisque 

p-  q=  f^-^  -  yjpq  =  -'\P-  H)  ! 

donc  aussi  y<^'p,  "q^'q  et  <Cy>  et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que  la 
série /?,  'p,  ''p,...  est  décroissante,  et  la  série  q,  'q,  "q,...  est  au  contraire 
croissante,  mais  toujours  séparée  de  l'autre  par  un  intervalle  qui  diminue 
à  l'intini. 

12.  Cela  posé,  on  fera  successivement 
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en  supposaiK 

"R  =  v'{i±y>")(i±yy'), 

"R  =  V  ô  ±yvH7±YVJ' 

"R  =  v'(i±V>')(i±"'ç'VM. 


ce  qui  donneni    7 


el 


±'q'  y-  —  I  +  R 

J  = \_    ,  , ' 

„   ,      ±»^=v>-=-i-t-'R 

-^^-    ±.v — ' 

zh"g'^')-^-H-"R 


(ly d  y d^'jr  d  "/>• 


El  l'on  observera  que  les  nouvelles  variables  'y,  V,...  seront  néces- 
sairement réelles,  ainsi  que  les  radicaux  "R,  'R, — 

Car  d'abord  il  est  clair  que,  y  et  R  étant  réels,  y-  sera  réelle;  et  l'on 
voit  en  même  temps  que  lorsque  les  signes  supérieurs  ont  lieu,  la  valeur 
de  y-  sera  positive,  puisque  dans  ce  cas  R  est  évidemment  >  i;  lorsque 
les  signes  inférieurs  ont  lieu,  on  aura  R<"^-v-  +  r,  car  en  inettaiil 
pour  '//-  sa  valeur/»^  et  prenant  les  carrés,  on  aura  d'un  côté 

savoir 

'—  p'  +  q').r'  +  p'-q'-.r\ 

et  de  l'autre 

I  -I-  ^ptjy-'hp-ij'y'. 

en  sorte  que  l'excès  de  i'q-y-  +  }  -  sur  R-  sera    p -^  q  "v^  (|uantit(' 
t(jnjoiii's  pdsilnc;  donc,  comme  dans  ce  cas 

"«'  y-  -I-  I  —  R 

r==  ^-^ — r^ -) 

1  p' 

n.  35 
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il  s'ciisiiil  (|iu'  l;i  valeur  de  'v-  sera  aussi  positive.  Donc   v  sera  réelle 
<lans  l'un  el  l'autre  eas.  Donc  aussi  'R  sera  réel  en  vertu  de  l'éciuatiou 

dy rfy 

Kl  de  là  ou  démontrera  pareillenienl  la  réalité  de  '  >  et  de    H,  el  ainsi 
des  autres. 

l'ar  les  substitutions  précédentes,  la  dillerentielle   -^  se  clianiicra 

donc  d'ahoid  en  Lrf">'+   '  ,.,  '  ;  "L  et  "M  étant  des  fonctions  ratioinielles 

de  'y-;  ensuite  la  dirierentielle  '  ,„  -    se  cliansera  de  nu'-uie  eu 

u 


'Ld-'y 


H 


"L,  "M  étant  aussi  des  fonctions  l'ationnclles  de    \  -,  et  ainsi  de  suite. 
Donc  la  différentielle 

Isdx 


\(«  +  bx-)(m  ■+-  nx-) 
du  n"  5  se  trouvera  transformée  en  celle-ci 
Ldy  -+-  Ldy  -h  "Ld'\y-h- 


■Ldz 


v/(i±r»3')(i±5»3') 
fil  iionimant  Z,  c,  r,  s  les  derniers  termes  îles  séries 

M,  "M,  "M y,  "r,  >•, ■  ■  -,  p.  '/'-  '/' </•   '/>    V- •  •  •  ! 

et  comme  les  numibres  Lr/v, 'Lr7'v,...  sont  chacun  iutei;ral)lcs  eu  parti- 
culier, l'intégration  de  la  proposée  sera  ainsi  réduite  ii  icllc  de  la  nou- 
velle différentielle 

Zdz 


V(i±/-=sM(i±«'2') 


où  z  est  une  fcuution  rationnelle  de  ;*,  et  où  /•  et  s  sont  des  constaules 
aussi  peu  différentes  entre  elles  qu'on  voudra. 
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13.  Il  l'aiil  ieiii;ii(|iu'i'  encore  que  lorsque  M  est  une  l'onction  s;in> 
dénominateur,  on  peut  toujours  réduire  'M  à  n'être  (|u'iine  pareille  fonc- 
tion, et  du  même  ordre;  car  on  a  d'ahord 

R   ~     R 

Ensuite,  ayant 


^  r 

on  aura 

X'dj-  _         (ly         (i± 2'/?- y ')(/') 

-Maintenant,  ré(|uali(in 

±  q^j'-  +  R  =  I  ±  2  ';/'  >  - 

étant  carrée,  si  l'on  v  substitue  a  la  place  de  R-  sa  valeur  en  v,  et  ([u'(  ii- 
suite  un  substitue  aussi  pour  y-,  dans  les  termes  cpii  ne  cnntienueni 
point  R.  la  valeur  ci-dessus,  on  en  tirera 

r'  =  YR  ~  Y, 

en  supposant 

-    ,  Y  _  —  g'  -^  (  />'  -t-  g')  (  t  ±  2  y  >•')  +  'g'(  '  ±  a  y  '.)•')' 
ip'q'  +  'q'yq' 

Ainsi  roii  aura 

r'dr      ...        'Yr/')- 

On  réduira  de  la  même  manière,  par  des  substitutions  successives, 

>-*,>'" à  la  forme  YR  ^'Y,  où  Y  sera  une  fonction  rationnelle  el 

entière  de  y-  de  Tordre  (juatrième.  sixième et  'Y  sera  une  pareille 

fonction  de  y- de  Tordre  sixii'me.  Iiuitièuic ;  et  Ton  aura  par  consé- 
quent aussi 

y'dv       ..  ,  Yrf'v 

l'I  ainsi  de  suite. 

35. 
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D'oi'i  l'on  voil  (|n'eii  i;i'ii('r;il  l;i  diircrcMticIlc 

( a  -(-  hy'^ -\-  cy^  +  . .  .)dy 

se  réduira  toujours  à  la  dillereiitielle 

\dy  + i- ^ >-~l- , 

oii  Y  sera  une  l'onction  rationnelle  et  entière  de  j'". 

On  l'era  les  mêmes  opérations  sur  les  autres  transformées  en  "j,  "v,. 
et  l'on  en  conclura  eu  général  ([ue  si  dans  la  dillérentielle  primitive 


yj{a  -irhx'^){m-\-nx' 


N  est  une  fonction  sans  dénominateur,  auquel  cas  nous  avons  déjà 
démontré  plus  haut  que  M  sera  aussi  une  fonction  de  nièiiie  forme  et  de 
même  ordre,  cette  fonction  sera  réductible  à  celle-ci 


dans  lacjuelle  V  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  y,  y,  "/,..., 
et  Z  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  z'^  du  même  ordre  que  la 
foniiion  N. 

14.    Il  ne  s'agira  donc  plus  que  d'intégrer  la  dillérentielle 

Zdz 


v'(i±:r^.-)(i±5>') 

dans  laquelle  ret  *  seront  des  quantités  aussi  peu  ditlérentes  entre  elles 
(ju'on  voudra;  et  il  estd'ahoid  clair  (|n"en  les  sn|)posant  égales  l'irration- 
nalilé  disparaîtra,  et  l'intégration  n'aura  plus  de  difiiculté.  En  même 
tem|)s  il  est  visible  (|ue  puisque  rys,  le  radical  \(\'±  r'^ z'^)  [i±s^ z^) 
sera  nécessairement  renfermé  entre  les  deux  quantités  irtr*;"  et 
r±5^s-;  par  consécjuent,  l'intégrale  de  la  proposée  aura  poni'  limites 
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I(^s  intcifrales  de  — ; et  de  — ; ■,  limites  (iii  on   |»i)ini:i  resserrer 

"  i±r-z'-  i±s-z-  '  ' 

aiitiuit  (|ii'on  voudra,  puisqu'on  est  le  niaitre  de  diminuer  à  volonté  l;i 
différence  de  /•  et  s. 

.Mais  si  l'on  voulait  tenir  compte  de  l'effet  de  cette  différence,  il  n'\ 
auiait  (]u';>  y  employer  la  méthode  ordinaire  des  séries;  et.  pour  en 
l'cndre  l'emploi  plus  exact  relativement  à  la  différentielle  proposée,  on 
la  mettra  d'abord  sous  la  forme 

Zdz 


ensuite  un  supposera 

s^  ^        r-  '^ 

c'est-à-dire 

,2       r--hs'  r'  —  s- 

»= r^'       p= T— -' 

ir-s-  ■}.r-s' 

en  sorte  (|ue  ,3  sera  une  (juanlite  fort  petite  de  l'iu'di'e  de  r—s,  et  la  dif- 
férentielle en  question  se  changera  en  celle-ci 

Zdz 


rs^/{b'±z'y—l^' 
la(|uelle,  par  le  développement  du  radical,  deviendra 

Z  t       1  i_        (3'  1.3        (5'  1  ,_ 

rslb^-±:z'  ^  lib'zhz'Y^  r>4{b'±z'Y^'"  \    "' 

série  dont  chaque  terme  est  rationnel  et  par  coiisc(|uenl  integraliic  [lar 
les  arcs  de  cercle  ou  par  les  logarithmes  selon  ([ue  le  signe  supeiieur  ou 
l'inférieur  aura  lieu. 

Mais,  pour  n'avoir  pas  à  intégrer  à  pari  cha(|in'  terme  de  eetle  série. 
on  intégrera  la  dilléicntielle 

Zdz 

rs(b'  +  a±z'y 
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Il  liiiiil  iiii*'  coiistiiiitc  iii(l('t('i'i)iiii('>i',  et,  ikiiimikiiiI  \'  riiilc^i'^ilc  ((iinplclcc 
siiiv;ml  les  coïKliliiiiis  des  Proldi'incs,  on  (l('i;;ii;('i';i  ciisuiU'  a.  en  devc- 
l<)|ip;ii)l  V  dans  une  série  de  la  Corme 

Il  +  au  -(-  «•  II''  -H  a'  II'"  +  rt'  M"'  -t- .  .  .  : 

<m  aiiiM  alors,  |)oiii'  rinle|;rale  de  la  série  doiil  il  s'ai;il,  celle-ci 

&•■    „       \.^xi>' 

Il   -i-    —   Il       H y^-    II'"   -H   .   .   .   . 

a  3.4 

Celle  s<Tie  se  l'a ,  coniine  on  voit,  l'oi't  coiiveiiicnle  lois(|iie  [j  sera  une 
In's-pelile  (iiiaiilité;  en  sorte  (|n'il  sul'tira  le  plus  souvent  de  n'en  picndre 
(pi'un  ou  deux  termes.  II  y  a  cependant  un  cas  oii  l'approximation  seiail 
toujours  inexacte,  (|uelque  petite  (pie  IVil  la  (pianlile/î;  c'est  c(dni  on, 
en  pi'enaiil  dans  la  l'ormnle  le  sii;ne  intérieur,  (Ui  aurait  dans  l'un  des 
ternies  de  l'intégrale  z-  =  ±  h  -^  ry.,  et  étant  une  cpianlite  du  même  (udre 
ipie  ,';;  alors  I b"  —  z'^  f  serait  une  (|uaiitité  du  même  ordre  <pie  p-,  cl  jiar 
coiiseipient  la  série  cesserait  d'être  converi;enle. 

I.').  Pour  résoudre  ce  cas  d'une  manii're  geiiei'ale,  je  considi'rc  la 
l'onniilc 

Zrfz 

sl{m''—z')(n''  -  Z-) 

dans  la(|uelle  la  dilTéreiice  entre  ///  et  //  est  sup|)osée  trés-|)etite .  et  (|ni 
iloil  elre  iiile^iree  depuis  c  -/'jusipra  z—g,  les  quantités  /',  i;  étant 
l'iiiie  ou  raiilrcoii  toutes  deux,  peu  dilTérenlcs  de  ± /«. 

Supposons  d'aliord  l'une  de  ces  (pianlilés  peu  dil'ferenle  de  ///,  et  par 
eoiisé(|uent  aussi  de  n.  tandis  (pie  l'aiilic  est  assez  diiTérente  de  -m; 
comme  la  quantité  sous  le  sii^iie  es! 

[m  —  z)(n  —  z)i  m  +  z){  n  -\-  z), 
et  que 

(  tn  -T  II  .         I  ni  ^11  \' 

:m.  +  z)(n-^z)^[z-\ — -      -  [ — ^ —     , 
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on  |MMnr;i  (tonner  ii  hi  (lifférenliellc  velU'  forme 

Zc/z 


i-'.i 


^irn-z)in-z)sJ[z^"-i^)'-{^)' 


et    II    est    eUiir   (|ue    y j     sera    toujours   ties-petite    vis-a-vis  île 

iz-\ ^1  -   en  sorte  que  la  résolution  du  radical  . 


sJV 


m-\-n\-      i  m  —  n\' 


ne  sera  sujette  à  aueun  inconvénient.  On  aura  donc  à  intégrer  la  t'ormult 

/  m  —  ny  ~ 

1.3     \^2~~y 


^(m — z){n — z) 


I  I 


m+n       11        /n+«\'       2.4  /        m+n 


'■4(, 


dz. 


.dont  cliaque  terme  est  intégrable  par  les  logarithmes  ou  les  arcs  de 
cercle. 

Si  l'une  des  quantités/,  pétait  peu  diliereute  de  —m,  on  (i(Uiiicrail 
alors  au  radical  ^   mr —  ;-  j  f n-—  z'-]  la  i'oriiie 


, ; ;     //         m-\-n.Y      Im—ny 

^(m  +  z)[n  +  z)\^  [z ^-)   -  1^:;— )  \ 

et  l'iiii  aurait  à  intee;rer  celle  autre  sciie 


v/(nn-z)(w-(-z] 


"V  lin  —  n'y 


n       2  /        m-hnY       y.4  (        m-hny 


{|u'ou   voit  être  nécessairement   convergente,  et  dont   rintegralion  est 
toujours  facile. 

Enfin,  si  l'une  des  (|uantités  /.  if  était  tri's-proclie  de  m.  et  (|ue  l'autre 
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lui  cil  iiK'im'  temps  pou  dilTi'iciilc  de  —m,  on  pnrtagorail  alors  l'inlo- 
i'ralf  en  deux  parties,  dont  I'uih'  se  prendrait  depuis  m  jusqu'il  zéro  et 
l'autre  depuis  zéro  jiis(|ii';i  —m.  el  [muii'  la  picmii're  on  emploierait  la 
|ii'emi('i'e  sf'-rie,  el  pour  la  seeonde  la  seconde  série. 

1().  Nous  tinirons  par  [irésentcr  encore  un  moyeu  de  sim|ditication 
ndalivemont  à  la  manii'i-e  de  compléter  l'intéiiTalc  clierchée.  Nous 
remonterons  pour  cela  ii  la  diiiérenliidlc  en  y  du  u"  (i.  el  nous  l'cmai- 
(|uerous  que  si   l'intégration  de  cette  diUércutielle  doit  commencer  au 

point  où  y  =  o,  alors,  comme  >'  =  o  donne  aussi  r'=o,  y"=t) ainsi 

que  \y=:o,    V  =  o toutes    les   aulrcs   dirterenlielles   Iransiormées 

devront  aussi  commencer  au  point  où  leur  varial)le  sera  nulle;  de  sorte 
(|u'il  n'y  aura  dans  ce  cas  aucune  constante  à  ajouter.  Mais  si  l'intégra- 
li(Ui  doit  ('(iiiimencer  dans  un  auti'c  |)oiul  (piel('on(|ue,  il  faudra  alors, 
pour  compléter  l'intégrale,  en  l'clranclier  la  valeur  coirespondanl  à  ce 
point,  ce  qui  rendra  l'intégrale  moins  simple  et  même  (pu'hpud'ois  su- 
jette a  des  dil'licultes.  si  la  valeur  de  v  devait  elle  inliiiie  au  conimeiice- 
meiil  de  rintégraticm. 

On  obviera  en  général  à  ces  inconvénients  en  ramenant  Ions  les  cas 
au  premier,  c'esl-à-dire  à  celui  où  l'iiilégrale  commence  à  >'  =  ().  Pour 
cet  elTct,  soit  y"  la  valeur  de  v  au  point  où  l'on  veut  l'aiic  commencer 
rintegration  de  la  dirférenti<'lle 

Mrfr 


v{i±^»7»)(irh</\r') 


on  siilisliliiera   au   lieu  de  y  um-   autre  variaidc  ii  dcleriniiiee   par  l'c- 
ipjalioii 


/'  —  u-  -  j»  -H  a  «r  V  (  '  ±  pT'  )  (  •  ±  ?'/'  )  +  l>''(l\f'  "'r'  =  o, 
a(]uelle   ddiiiie 


^rv/(.±^'/')(i±<?'/')-/v/(i±/;y)(i±<?'ri 
■  -  p^t'f'y' 
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el  rPcipro(|iK'inciit 

,-p'q'pu' 

OÙ  l'on  voit  ([ucv=/ donne  «  =  0  et  que  j=sc  donne  a—  — ^■ 

Or  l'équation  préeédcnle.  étant  ditïéientiée  et  divisée  en  croix,  donne 
4y 


du 


et,  mettant  dans  le  dénoniiiuileur  de  dv  la  valeur  préeédente  de  u  en  y, 
ainsi  que  dans  le  dénominateur  de  du  la  valeur  de  y  en  u,  on  aura 

c/j  du 


^{i.±p'x'){i±q^r')     v/('±/''«')('±r«') 

Soit  maintenant 

M- H-  >■'  =  s,     «>•=  ^ 

on  aura  par  la  même  équation 

s  —  f-  -h  ■?.¥ t  +  p^q'f-r-, 
en  faisant 

De  là  on  aura 

par  conséquent 


Y=sj(i±p^p){i±fr-). 
j= — f/- = y/  i' — 4  ' . 


^..=  i^yzEïï, 


«2=:       ' — 

2 

Qu'on  substitue  cette  valeur  de  j-  dans  la  (|uantite  M  (pii  est  supposée 
une  l'onction  rationnelle  de  y^,  el  taisant  disparaître  le  ladical  du  deno- 
II.  3t; 
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miiiiitt'ur  s'il  \  l'ii  ;i  un,  il  viciuira 

M=:  P  +  Qv/î^-17, 

P  el  Q  ('tant  des  l'onctions  ratioiiiii'llcs  de  .ç  et  de  /. 

Kl,  comme  la  valeur  de  «-  ne  dliFère  de  celle  de  y-  tiue  par  le  signe  du 


radical,  il  est  visible  que  P  — Q  v*'  — 4^  sera  pareillement  la  valeur 
d'une  fonction  L  de  u-  semblable  à  la  fonction  M  de  y-  ;  de  sorte  qu'ctn 
aura 

P  =  L-t-Qvî^^^^, 

et,  par  consé(nifiil , 


Or  Q  est,  comme  nous  venons  de  le  voir,  une  fonction  rationnelle  de  s 
et  de  t;  donc,  en  y  substituant  pour  s  sa  valeur  en  /  trouvée  ci-dessus,  on 
aura  pour  Q  une  fonction  rationnelle  de  /.  De  plus,  y**—  4<  =  J*—  «''. 
et  les  valeurs  de  //  et  d(;  v  données  plus  baut  étant  multipliées  l'une  par 
u{i — P'^'/'y' )^  l'autre  pary^i  —  p-q-f-ir],  et  ensuite  retraneliées 
l'une  de  l'autre,  on  a 


.v=-«'=/jV(i±/''«')(i:^<?'«')+/«v'(i±A''r)(i±<7'r). 
donc 

M  =  L  -H-  ?./0  r.r  \l(i±p'u')[i±q'u')  -f-  M  y/(i±/>'.r-)(i±çf'r^)]  ; 

cette  équation  étant  combinée  avec  l'éiiuation  dillérentielle 

dy  _  du 

on  aura  '  à  cause  de  udy-\-ydu  =  dt) 

Mrfj h  du 


vfi±/)».v'){i±<7',r')       s/(i±/>^m=)(i±9^mM 


f^dt. 


où  la  partie  2/Q  dt  est  intégrable,  puisque  Q  est  une  (onction  rationnelle 
de  t. 


I 
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l)f  cetlf  manière,  la  substitution  de  //  à  la  place  de  v  réduit  l'intégra- 
lidii  de  la  différentielle  proposée  à  celle  d'une  autre  dillérenlielle  scni- 
i)lal)le,  puisque  L  est  une  fonction  de  «-  semblable  à  la  fonction  M 
de  V-;  et  elle  a  en  même  temps  cet  avantage  que  l'intégration  relative  à  tt 
coiiitnencera  toujours  à  u=^o,  quelle  (|ue  soit  la  valeur  iuiliale/dt'>'. 

17.  Par  la  méthode  générale  que  nous  venons  d'exposer,  on  est  donc 
assure  de  j)uuvoir  intégrer  aussi  exactement  <|u'ou  voudra  toute  din'éren- 
tielle  affectée  d'un  radical  carré,  où  la  variable  sous  le  signe  moule  jus- 
qu'à la  quatrième  puissance;  ce  qui  est  le  cas  d'un  grand  noiid)re  de 
Problèmes  géométriques  et  mécaniques  qu'on  ne  pouvait  résoutire  jus- 
(ju'ici  que  d'une  manière  incomplète  et  limitée. 

Comme  celte  méthode  est  d'un  genre  assez  nouveau,  et  ([u'oii  pourrait 
rencontrer  encore  quelques  ditïicultés  dans  son  usage,  nous  allons  l'ai»- 
pliquer  en  détail  à  la  recliticalion  des  arcs  elliptiques  et  hyperbuTupies. 


Rectification  de  /'ellipse  et  fie  riiyjxrbole. 

18.  Soil.  dans  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe  est  pris  pour  l'unité 
et  le  demi-petit  axe  est  b,  x  l'abscisse  prise  du  centre  sur  le  grand  axe. 
on  aura  l'ordonnée  rectangle 


et  l'élémeul  de  l'arc  elliptique  sera 


-j—^ — ~j-^,         I          h-x-    ,         V I  —  ^'^^  j 
i  dx- -I-  <7>-  =  1  /  I  H ; ilx  =  —  dx, 

cii  faisant  \  t  —  h- =  e,  excentricité  <le  l'ellipse. 

Cette  expression  trouvée  pour  l'ellipse  a  lieu  égalenuMit  pour  l'IiNpir- 
lioie:  tant  (|ue«'<i  elle  se  rapporte  à  l'ellipse,  et  si  e>i  elle  appartient 
alors  il  riiyperlxde.  dans  latpu'Ue.  le  demi-petit  axe  b  devenant  imagi- 
naire, b-  est  une  (pianlité  négative,  cl  par  conséquent  v  i  —  /^">i. 

3(>. 
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li).  Lors(|iit'  e  est  iinc  (iiiaiitilc  fort  petite  on  très-peu  difréreiile  do 
l'unité,  on  peut,  dans  l'expression  de  l'élénienl  de  l'are,  réduire  le 
radieal  dn  numérateur  en  une  série  convergente,  et  ensuite  intégrer 
ejiacpie  ternie  en  parliciiliei'  |)ar  les  méthodes  connues;  mais  à  mesure 
qu'on  s'éloigne  de  ces  deux  cas,  la  convergence  des  séries  diminue,  et  il 
faudrait  souvent  pousser  les  séries  très-loin  pour  avoir  des  détermina- 
tions de  l'arc  suftisauMiient  exactes.  Feu  M.  Eulei'  a  donné  pour  ces  deux 
cas,  dans  ses  Opuscules.  <les  séries  (|ui  représentent  le  (jnart  de  l'ellipse. 

Le  premier  n'a  point  de  difiicullé,  parce  (|ue  la  série  est  toujours  con- 
vergente lors(|ue  ('  est  une;  petite  ([uantilé,  la  variaMe  ,r  ne  pouvant 
jamais  excéder  l'unité.  Il  n'en  est  pas  de  même  du  second;  car  en  sup- 
posant é-  peu  dilïércnt  de  l'unité  et  mettant  en  conséquence  le  radical 
\'i  —  «'■'a-- sous  la  l'orme  v(i  —  x-]-\-[ï  —  è'^)x^,  il  est  clair  que  la  série 
dans  la(|uelle  on  développerait  ce  radical  en  prenant  i  —  x"  pour  pre- 
mier terme,  et  (\~  e-)x-  pour  second  terme,  cessera  d'être  convergente 
pri's  du  sonnnel  de  l'ellipse  où  i  —  .r-  est  une  (|uanlité  très-petite  ou 
nulle,  et  qu'ainsi  elle  ne  pourra  servir  pour  détern)iner  la  longueur  du 
quart  entier  de  l'ellipse,  mais  seulement  pour  une  partie  de  cette  lon- 
gueur. M.  Kuler  n'a  résolu  ce  cas  que  par  des  méthodes  indirectes;  mais, 
comme  il  est  analogue  à  celui  dont  nous  avons  traité  dans  le  n"  15,  il 
peut  l'être  par  des  principes  semhiables. 

Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  ici  sur  l'objet  présent,  nous  allons  don- 
ner succinctement  la  solution  des  deux  cas  dont  il  s'agit,  en  présentant 
les  Cormules  les  plus  simples  et  les  plus  générales  pour  la  rectilication 
des  ellipses  peu  exccntri(|iics  ou  liès-a[)laties. 

20.  Et  d'ahord,  lors(|m'  l'excentricité  <■  de  l'ellipse  proposée  est  fort 
petite,  il  n'y  aura  (|u'k  résoudre  le  radical  \ji  —  é^x^  en  série  a  la  ma- 
nière ordinaire,  et  la  différentielle  dé  l'arc  elliptique  deviendra 

'  /  '       .      ,  '  ■  '       .      .  '  •  '  •  -^      .      c  \     I 

— :^=^^  Il e'x'  —  — 7  e'  X* T-— ;  trx''  —  ...     <lx, 

^i  —  x'^  2  a. 4  2.4.(>  / 

doni  liiîKjue  terme  est  intégrahle. 
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Kii  offet,  on  a,  par  les  réductions  conmios, 
dx 


z  =arc  sinx, 
''dx 


Jax 

r  x''dx  I I 

J  V'i— -^^  -  2 

r  x'dx  [i  1.3    \ I. 

J  ^,-x'  \4  2-4    /^              s- 


3 

"7  arc  sinr. 

4 


et  ainsi  de  suite. 

Mais  on  peut  avoir  directement  l'intégrale  de  toute  la  série  par  la  mé- 
thode du  n''  10,  en  intégrant  simplement  la  différentielle 

dx 


(  1  —  ax'  )  y*  I  —  X- 


i(iuelle.  en  supposant  » /J £1  =  v,  se  ehani-e  en  celle-ci 

V   I  —  ax'      "  ' 

dy 


V  I -a  V  «-.'•' 


dont  l'intégrale  est —        ■   ;  de  sorte  que  l'intégrale  de  la  proposée 
y/i —  a 


^==  arc  cos 
\  I  —  a 


I    I  —  X 
V    1  —  O.3. 


et  conmie  cette  intégrale  s'évanouit  d'elle-même  lors(jue  a;  =  o,  elle  ne 
demande  point  de  constante. 

Dénotant  donc  en  général  celte  quantité  par  V,  il  n'y  aura  qu'à  regar- 
der V  comme  une  fonction  de  a  et  à  la  résoudre  en  une  série  ascendante 

de  la  forme 

«  -+-  au'  -f-  a-  u"  -+-  (i^  «'"  -!-..., 

soit  par  la  méthode  des  séries,  soit  par  des  différentiations  relatives  à  a\ 
on  aura  alors,  pour  l'arc  elliptique  répondant  à  l'abscisse  a-  prise  du 
centre  sur  le  gi'and  axe,  la  formule 

'    ,  ,       '  ■  '    1  //      '  ■  '  •  '^    .  .» 

M e'u  —  — T  e*  u  —  — T— :  e'  «   —  . . . . 

2  2.4  2.4.0 
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Pour  ;i\(iii-  le  (|iiart  iMiticr  do  rcllipsc,  on  fera  x  =  i ,  ce  (|iii  ddiiiM' 

\/i  —  a 

t'iMlfsii;ii;iiil  |iai' ()()"  r;iiii;l(' droit  on  le  (piarl  iriin  cercle  doni  le  ravon 
est  rnnite.  On  aura  donc  dans  ce  cas,  en  résolvant    .  —    en  série, 

,       •  „       '-^ 

Il  =r  qo",         M    =   -  <)0'\         Il     T= ()0",  .... 

■?•  " .  4  • 

par  conse(|nenl,  le  ijuart  d'ellipse  sera  exprime  par  la  série 
/         1.1  1.1.1.3  1.1.1.3.3.5  \ 

(|ndii  voit  être  tonjours  convergeiile  lors(jue  e  est   une  traction  assez 
petite. 

21.   Supposons  maintenant  c  peu  dilïerente  de  l'unile,  ce  ipii  est  le 
cas  d'une  ellipse  (ui   d'une   livperhole  très-aplatie  suivant  (|ue  e  sera 

■<  on    >\\  on  mettra  alors  la  dirierenticlle  1/ '—  dx  sous  la  l'orux- 

V     '  —  ^ 


/ 1  —  ex  ,  / 1  • 

Vt3tVt 


dx. 


1 1    I    me     •      •       /  f  I  "~—  c\  X 

et  l'on  reiirésenlera  le  radical  1/ ^  ainsi  1/  ' —■'  '>i'   ''••'! 

'  V     I  H-  .r  V  i  +  .r 

\(iit  (lu'ii  cause  de  i  -  c  ti'ès-|)etile,  le  terme  '■ —  sera  toujours  fort 

'  '  i  +  .r  ■' 

petit  du  même  ordic  dans  tout  le  (juarl  d'ellipse  où  x  croit  de|)uis  f) 
jus(|u";i  1;  de  sorti"  (|ue  la  redMcliou  de  ce  radical  en  séi'ie  ne  ser-a  su- 
jette il  ainiine  difficulté. 

.Mais,  pour  rendre  le  calcul  jilus  simple,  on  doniieia  au  même  radical 

la  l'oiiiie  i/e-t- '-1  (^  faisant = /(,  on  aura  ii  intéorer  la  diffé- 

\  \~  X  ('  ^ 
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rentielle  en  série 


/i  —  ex    .-  I        ^      n  I .  I        ri^  1 .  1 . 3        n^  \ 

V  I  -  X  "i^X^  1  7TÏ  ~  Ï4  oT^)'^  ^  17476  (1  +  ^)'  - •  •  •  j''-^' 

(loin  chaque  terme  est  inlégrable  en  partie  ali^éhriciuement  et  en  |)arli( 
par  logarithmes. 

Suivant  la  méthode  du  n"  10,  il  n'y  aura  donc  qu'à  intégrer  la  diffé- 
rentielle 

ex         y'e 


V   I  — ^ 


dx. 


qu'on  nommera  ûfV,  et  à  résoudre  ensuite  la  quantité  V,  regardée  comme 
une  fonction  de  a,  en  une  série  ascendante  de  la  forme 

H  -4-  au'  -I-  a?  u"  +  «'  a'"  +  . . .  ; 

alors  on  aura  sur-le-champ  la  série 

1  ,       I .  I    ,  „      1 .  1 . 3 

M  H —  nu 7  n'u   H j—~.  n'  u    —  ... 

2  2.4  2.4.t) 

pour  l'intégrale  de  la  différentielle  proposée,  c'est-à-dire  pour  la  lon- 
gueur de  l'arc  elliptique  ou  hyperbolique. 
Or,  comme 


a  I  —  a  +  X 

I  -I-  X 


d\  =:-  \/— s^edx  H-  fly/e  i/ rf[lot;(i  —  a  -1-  .«)]; 


et  faisant =.7'''  ^'''  '!"'  •l'inné 


ex 


I  —  v'         ,  2(1  —  e)r  j 
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on  a  m:) 

,,,  2(1  — e).e    ,  -        I  2aJe{i-r-e  —  ae)        . 

{i  —  ey-y     •  I  —  ej-    •         ?.  —  a  —  {i  -h  e  —  ae)_r^   ' 

donc,  ei\  iiitrgranl  par  les  iiuMliodes  connues, 


V=: 


1  -  ex' 


V  1  —  a 


/ 1  -H  e  —  ea 
V       2  —  a 


\r^ 


Olte  intégrale  est  nulle  lorsque  ^  =  0,  auquel  cas  £c  =  i;  ainsi  elle 
répond  aux  arcs  elliptiques  ou  hyperboliques  pris  depuis  le  sommet  ou 
l'extrémité  du  grand  axe;  mais,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  il  faudra  prendre 
l'expression  de  l'arc  négativement  puisqu'il  diminue  tandis  que  l'ab- 
scisse X  augmente.  On  aura  donc  en  général,  pour  l'arc  d'ellipse  ou 
d'hyperbole  pris  depuis  le  sommet  et  terminé  au  point  qui  répond  à 
l'abscisse  x  prise  du  centre,  la  valeur  en  série 


-     «'  ±  — ^     I h'  qi  — -f—, 

ej  2.4  \  ej  2.4.6 


les  signes  supérieurs  étant  pour  l'ellipse  où  e  <  1 ,  et  les  intérieurs  |)our 
l'hyperbole  où  e>  i.  Et  pour  avoir  le  (|uart  enlier  de  l'ellipse  il  faudra 
faire  a;  =  o  et  par  conséquent/  =  i . 

.Vu  reste,  puisque  u-h  ait' -^-  a^u"...  est  le  développement  de  la  fonc- 
tion V,  on  voit  d'abord  (|n'on  aura 


-r\/- 


«' =  _  ,  log  (  ^-^^  )  +  y/I(I±-- lop 


+.>-vW  V    '      y. , --«Z'+v 
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et  les  qiianlités  suivantes  u",  u,...   seront   les  coeiricients  des  puis- 
sances a,  «-....  dans  le  développement  de  la  fonction 


^  /    rn-e       {i  —  e)al 


-r\/- 


2(2  —  0) 


.  /i  +  e       (i  —  e)a 
V       2  2(a  — a 


coi'flieients  quon  trouvera  aisément  par  la  méthode  des  séries,  ou  pai- 
des  diilérentiations  successives. 

22.  Après  avoir  ainsi  résolu  d'une  manière  nouvelle  et  plus  simple 
qu'on  ne  l'avait  fait,  les  deux  cas  extrêmes  de  la  rectitication  des  arcs 
elliptiques  et  hyperboliques,  nous  allons  appliquer  notre  méthode  géné- 
rale à  la  rectification  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  quelconque. 

Et  d'abord  il  est  clair  que  la  diliérentielle  à  intégrer  étant  (18 


i,  I  —  e-x-  dx 


il  n'v  aura  (|u'à  multiplier  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  \\  —é^x-, 
pour  la  ramener  à  la  forme  de  celle  du  n°  6.  laquelle  sera  dans  notre  cas 

(i  —  é^x-)  dx 
^!{i  —  x-){i  —  e-x^) 

Mais,  pour  rendre  le  calcul  plus  général,  nous  nous  proposerons  la 

différentielle 

(A-f-Bx')</jr 

dans  laquelle  on  supi)0se /;  >  y;  ainsi  pour  Tcllipse  on  prendra /;  =  i. 
y  =  e,  et  pour  l'hyperbole  /;  =  e,  ^  =  i . 

On  fera  ilonc.  conformément  aux  transformations  du  n"  7, 

p  =p  +  sp"  —  r^     <}'  =P  —^P'— 9'- 


p"^p'  -t-  v/'-  ?"'     1'  =P'  -  \P''-1"- 

^  X  .        ; T  ^=^  X    ..... 

I  —  q-x-  i  —  q'x- 

3; 
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(Ml  îiii|)p()>aiit 


R  =^(i—p^x^){i  —  q''x^). 


et  l'on  iiura  par  là 


R'  =  V  (  •  —  /'"a:'=  )  (  I  —  </'"x"  ), 


-f-^'ar'2—  R' 


x' 

I  •+- 

2p' 

q"x"' 

-R" 

7.p'^ 

dx 
R 

dx' 
~~   R' 

dx" 
"   R" 

=z . . 

où  x' ,  .r",...,  K',  R",...  seront  nécessaireiiu'iit  réels,  puisque  x  et  R  le 
sont. 

(  A  +  BjtM  dx 
Par  ces  substitutions   la  différentielle  ^- — —^ — —  deviendra  succes- 
sivement 

i.V  -f-  Wx")dx'       ^dx' 
R'  ip'  ' 

(  A"  +  Wx"^  )  dx"       B  dx'        W  dx" 


R"  ip-  ip'^ 

(  A"-!-  B":»:'"')  dx"'  _  Bdx'  _  ïi'dx"  _  Wdx'" 

R'"  -2^'  2^'-  ?./»"• 

et  ainsi  de  suite,  en  faisant,  [tour  abroger, 

.  /       k         "         L I,       1  /        B'  , ,,,       , ,,        B" 

A'  =  Ah -,     A"  =  A'H -,      A"'=A"H s;'---» 

2/;'  2p'  :ip  ' 

ip'  9.p^  y.p- 

Donc,  en  général,  si  ^  est  un  terme  (|uelcon(iue  <le  la  série  x,  x' ,  x",..., 
r  et  5  les  deux  termes  correspondants  dans  les  séries/),  />',  p" ,...,  et  y,  q' , 
q" ,...,  et  V,  "5  les  deux  ternies  qui  les  précèdent  dans  les  ménies  séries. 
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;i  (lilïcrciilifllf  proposée  sera  transformée  en  celle-ci 

_  A  (  ,/^'  +  _£L  d:c"  +  —3^^  dx-  +...+  —, i^;^ r-  di) 

}.p'\  ip'  ■?.p"^-ip"'  ?/>    X  ?/»  'X...X  2  f"        ■/ 

(C-hDl')dl 


v'd- 

■r'im 

:!-*'?) 

ilaiis 

la(|ue 

Ile  on 

aura 

=  A- 

?.p-  \ 

.+  ^;.+ 
■^p' 

q'q" 

2/>''X  2/»'^ 

l)z 

=  BX 

rq'^q'". 

.  .'s' 

q"Q 


rr.) 


2/>''X2/>"'X...X 


2/)'X  2/>"X  2;7"'X.  .    X  2';  = 
23.  Maintenant  ponr  l'ellipse  on  a 

A=ri,     B=;  —  e-,     p^i,     ^  =  (?<<i; 

ainsi  les  nombres/?, />',/3",...  forment  une  série  croissante  depuis  l'unité, 
et  les  nombres  correspondants  q,  q',  q",...  forment  une  série  décroissante 
depuis  la  valeur  de  l'excentricité  (8j.  Or,  par  la  nature  de  l'ellipse,  la 
variable  .r-  est  lenferniée  entre  o  et  i  ;  donc  on  aura 

R=  =  i  I  —  p'x-  (  1  —  q-x-  ,1  <  i  I  —  g'x" y-, 

par  conse(|ueut 

^'R=      ^    .^ 
(i  —  q-x-}^ 

donc  aussi 

R'^<(i-9"^")% 
car 

I  -  ç'^x'- y-—{i-p'-x''){i-  q'-x'')  =  ip" -  q'') ( I  —  q"x'')x'=  >  o; 

.■l  de  la 

x"^<ix~<Z  I, 
et  ainsi  de  suite. 

Donc  i  —  q'-x''^,  i  —  q"''x"'-,...  étant  des  ijuantités  positives,  la  realité 
déjà  démontrée  des  radicaux  R'.  R"....  demande  que  les  facteurs  corré- 
latifs i—p'^cc"',  \  —  p"'^x"-,...  soient  positifs;  par  consé(|uenl  mi  aura 

I  1  -,..'■ 

x"^  <  —ri  x"-  <  -j-'-  ••'  donc  aussi  ;-  <  —  ■ 
^  //-  ^  p"^ 
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l'uis  (loue  (]uo  r-p  <  i ,  on  pourra  faire  rÇ  =  &'\nf,  et  la  (litTcrciitit'Ilc 
dovuMidra 


v/fi-r'Ç')(i-i'Ç') 


1 — -  sin'cs    do 

r         ;•' 


y/,_Lsin»<p 

ni  (|U('   le  ratlical  i/ \ ^  sin-y   no  sera   jamais  ni   >i   ni 

<  1/ I -■■,  do  sorte  que  rintéi^ralc  de  la  (lil'ierenliellc  doiil  il  s'agit 


on   I  on   voi 


aui'a  ponr  liniiles  celle  de 
laqnell(>  est 


C        D    .    ,    ,  ,, 

1 — -  sin-9    do, 


C         D  \  ^       Dsinay 


/■         2  ;•'  /  ^  4  /•» 


et  cette  même  intégrale  divisée  par  t/ i ,■■.  liniiles  (|n'oii  pourra  res- 
serrer autant  qu'on  voudra,  en  diniiiinant  de  [dus  en  plus  la  valeur  de  - 

par  la  continuation  des  séries/^,  p  ,  />  /•,  et  q,  q  ,  q",...,  s. 

Mais,  pour  approcher  davanlagi^  de  la  vraie  valeur  de  l'intégrale  eu 
question,  il  n'y  aura  qu'à  développer  le  radical  par  la  méthode  ordi- 
naire, et  la  diUérentielle  proposée  deviendra 

-  rf(j>  H — j  (D  H —  i-G j  sin'9c^9 

dont  l'intégrale  sera 

(  — I-  F  ]  9  —  (F  sin9  -f-  G  sin'9  +  M  sin>9  -h  I  sin'9  4- ..  .)cos9. 
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en  faisant 

D  +  -T  4'  C    +  ^ 


2-.  4--fc>  '   \       <i      /      2^4•t>•y  '    \       ^      / 

G=  •  i:(D  +  ^=cU4l-4(D  +  L-^cU..., 

2.4  r'  V  4       /        2.4=.fa  r'  \         b       ) 


—    D  +  -:S-(.]  +. 


4.6  /•'  \  6 


Donr,  |)uis(jiit'  x^o  rend  .r  ,  a- ;  =  <),  par  ionsc(|urnl  aii^si 

9  =  0,  on  aura   pour  la  valeur  de   l'arc  elli|)ti(|ue  (|ui   répond  ;i   l'al)- 
seisse  x,  prise  depuis  le  centre  sur  le  grand  axe, 

-  A  U'  ^  JlL  ,"  ^     fr  ,,  ^»>  + . . .  +     ,     fi';-  ■  • ,\ 

ip'    \  l-p-  2/)'-X2/>"^  2/)'^X  2/)"'...X  ?."/■'      J 

-I-  (  -^  -I-  F)  9  —  (F  sino  H-  (i  sia^o  -+-  H  sin^o  +  ...)  coso, 

en  faisant,  dans  les  formules  du  numéro  précèdent, 
p  =  I,     q  =  e,     A  =  I ,     B  =  —  e-. 

24.  Il  y  a  cependant  une  remarque  importante  à  faire  sui'  remploi  de 
cette  valeur  :  comme  l'angle  o  n'est  détermine  (|ue  |)ai-  son  sinus  r|,  il 
est  clair  (|u'il  peut  avoir  une  infinité  de  valeurs  ditférentes,  et  l'on  voit 
aussi  que  les  valeurs  de  x',  x",...,  ^  peuvent  être  également  positives  et 

négatives  à  cause  de  l'amhiguite  des  radicaux  R,  R'.  R (|ni  ciilrcni 

dans  leurs  ex(»ressions,  de  sorte  que  le  signe  île  -^  est  aussi  indetcrminc 

Nous  remarquerons  donc  que.  puis<iue 

dx  d'i  d'-i 


R        ^/(,_,..ï»)(,_s.^>) 


V-^ 


l'I  (lue  R  est  toujours  positif  depuis  r  —  o  jus(|u'à  a-  =  1  ;  que,  de  pUi>, 
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11' liidical  \     I psin-'ç  ne  |)ciil  (Itvciiir  mil ,  m  |i;ii' i  (nis('(|iiciil  cliiin- 

^(■r  (le  siiiiK-,  il  l'iiiit  (HIC  (l'y  soit  itositii'cii  iiK-iiic  Iciiips  (|iic  dx\  par  coii- 
S('(|iiciil,  raiiL^ic  o,(|iroii  a  vu  ('■Irc  nul  l(u-S(|uc  .t  =0.  devra  èlrc  tou- 
jours positif  f't  aui;uicntt'r  conlinucllcniout  (lc|)uis  a- =  o  jus(|u'à  .r  =  1; 
(le  sorte  (jue  la  valeui'  de  o,  répondant  ii  une  valeur  de  .r,  sera  néeessai- 
renieiil  toujours  plus  grande  ou  moindre  {\w  celle  (pii  rep(Midra  a  une 
plus   grande    ou    nioindi'e   valeur  de  .r.   Or,  ii    cause  de    rainiiigiiité   du 

signe   (le>  radicaux  R'.  R' il   est    (daii' (|ue   les  valeurs  de  .r"  eu  .r"-', 

de  .r-  en  x"" sont  cliacuue  douhles  (22j;  de  manière  que  la  valeur 

de  .r-  en  x"-  sera  double,  ctdle  de  x-  en  x"-  sera  (piadruple,  et  (|u'en 
gênerai  la  valeur  de  x^  en  5'  sera  2'''"'''',  en  dénotant  par  \j.  l'exposant  du 

i"ing  de  =  dans  la  série  x  ,  x" 2.  I)(uic,  (pioi(|iM'  toutes  ces  valeurs 

de  .»■'-  rép(Uident  ii  une  même  valeur  de  ^-,  (dies  ne  reptuidront  pas  |)()nr 
cela  au  nn'nu'  angle  'j;  mais,  en  les  rangeant  suivant  l'cM'dre  de  leur 
grandeur,  la  plus  petite  rep(uidra  au  plus  petit  angle,  (|ui  aura  p(Uir 
sinus  ±r%  (en  supposant  ce  sinus  positif;,  et  (|ue  nous  dénoterons 
par  ',)\  les  autres  répondront  aux  angles  suivants,  (pii  auront  piuir  sinus 
±ri.  Ainsi,  la  seconde  répondra  à  l'angle  iiSo"-  oj,  la  troisième  à 
l'angle   i<So"-)-oj,   la  quatrième  ;i  l'angle   2.  rHo"— oj,  et  ainsi  de  suite; 

et.  en  ncnéral ,  la  v"""  ré|)ondra  ii  l'ani^le iHcV'-i-oj  ou  -  ibio"—  fjj, 

selon  (lUi-  V  sera  impair  ou  pair. 

Il  s'ensuit  de  lit  (ju'aprl'S  axoir  déduit  de  la  valeiw  donnée  de  .1'-  celle 
de  ç- ^  \x"'  '\-  par  les  formules 


l\—p'x-\         „         ,   l\  —  p''x'''\         „,, 

X' =  X  -,      X  ' •  1  =  X  -, ..., 

\i  —  q'x-j  ^  '  —  '/  '■»■   / 

les(|uelles  ne  doruieul  eliacuue  (|u"une  valeur  simple,  il  l'audra  remonter 
de  celle-ci  il  celle-lii  par  les  l'ormiiles 


q'x'-  —  H'  ,         I  -1-  q'''x"'  —  \{" 

:; »       X^    — ; : 

2/»'  ■'■F  ■ 
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■Il  (■(HiiiiiciiçiiiU  |»;ii-  l;i  dcrniiTO  cl  iiyniil  Sd'ni  de  donner  ;ui\  i:idic;Hi\ 


1rs  signes  -i-  et  —,  ce  (|ui   donnci-i   toujours  des  vjileiirs  doiiMes,  eu 
sorte  (|u'il  en  résultera  a"  valeurs  dilTérentes  de  x,  toutes  positives  (\2 
et  renteriiié(?s  entre  les  mêmes  limites  o  et  i,  [tariui  les(|ii(dles  se  Iroii- 
vera  donc  nécessairement  la  valeur  donnée  de  a--. 

Soit  V  l'exposant  du  rang  (jue  celle-ci  tiendra  parmi  toutes  ces  valeurs 
rangées  selon  leur  grandeur,  à  commencer  par  la  [dus  petite,  on  lera 
donc 

S  =  lOO"  H-  1,1,        ou        :=   -  ibo"  —  r,l, 


selon  que  v  sera  impair  ou  pair,  en  |)reiiant  pour  '•>  l'angle  (|ui,  dans  les 
tables,  répond  à  r§. 

A  l'égard  des  signes  qu'il  faudra  donner  ensuite  aux  valeurs  luéme.s 
de  a;',  x",...,  on  les  déterminera  toujours  par  les  expressions 


rR 


I  —  q^x- 


x'  W 
I  —  q'-x'- 


en  prenani   les   radicaux  R,   R,  R" avec  les  signes  (|(ii    repundeiii 

à  la  valeur  donnée  de  x-;  et  il  est  clair  ipic  puisi|iie  l'on  a  ici  <i- .x'\ 
q"-x'-,...  <C  I ,  les  signes  (l(^  .r',  x",...  seront  les  mêmes  (pie  ceux  de 
x^^,  aRR',  rRR'R",...,  ou  puisque  a;R  est  posilil'j  de  -+-  i,  H  .  K  H  . 
R'R'R" 

25.  Pour  avoir  le  ([uarl  entier  de  l'cdlipse,  on  fera  x^^i^^p,  ce  (lui 
donne  x'=^  o,  x"=o,...,  ç  =  (),  par  conse(|iient  aussi  ',^  =  0;  et,  comme 
cette  valeur  est  la  plus  grande  que  x  puisse  avoir,  on  aura  nécessaire- 
ment dans  ce  cas  v  =  2''';  donc,  '^  =  a""'.  iSo".  el  sine;  -  o.  Donc  la  lon- 
gueur du  ipiart  de  l'idlipse  sera  exprimée  siiiiplemenl  par 


^-.F 


180". 
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Si  rcHipsc  (IcvciiJiil  circiiliiiii',  on  ;iur;iil  îilorse^^o;  donc  y  — o,  ol, 
(le  lii,  q'  =  o,  y"r=  o,...,  s  =  o,  p  =  i  ,^j'=  y.,  p"  =^  ^,...,  r:=/>^'''=  2'';  et 
coiiimc,  (i:iiis  ce  cas,  A  =  I .  B  =0,011  aiirail  aussi  C  =  i,  D  =  o;floiic 

!•"  =  o;  ce  (|ui  irduirait  l'c(|iialioii  prcccdcnlc  à  —  —  90",  comme  clic 


2().  An  reste,  celle  miilliplicilé  des  valcuis  de  .<-  ([ui  ie|)(pndenl  à 
nne  même  valeur  de  P  t'ail  (|u'on  a  tout  d'un  coup,  et  par  une  même 
formule,  non-seulement  la  longueur  de  l'arc  cHi|)tii|uc  (jui  répond  à 
l'altscissc  donnée,  mais  encore  celle  des  arcs  (|ui  ré|)oiidenl  ;i  dill'eienles 
autres  abscisses;  et  si  c'est  un  inconvénient  dans  le  cas  où  l'on  ne 
demande  (]ue  l'arc  d'une  altscisse  donnée,  ce  sera  au  contraire  un  avan- 
tage lorsqu'on  voudra  construire  une  tahie  de  la  longueur  des  arcs  poiii- 
toutes  les  abscisses.  Nous  verrons  d'ailleurs  que  celte  mulliplicite  de 
valeurs  cesse  d'avoir  lieu  lors(|n'on  emploie  les  trausl'ormations  du 
u"  2,  les(]uelles  conduisent  ;i  des  dilléreutiellcs  intégi'ables  par  les 
logaritlimes. 

27.  Pour  l'iiypcrbole  où  e>i  et  ar^  aussi  >i,  on  mettra  d'abord, 
pour  éviter  les  imaginaires,  l'élément  de  l'arc  sous  celte  loruie 


y/'e'x' —  i  dx 
s/x'  -  I 

uiultipliaul  ensuite  le  bail!  et  le  bas  par  \e^x- — i  .  ou  aura   la  diiïei'cn- 
lielle 

(e-x-—  i)dx  ,.  (e^x-—  \)dx 

-=      ou   liicn 


v/( e'a:'  —  i){x'  —  i)  y  (  '  —  «'^' )(*  —  ^•) 

t\\\\  se  rapporte  ii  la  l'ormulc 

\-\-hx')dx 
- 

du  n°  22,  en  y  faisant  A  =  —  1,  B  =  <^'-,/>  =  c,  q=  \.  Ainsi,  les  nombres 
p,  p  ,  p"....  augmeuleroni  depuis  la  valeur  de  c.  et  les  nombres  q,  q  , 
q ii'oul  en  dituinuant  depuis  l'unité. 
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Or,  |)iiisqiie  .r-'    i,  |)ar  la  nature  de  l'Iivinrljolf,  on  aura 

\)i\V  COIIStMlUCMl  , 

et  (le  là  on  tnuivera  aussi 

x"'  >  x''>  I  , 
et  ainsi  de  suite. 

Done,  I— /y^a;'^  i— /J"^r"^...  étant  des  (|nantilés  négatives,  la  réa- 
lité déjà  prouvée  des  radicaux  R',  R",...  demande  que  les  facteurs  corré- 
latifs i  —  q''^a''-,  i  —  q"-:r"-,...  soient  aussi  négatifs;  donc  on  aura 

q"x"\>i,     q"-x"'^\,...; 
par  conséquent. 


;t  de  là 


"'>^'     "">r"--'     ^'>7-- 


.-^<- 


On  pourra  donc  supposer  —  =  sin'v,  c'est-à-dire  =  — — l — ,  et  celle 


substitution  changera  la  différentielle 
en  celle-ci 


y'-ji^'"'- 


dont  l'intégrale  aura  évidemmenl  j)our  limites  celle  de 

— \ —. rt'c, 

\  r        rs'  sue 9/ 

et  celte  même  integrah^  divisée  |>;""  \/ i  — -:^  • 

Mais,  |)our  avoir  une  valeur  plus  approchée,  on  réduira  en  série  It 
11.  38 
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radical  1/  i ;;siny-,  et   l:i  ditTciriilicllc  (Icvicmlia 

/•«'  sm^9       /■  \         2/-/     ^       2  ;■=  \         4  '    ' 

(loiil  l'iiitciiTalt'  est 

l>  /*:  HA,.. 

^;  coto  —  I 1 -t-  /  I  o  -I-  i  /  sino  +  i.'-sin'o  +  «  siii^o  +  ...)coso, 

;•«'         '         \  r        ■}.  r'       •'  j   '         •'  ■       o  ■  ' 

cil  supposant 

-.       •    s'  l,^       3  D\  3=     5'/.       5  D\  3'. 5=      r /, ,       7   D\ 

3     s'/,.       5  D\  3.5-     i'^/'         -   D\ 

,  3.5      *«/,,       ■;   I) 

2.4.6-  ;•'  \  o  /•= 


.Vinsi,  il  nv  aura  qu'à  ajoulcr  a  celte  intégrale  la  partie  algébrique 

1p^  \       ■}.p  '        ' 

conformément  aux  formules  du  n"  22,  et  en  y  faisant 

p  ^  f,     q   '    \,       V    -  —  1 ,      |{       e', 

pour  avoir  l'expression  compli'te  de  l'ai'c  li\  perholicpie. 

28.   Mais  il  faut  tain-  ici  des  rciuaripies  scmMahles  ii  celles  du  n"  2i. 
Ou  reiuarciiiera  donc  (|ue,  puisipic  la  dill'ercnlielle    "    est  Irimsformée  en 

di  _  d^ 


vC -''=?')(•-«'?') 


•y/,-i;sin" 


l'angle  y  diminuera  continu(dlen)enl  tandis  (|ue  .r  augmente,  de  sorte 

que,  comme   ^22     a=i   donne  a:'=3:,  ar"=  x |=x,  et    pat 

conséquent  9  =  0,  l'angle  o  sera  toujours  négatif  depuis  le  point  où 
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x^i.  c'est-ii-(liii'  (lipiiis  li-  somnict  tic  ri)-N|)filHilc:  ilc  sorte  (iii'cii 
cluingeant  le  signe  de  s  dans  l'expression  préeédente,  l'angle  '^  crollra 
toujours  avec  l'arc  hyperbolique  compté  depuis  le  soinniel .  et  l'on  > 
pourra  appliquer  la  règle  donnée  dans  le  numéro  cité. 

Ainsi,  noininanl    «  l'angle  lai)nlaire  (lui  aura  pour  sinus   ± -=  (en 

supposant  ce  sinus  positif  et  v  l'exposant  du  rang  que  la  valeur  donnée 
de  r-  tiendra  parmi  toutes  celles  (|ui  repondent  à  la  valeur  trouvée 
de  ;-,  après  les  avoir  rangées  suivant  l'cn'dre  de  leur  grandeur,  à  coin- 
meneer  par  la  plus  petite,  on  fera 

3  ^= ibo"  -r  '■>        OU        =;  -  loo'  —  'ji, 

2  ■?. 

suivant  que  v  sera  impair  ou  pair. 

Et.  pour  les  signes  de  or  ,  x" on  les  déterminera,  d'après  ceux  des 

radicaux  R,  R.  R", . . . ,  par  les  fornuiles 

.rR  ,  r'R' 


I  —  q-x'  I  —  q  -x  ■ 

de  .sorte  que,  comme  i  —  q-x'.  i  —  q"-a"-,...  sont  des  quantités  toujours 
négatives,  ainsi  qu'on  l'a  démontré  dans  le  numéro  précédent,  il  est 
clair  (jue  les  signes  de  .r',  ce",  ac"',...  seront   les   mêmes  (|ue  ceux  de 

—  jR,    rRR  .   — rRRR' on     puiscpie  .rR  est   positif    de        i.  R, 

-R  R  . RRR  

D'après  ces  déterminations,  on   aura   donc.   |)our   la  valeur  de   r;iic 
hyperbolique     en  changeant   le  signe  de  9   . 

ip-  \  ip-  ip'X.ip-  ay»  ^  X  2/>  '...X  2  ;-    / 

D  ,  C         D  „\  ,  „  . 

eoio  -*-    — \ ^  f  )  o  —  (  r  smo  H-  £^sni^o  -h  ...)  coso; 

is'  \  r        •>  /•'       .'   /  .  o  . 

et.  comme  cette  foiinnle  devient  iiiilir  lorst|ne  .r  =  r  '  ce  que  nous  jdhms 
deun)ntrer  .  il  s'ensuit  ipi'elle  icpiesentera  exiu  lement  l'aie  hyperbo- 
lique pris  depuis  le  sommet  de  l'hyperbole,  et  (pii  lepondia  ii  l'iib- 
siisse.2  comptée  depuis  le  centre  sur  le  grand  axe. 

3.S. 
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29.  Pour  voir  ce  que  ociW  l'oriniilc  iloiiiu'  lorsinit-  .ri.  ;iii(|ii('l  cas 
on  a  j:-'=  30  ,  il  faut  chi'irher  los  exprossions  de  x",  x'", ...  4  en  x',  et, 
pour  cela,  il  faut  commencer  par  clieiclier  celles  des  radicaux  R',  R", — 
Or,  ituis(|uc  à  .r  =  i  répond  .j'=x;  .  il  est  d'ahord  clair  (pie  dans  l'ex- 
pression de  X- eu  x'-  il  faut  donner  au  radical  R'  une  valeur  positive: 
ayant 

i-i-fi'-r'' R'  

X'—    ^^^   ^ — -      et     R'  —  ^{i-p''x''){i  —  q"x"), 

on  nuia,   lorst|ue  x'^x, 

R'  =  p'.q'  x'' 


?p  q 
de  sorte  (pi'à  cause  ilejtq'^q-,  la  valeur  de  r'-  sei" 


îq'-hp"  +  q" 

^p'q' 


mais/)'--t-y'^  =  4A''—  2^-;  donc 

I 

X-  =  —  =  I . 

r 

Au  contraire,  puisque  à  x'—ac  il  répond  aussi  j:"=  x  ,  il  faudra, 
dans  l'expression  de  x"^  en  x'-,  donner  au  radical  R"  une  valeur  néga- 

liv(>:  car.  en  prenant  sa  valeur  positive,  on  trouverait  aussi  x"'  =  -^', 

et,  par  la  même  raison,  il  faudra  prendre  négativement  les  valeurs  de 
tous  les  radicaux  suivants  R",  R'", — 

On  aura  donc.  lors(|ue  .r  =  i ,  ('\x',x",...  infinis, 

P" 
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et,  ces  valeurs  étant  siilisliUiées  dans  les  expressions 

^   = 7V-r,'>      -c    -I 7, — ;; ' 

i  —  q   x  ■  I  —  q"^x'  ■ 

on  aura    en  rejetant  les  ternies  (]ne  la  supposition  dej  ,  x....  inliiii> 
rend  nuls 

x'      =   —    '-r  x"  , 
<} 

^=£;:,"  =  _PXx', 
jp"^  i--x"'  =  —  r  F  f    j^t ^ 


Par  conséquent,  à  cause  Aa  pq^^q-,  p"q"=^q-,  p  q  —  q- les 

q-       „  q'q"  .  i     •       i        .  ^'  ^'  .    i 

tej-mes  -^cc  .    — r^ — —  .r  ,...    deviendront ? .-■<■■■■:  «^t   'p 

?./>-  2/>-X2y9  -  ?.  4 

ternie  — r, —     „   "" r—,-  deviendra >  en  supposant  :  =  a-  "  . 

2/>  -  X  2/»    ...  X  aV-  •  2""' 

D'un  autre  côté,  puisque  sino  =  — 5  on  a,   lorsque  |  =  ac  .  ç,  =  o: 

donc 

coso  I  .,  p'p"...^r 

col  0  =;  ~. ^  ^  —. =  s;  =  —  S       ,     ,, r-  ; 

sins        sino  q  q  .  . .  s 


donc,  coninii 

n  —  R  -v^  - 

î/>'X  r>.p'K  . .  X  2'/' 


D  =:  B  X  ^-J-r; r-,      el     5r  =  .$-, 


D  Bx- 

cota  = 


'•■s'  ■  './j'Xa''-' 

La   t'orutule  du  numéro    precedmi  deviendra   donc,   par  ces  substi- 
tutions, 

__  ^  /        '  _  ' !_\      ^  _  '_ 

Tpiy~%        4"'"        a/"-'/  "^   2/>'    j."-"' 


302  SLH   UNE  NOUVELLE  MÉTIIOIH: 

iliinl  i;i  Mili'iif  fsl  lA i(l('iiiiii('iit  imlli-,  piiiscuic 


.{(•.  Ail  losti',  pour  éviter  reiiiliarias  ijue  [teiiveiil  eiiiiser.  dans  le  cal- 
cul (le  la  Imii^ueur  (les  aies  li\perl)uli(|iie.s,  les  valeiiis  i'oil  t^iaiides  des 
(liiaiilites  X  ,  .»",...  près  du  somiiiel  de  l'Iiyperliole  où  ,r  dillere  peu  de  i . 
ou  peut  employer  la  Iraiislbruiatioii  indiquée  dans  \o  ii"  16,  par  le  moyen 
de  la(nielle  la  dilTei'entielle  à  inlégrer  se  trouve  réduite  ;i  une  autre  de  la 
iiieiue  lornie,  mais  dont  la  varial)!e  sera  renlerniée,  pour  toute  relendue 
de  riiyperhole,  entre  o  et  i . 

Pour  cet  effet  on  fera,  dans  les  formules  du  numéro  (|ue  nous  venons 
de  citer,  y  =  3i,/=  i  ,/>  =  e,  y  =  i  ;  et  prenant  les  sii;iies  iiiférieiiis.  ou 
aura,  pour  la  nouvelle  variable  u,  l'expression 


_  y/{i  —  e'x')li  —  X-} V ( e-x-  —  i){x' 

e''x'  —  I  e-x'  —  1 


V   ex'  —  I 


(lu'oii  \oil  élrc  égale  à  zéro  lorsipie  .r  =  i ,  et  égale  à  -   lorsque  .r  =  ac  ;• 

de  sorte  (|iie  la  valeur  de  u  eommencera  avec  l'arc  liyperltt)li(|ue  cl  ira 

ensuite  en  augmentant  avec  lui  .|ns(|u  au  maximum  //  —  --  (|Ui  répondra 
à  la  hraiiclie  inlinie  de  l'iiviierlxde. 

i 

{e'x^—  i)dx 


Pal' celte  sulislilution  ,  la  différentielle 


y  (i  —  e^x^}{  I  —  x' 
sera  transformée  en 

le''u''—  I  )  du 


(àdl, 


y  (  I  —  e'  h'  )  (  I  —  //''  1 

Cil  supposant  (|ue  la  fonction  (''■x'-—\  devienne  P  ^Q\.y-—  4'.  parla 

>ultSliluti(Ui  de  — — ^ -—  à  la  place  de  .r'- .  o[  faisant  /  -=.rM,  s  =  i  -+-e'^/, 

2  ' 

à  CHUse  de  /=  i  el  F  —  o;  xc  (|iii  donnera  Q  =  —i  et  par  conséquent 

■2Qdt  ^=e^ dl.ru  j. 


1 
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Ainsi,  l'arc  liypei'l»oli(|iit'  rcpoïKlaiit  à  l'ahscissi'  r  sera  ciial  ii  la  (|iiaii- 
tilé  algébrique 


moins  l'intégrale  de 


sje'^x-  —  r 

{ I  —  e'u^)  du 
v/(i  —  e'«=)  (i  —  W) 


prise  depuis  m=  o.  Et  il  est  évident  (jne  cette  dilTeirntielle  rentre  dans 
le  cas  de  celle  d(>  l'arc  eHipti(|ne,  ddiil   nous  avons  duniic   rinlei;ralc 

dans  le  n"  23:  car  si  l'on  l'ait  ?/=-.  (die  devient 


r)dy 


en  soite  qu'il  n'y  auia  (|ii';i  su|)poser  dans  les  i'ornuiles  de  ce  numéro 


A  =  -,        B=:--, 


p=^i,     q  =  -,      x^y^eu. 


et  prendre  l'intégrale  depuis  v  =  <>  jus(|u'ii  )■  =;  i  pour  toute  la  longueui 
de  l'arc  hyperbolique. 

A  l'égard  de  la  pai'tie  alg(dui(|ue 


y  e'x-  - 


il   u'esl    pas  dillicilc  {\v 


voir  (|u'elle  représente  la  langcnli'  ii  l'iiyjierliole  prise  ciiti'c  le  pcuril  de 
contact  et  la  rencontre  de  la  peipendiciilaiic  menée  du  eenire  de  l'Iiv- 
perbole  sur  la  même  tangente;  car  la  parlie  de  lu  l;iiigenle  prise  entre  lu 

courbe  et  l'axe  est -^ 1  <'l  la  partie  entre  l'axe  cl  bi  peipeii- 


iJM'nlaire  esl  — *  ■        — i  dont  ta  sounne  est  ^.=L— — :^,-- 
xyje'^x'' — I  \jé'x''—i 

Ainsi .  l'intégrale  de* 

(i  — r')<(r 


V"-^"'K'-"?) 
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f\|iiiiiii'rii  |)n)|irt'iiu'iit  la  dil't'crcncc  ou  l'cxci's  de  la  laiiLîciilc  |nisc  riiln- 
la  coiirlK'  et  la  |tcr|)fiuiifiilairf  iiicncc  du  (ciilic  siii'  l'air  li\|»i'ilKdi(|iii' 
ijni  i'('|Kiii(l  à  vviW  taiiii,ent('. 

."51.  Nous  avons  employé  jiis(|u"ici ,  pour  la  irclilk'alioii  de  rcllipsc  ol 
de  l'iivpcritolc.  les  transformations  qui  servent  à  augmenter  l'inégalité 
des  facteurs  sous  le  signe;  nous  allons  maintenant  faire  usage  de  celles 
(|ui  diminuent  cette  inégalité,  et  (|ue  nous  avons  exposées  dans  le  n"  11 
cl  les  suivants,  et  nous  les  appliquerons  d'abord  en  général  à  la  fornuile 

(A  -hBx')dx 


On  fera  donc 


y/{i—p'x'}{i  —  q'x') 


p  ^  1         .         — 


Q-x'  -(-  I  —  R        „    ,       "fl'  'jc'  -)-  I  —  R 

r' =  J ■ ,      ^  x' ^^  — 5 7  •  ■  •  •) 

■îp'  3    p' 


PU  supposant 


R  =  ^{i  —  p'x'){i  —  q'x--),     'R=  v/(i->"ar')(i-i- yV»),.. 
ce  (|Ui  diiuucr'a 


"x  'R 
'x  = 


cl,  pai'  le  n"  13. 


[  —  'q'  'x'                 I  —  "ç'  "x' 
dx d'x d^'x  


x^dx  _dx       {i  —  2'p"x')d'x 


DU  les  nouvelles  variables  "x,  "a;,...  seront  nécessairement  re(!lles.  ainsi 
que  les  quantités  radicales  'R,  'R,...  '  n"  12). 
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Ainsi,  lii  dilicii'iilH'llc (l('vuMnlr;i  successivcnn'iit 


;A -I- 'B  V-)rf  >        Kda- 


R 


r         q- 


"R 


("A+™B";rM</"'x        Bflf:r       'Brf'x       "BrfV 
R  7-  7-  q- 

et  ainsi  de  suite,  en  taisant,  punr  abréger. 
"A 
B  =  B 


A-— ,      '\=    .\--!^ 


'B=:B 


'y 


3  />- 


B  =  "B 


De  sorte  que  si  5  est  un  teime  (juelecuKjue  de  la  série  x,  'x,  "x 

I'  le  terme  qui  le  précède  dans  la  même  série .  <'t  r,  s  les  deux  termes 
correspondants  des  séries />,  '/>,  "/>,...,  q,  q,  q,...  /"'.  «'  les  termes  (|ui  les 
précèdent,  la  différentielle  proposée  sera  transformée  en  celle-ci 


2  'p-  a  'o-  X  2  'p-  ,  „ 

(C-i-D?Mr/Ë 


a'p'Xay  X.  ■  -X  ar'- 


</ï' 


v(i-r'?')(i  — 4'H') 
dans  la([ui'lle  on  aura 


q'\  q- 


'p-  X  2  "p- 


2^X2  "jp'  X  ■  ■  •  X  2r"^ 


P^g..2>'X2'yx2'yx...X2/-^ 


32.   Pour  l'ellipse,  on  fera,  comme  dans  le  n"  23,  A  =  i,  B  =  — t--. 

/j  =  i,  y  =  e<i,  et  les  nombres/;.  /;,  y; /:  q.  «y,   q s  formeriuil 

donc  deux  séries,  la  prcinii're  dcsc  riidanlc  (ic|Miis  runile.  cl  la  seconde 
ascendante  depuis  la  valeur  de  rexcentricite .  lesquelles  se  IrouveronI 
toujours  séparées  par  un  intervalle  (jui  ira  en  dimiiuiant  de  plus  en  |»lns, 

II.  3q 
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en  suite  (|iit'  les  It'iiiU's  r  et  .v  scroiil  rcnroniics  entre  i  el  e  et  ;i|>|)r()elie 
ronl  iraulanl  plus  de  l'égalité  (ine  le  noinhi'e  des  tenues  (|iii  les  pré- 
ei'deiil  sera  plus  grand. 

Va  il  est  facile  de  se  convaincre  par  le  calcul  (|iie.  (luclcjuc  petite  (pie 
soit  la  valeur  de  e,  peu  de  termes  sullironl  ptiiir  icndre  les  valeurs  de  r 
el  s  prestpic  égales. 

Or,  dans  l'ellipse,  on  -à  x'-=^  ou  <  i  :  donc  q'-x'-  sera  <^  i  ;  en  s(n'te  (|ue 
I  —  q'-x'-  sera  >>o;  mais  (i  —  'q- x'^ )-  =  'K- ->r { p  —  q)-x-,  comme  on  peut 
s'en  convaincre  par  le  calcul,  à  cause  àe^q^=^pq;  donc  i  — V/'-a:'>R, 

el  q-  '.r-  -I-  R  ■<  i  ;  ainsi ,  comme  ".r-  =  -^ ^-j 


on  aura 


,     ,            g'x'  -t-  I  —  R   ^  g-x"  +  i  H-  R    • 
p-x=- 1 -<Ji- _ <,. 

D'où  r(ui  voit  que '^'a^'^  étant  <;  I ,  on  aura  nécessairement  p-'x'-  <^  i , 
et  cela,  soit  (|u'on  prenne  dans  la  valeur  de  '.r-  le  radical  R  positif  ou 
négatif. 

Or,  "y-  étant  <  'p',  on  aura  donc  aussi  'q'-'x'-  <^\ ,  et  de  là  on  trou- 
vera, par  un  raisonnement  semblable.  "/;- ".r'^ < i .  et  ainsi  de  suite.  Donc 
r^|-<i,  et  à  plus  forte  raison  5^S'-<i . 

On  pourra  donc  supposer  r|  =  sins,  ce  (pii  changera  la  differcnlielle 


■Il  celle-ci 


/  C        I>    .   ,   \    ,  /  C        D\     t/tp  D 

1 r  Slll'cp  ]  do  1 r  I COS©tf  © 

\r       /•'  /  _  xr       r'/  cosy       r'         ' 

/        *'sin'9  /         r'  —  s' 

ipii  sera,  comme  (Ui  voit,  toujours  plus  petite  (|ue 
/C       l)\    df         D  , 

\   -  -^   -      — L -COSW(/©, 


dont  l'inléitrale  est 
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De  niL-me,  en  fiiisaiit  *ç=f,  ou  ;mr;i  l;i  Iraiistormee 

-  +  —  — Jy sin  i  (f  d/ 

I         ~r^-^^  " 

y/i ^5— tang^d/ 

i|iii  sera  |)ar  conséquent  plus  grande  que 

S- rCOsdx/'J 


C^D\    ^/i         D 


dont  l'intégrale  est  pareilleinenl 

(--(-  —  )  lo!,'  lang  1  45"  -i-  -  •'>^ r  sinJ/. 

De  sorte  qu'on  aura  parce  moyen  deux  limites  entre  lesqmdles  la  valeui- 
de  l'intégrale  de  la  différentielle  en  question  sera  nécessairement  ren- 
fermée, et  qui  seront  d'autant  plus  resserrées  que  les  coeliicients /■  et  s 
seront  moins  inégaux. 

Mais,  pour  avoir  une  intégrale   plus   approchée,  on  emploiera    les 

séries,  et  pour  cet  effet  il  sera  à  propos  de  faire  1 1/ — '^ — ^sinç..  ce 
(|ui  réduira  la  différentielle 

à  cette  forme 


coso  Wc 


y(i  —  a^tang*© 
en  supposant 


-=4^'     3=-Cv/^-^^d(-^V,     y  =  -D(— ^V- 

r^  +  i'     '         y  ,'  _(-  4:        \  ,.=  +  5=  /       '  \  !•'  +  «!  ; 

Or.  le  coellicieiit   y-  etani   l'oil   pelit.  on    pourra  icdiiire  en  série  le 
radical  \  i  —  «-  tang'''i;  de  sorte  (|ne  la  diffère  ni  ici  le  deviendra 

/     3  \  /  a-  33C*  3.5a'  ,  , 

— ' h  y  coso       I  H lansj'o  -. r  lang'-o  h 7-7.  lani;'-'>  -h  .  .  .  W/s, 

vcoso       '  /  *  ?.        "   •        •.>..4  '        21.4.0       '^  '     • 
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la(Hit'llt',  il  cause  de 

lang"9 

coso 

es4  rcdiutiblt'  à  cette  forme  [dus  simple 

^rrt:    y  -^  -((3-f-y)iang^9+  --{3  tanr?  +  — r(i3  +  y  )  laiif;''^ 

3a'  o         .„  3.5a'  ,„         ,         ,,  I  i 

H ^i3lang'°o  H 7-7!  (P-t-  y)tang'-9. . .     cosor/o, 

?..  4  2.4.0  I 

et  aura  pour  intéiirale 

niogtang  (45"+  ;^  j 

-4-((3  -^  7  —  rt  ^-/tang'o  H-  g-tang's  -f-  //  tang'o  +  Maiig'o   i. .  .)siiiy 

en  t'iiisant 

.        3a%.  ,       3.5  a-.        3. 5. 73  a' 

1    3.5.7.9  3a'  3.5. 7.9. Il  3. 5. a' 

"^2.4.6.82.4'^       2.4.6.8.10   2.4.6  ^P*^^' 

,        I    3  a" , .  . 

''  =  6M^^^^'~--" 

33.  Cette  expression  n'est  sujette  a  aucune  ambiguïté  de  la  part  de  la 
valeur  de  '>,  car  nu  voit  (|n'elie  demeure  la  même  en  aui;ineiitant  ou 
diiniuuaul  o  iruii  mulli|)le  (|uelcoii(|ue  de  la  circoiiterence,  et  si   l'on 

voulait  mettre  i8o"dz'j;  à  la  place  de  0.  ahu's  taiig  ( /p" -I-  ^)  devien- 
drait iieijalive,  et  son  loifaritlime  imaffinaire;  c'est  pourquoi  il  faudra 
toujours  prendre  pour  9  l'angle  tabulaire  qui  répond  au  sinus  rz. 

A  l'égard  des  radicaux  'R,  "R,...,  on  pouiia  les  |)icndre  a  volonté 


à 
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|iiisitit's  ou  négatifs;  seulciiicnt ,  il  t'audra  avoir  soin  de  (loiiiicr  ciisiiiir 
aux  quantités  'x,  '\r,...  les  signes  convenables  d'après  les  tbrmiilcs  <lii 
n"  31.  En  prenant  ces  radicaux  positivement,  toutes  les  quanlilcs  ». 
"a-,...,  1  seront  positives  et  deviendront  nulles  lorsque  j"  =  o,  cninnic 
on  le  voit  par  les  iornuiles  du  numéro  cité;  on  aura  donc  aussi  ';- =  o 
lorsque  .r  =  o;  et  comme  l'intégrale  précédente  devient  aussi  nulle  dans 
ce  cas,  on  aura  donc,  pour  l'arc  elliptique  répondant  à  l'ahscisse  .r  prise 
depuis  le  centre  de  rellipse  sur  le  liiaiid  axe.  cette  expression  conipll'lc 

q'^  q-  q'   q'  'q''q\..s'         M 

+  aloglang  [45"+  -  j  (.3  -+-  y  —  a  -h/tang-i  -^  g  tang':-  -i-  .  . .  jsiii ... 

Pour  avoir  le  quart  entier  de  l'eHipse.  on  fera  j;  =  i ,  ce  ipii  donne 

R  =  o  et  'j-=  ^-^ — :  donc  '»-  '.r- =   " <r  i:  et  de  même  les  antres 

1  p-  '  ?. 

quantités   'p-'\r-,...  seront  de  plus  en  plus  an-dessdiis  de   rnnilc.   cr 

qu'on  peut  démontrer  généralement  ainsi. 

r,  •            .  o ,    -,        "g-.i-  -1-  I  —  R      ,    ,  ., ,    .,  „  ... 

Puisque    p-  J.-  =  ^ et     q-  a-  ^^  i  —  K  .    on    aura     .vÀ 

'p-'x-<^i  —  R;  maisR>i  — p-jc-,  à  cause  de p-y-q-;  donc  'p- \r- <^ p- r- : 
et  de  la  même  manière  on  prouvera  que  'p-  'x'- < 'p- 'a--,...  ;  de  sorte  (|ue 

les  quantités  px,  p'x,    p'x rq  formeront  une  série  décroissante. 

Ainsi,  lors  même  que  px=i,  la  valeur  de  rS  sera  toujours  moindre 
<|ue  I,  par  con.séquent  l'angle  z,  sera  moindre  que  90  degrés,  et  d'autant 
moindre  que  le  terme  rS  sera  plus  éloigné  de/>.r;  ainsi,  on  n'aura  jamais 
à  craindre  que  l'expression  précédente  contienne  des  termes  intinis  il 
devienne  par  conséqueni  fautive. 

M.   Pniir  riivperholc .  on  fera  .  cuninic  dans  le  n"  27. 

A  =  —  I ,     B  =  <-•,     /;  =  <•->  I ,     q  =  i- 

.Vinsi,  les  nombres  p,  p,  "p '"  iront  en  diminnani  depuis  la  valeur 

(le  e,  et  les  nombres  q,  q,  ' q v  iront  en  augmenlani  depuis  l'unile. 
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cil  sorte  i\i\v  ii'ii\-l;i  s'appioiliiToiil  ilc  plus  en  plus  de  criix-ci ,  m;iis  en 
(lemeuraiit  toujours  plus  grands;  ccpciulant  la  dilléirncc  scni  Itienlol  si 
pelitf,  qu'on  pourra  regarder  r  et  s  comme  presque  égales. 

Maintenant,  on  a  dans  l'hyperhole  a:-'^=  ou  >i,  donc  'y'-.r-— i>o; 
par  ioiise(|uenl  ,  puisque  'q- x'- —  \f —  R'^  +  '  p  —  q  -  x'^.  on  aura 
'q-x-—\R   cl    I -l-R<^  "y-JT". 

Or 

,   2__   Ç'^' -*- ^  —  R  i'q^x' -y-i)' —K'    _  IX' 

il  cause  de    V/- .r'- -H  i  , -'  —  R- =   p -^  q  '-.r'^  =  yp'-.r-;  donc  '.r- >  ,-. •  cl 

par  consétjuciit  'y- \z- >  i .  El  celte  niciiic  conclusion  aurait  lieu  à  plus 
Ibitc  raison  en  donnant  au  radical  R  une  valeur  négative,  puisque  alors 
la  valeur  de  a?-  en  devien<lrait  plus  grande.  Ayant  donc  'q'-'x'^  ^  \,  on 
aura  aussi  "^- 'a;^>i,et  de  là  on  prouvera  par  un  raisonnement  sem- 
Idalile  (|uc  " q-  '"j?"  >•  i ,  et  ainsi  de  suite. 

Donc  en  général  *-S^  >•  i ,  et  à  plus  l'orte  raison  r'-'z'-  ;     i . 

On  iiourra  donc  suiiiioser  rc^    .--  ou  sc=^-t~^-  et  I  on  trouvera, 
'  I  I  -       sino  ■       siii'i 

comme  dans  le  n"  .32.  (]ue  la  différentielle 

(C-hD^^)f/ï 


^/(,_r»ï')(i-5^ï') 
sera  rcnlérinée  entre  ces  deux-ci 


/  C  D       i    </o  ; 

-     -  -H    .   ■  -      — -     et     — 
\r       /•'sm'9/  COS9  * 

dont  les  intégrales  sont 

(ï.  5)  ,„,„„,  (45. -I) 


c  _^    j) ^  <r\, 

s        s's\n'i\il  CCS  il/' 


et 


-  +  --     log  une    45°  —  '     +  -r-.— ,  • 
\s        s'  /  y  2  /        i'  sin  ûi 
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Mais,  poiu'  iiMiir  une  intégrale  plus  approciu'c,  on  fera 

y         /#•-  -hS'  _         I 

"V       ■?  sino' 

et  la  tliftereiilielle 


v'(i-'-^?=)(i-^-^?') 
deviendra  parcelle  substitution 

\      coso         sui-o  / 
V  cos»  9 

en  conservant  les  valeurs  de  a,  /S,  7  du  n"  32.  Ainsi,  puis(|Ue  y-  est  une 
quantité  fort  petite,  on  pourra  réduire  en  série  le  radical,  ce  cpii  donnera 
cette  transtbrniée 

,3  ycoioX  I  I      X-  1.3      a'  1.3.5      «' 


cos? 


7Coso\  /  IX-  1.3      a'  1.3.5      «'•  \    , 

sin-o  y  \        3  cos'o       a.4  cos'o       2.4.6  cos"o  / 


la(|uelle  peut  être  changée  en  celle-ci 

coso        \  a   cos'9        2  ros'9       2.4  cos'o 

3a<   .  3  ^5a«  (3  H- y  _        v     (/& 

2.4  cos'9       2.4.6  cos"9       "''ysin-9 

dont  l'intégrale  sera  de  la  forme 

r/iogtang(45°-^\  — (34-y-rt ^' "^ -. ^"1 "i ...)^^» 

\  2/      \,        '  cos^9       cos'o      cos'"9      cos'©         /sin9 

en  conservant  les  expressions  des  (|nanliles  a.  f,  g,  h —  données  dans 
le  n"  32. 

35.  Connue  l'arc  liyperholitiue  ne  commence  qu'au  point  oii  a-  =  1 ,  il 
faudra,  poui' avoir  la  valeur  exacte  de  l'arc  (jui  répond  à  une  abscisse 
(juclconque  r,  retrancher  de  l'intégrale  la  valeur  qui  repond  ii  .r  -    1. 
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AiiiM ,  l'ii  sii|i|n>s;iiil 

y-\  9-  q-   q'  q'   q'   ..s'  ) 

*  ?'       *'        '  cos^o        ros'-j        cos'o  'siii'j 

l'I  iMiiiiiKiiil  K  la  valeur  de  X  l(iisi|ii('  v  y  ilcviciit  ciial  à  1 ,  on  aura  X  —  K 
jiiuir  rc\|ir('ssi(iii  t'oiiipli'lc  de  l'aie  hy|)('rl)iirunu'  «iiii  i'('|mui(1  Ii  l'ali- 
scisM-  .1-  prise  depuis  le  ceulre  sur  le  grand  axe. 

Quant  à  l'angle  y ,  on  prendra  celui  (|ui  dans  les  taliles  repiuid  au 
sinus  1  et  eonnnc  nous  avons  vu  que  r'-z'-  et  s-'î."  sont  ton- 

jours  >i,  il  s'ensuit  que  cet  angle  sera,  dans  tous  les  cas,  moindre  ijue 
()o  degrés,  en  sorte  que  tang  (  ^5"  —  -]  et  cos'j  ne  seront  jamais  nuls. 

l'our  les  radicaux  R.  R,....  il  sera  lihre  de  les  prendre  positivement 
ou  ney,ativeineiil .   pourvu  (|u'oii  ail  soin  de  diuiner  les  signes  conve- 

naldes  aux  (|uantiles  .r,  '.r l'aprl's  les  formules  du  n"  31.  Mais,  en 

lo  pi-enanl  tous  négativement,  on  aura  l'avantage  i\iw  les  valeurs  de 
.i-.'x'-....  seront  plus  grandes,  et  qu'ainsi  l'angle  9  sera  moindre;  de 
plus,  les  valeurs  Ae'x,  "x,...,  =  seront  alors  toutes  positives,  puisque 
I  —  V/'-  \t'\  I  — '</"  ".r-,...  sont  nécessairement  négatives. 

On  poinrait  enlin  faire  servir  aussi  pour  l'hyperbole  les  résultats 
trouvés  précédemment  pour  l'ellipse,  en  employant  la  transformation 
indiquée  dans  le  n"  30;  il  n'y  aurait  pour  <ela  (|u'a  faire  dans  la  formule 
générale  du  n"  33 

f  e       '  ^        e 

et  mettre  au  lieu  de  x 

V   e'X-  —  I 

Otte  tormiile  donnerait  al(us.  [loiir  une  aliMisse  (]uelcon(|ue  .i-,  l'exct-s 
de  la  tangente  pi'ise  entre  la  courhe  cl  la  perpendiculaire  menée  du 
ceiilif  Mil'  l'arc  liyperliolique  ({ui  repiuid  à  celle  tangente. 
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COURBES  TAITOCIIRONES 


(  Mémoires  de  V  Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-  Letlr( 
de  Berlin,  t.  XXI,  i-63.) 


Ou  appelle  en  général  couil)e  tautochrone  une  («luihc  lellr,  (iiic  si  un 
forps  se  meut  le  long  de  sa  concavité,  soil  en  nionlanl,  soit  en  dcsccn- 
(lanl,  il  emploie  tonjonrs  le  même  temps  à  parcourir  un  arc  (pnIcoïKpu' 
pris  (lu  point  le  plus  bas. 

M.  Huygens  ayant  démontré,  dans  son  fameux  ouvrage  intitulé  :  Hmo- 
logium  oscillatorium ,  que  la  cy(doide  était  la  tautochrone  des  corps 
pesants  dans  le  vide,  cette  découverte  excita  la  curiosité  des  ('ié()nn"'lres, 
et  les  engagea  à  chercher  une  nn-thode  directe  et  analyrupie  pour  ré- 
soudre le  Problème  du  lautocdu'onisme  dans  une  hy|)othése  (pndc(uupu'. 
Problème  qui  est  peut-être  un  des  plus  curieux  et  en  menu-  temps  des 
plus  diiruiles  de  la  Mécanique. 

MM.  Jean  liernoulli  et  Enler  se  sont  particulièremenl  appli(pu''s  \\  celle 
recherche,  et  ont  donné  |)r(^s(|ue  en  même  temps,  l'un  dans  les  Mcmoins 
de  l' Académie  des  Sciences  de  Paris  |)our  l'année  1730,  el  l'anlre  dans  le 
tome  IV  des  Commentaires  de  l' Académie  de  Pètershourg.  et  ensuite  dans 
le  second  volume  de  sa  Mécanique,  des  méthodes  tri's-ingénieuses  pour 
déterminer  les  tautochrones  dans  un  milieu  resislanl  c(uume  le  cane  de 
la  vitesse,  et  dans  quelque  hypolhèse  de  pesanleur  (|ue  ce  soit.  C«'s  mé- 
thodes, qui  sont  les  ménu's  (puml  au  fond,  c(uisistenl  à  faire  en  sorte 

(*)  Lu  dans  l'Assenibléo  du  4  mars  17C7. 
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(|iii'  rf\|tr('ssi()n  générale  du  li'iiips  1  —  (Icviciiiic  égale  à  une  t'oiiflioii 

lie  (limeiisidii  mille  de  deux  quantités  queleoiu|ues,  l'une  eunslante  A  et 
l'autre  varialile  X.  telles  qu'en  faisant  X  =  A  on  ait  le  temps  lolal  depuis 
le  eonmieneement  du  mouvement  jusqu'à  sa  tin.  ("ar  alors  la  (|uantilé  A, 
i|nl  dépend  de  l'arc  total  (jue  le  corps  doit  parcourir,  s'évanouit  néces- 
sairement de  la  lurmule  j  — ^  lorsque  X  =  A,  et  par  conse(|uent  l'ex- 
pression du  temps  se  trouve  entièrement  indépendante  de  la  longueur  de 

tlx      . 
cet  arc.  Or,  pour  cela  il  suflit  que  la  quantité  diiïén'ntielle  —  soit  elle- 
même  une  fonction  de  dimension  nulle  de  X  et  de  A,  comme  par  e.vemple 
=  et  d'autres  semblables;  condition  à  laquelle  il  n'est  pas  difficile 


de  satisfaire  lorsqu'on  peut  avoir  rex|)ressioii  de  la  vitesse  m.  ce  qui 
arrive  ([uand  la  résistance  est  nulle  et  quand  elle  est  pioportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse:  mais  il  n'en  est  pas  tout  à  fait  de  même  dans  les 
autres  cas  oii  l'équation  en  u  n'est  point  intégrable.  Aussi  les  deux 
grands  Géomètres  dont  nous  venons  de  parler  n'onl-ils  considéré  d'autres 
hvpotlièses  de  résistance  que  celle  du  carré  de  la  vitesse,  et  M.  Fontaine 
est  le  seul  qui  ait  fait  jusqu'ici  quel<iues  pas  de  plus  dans  cette  recherche. 
Sa  méthode  est  fondée  sur  un  calcul  particulier  qu'il  ■d\^\)e\\e /luxio-diffe- 
rentiel  et  qui  consiste  à  faire  varier  les  mêmes  quantités  de  deux  ma- 
nii'res  différentes;  et  l'on  peut  regarder  l'ouvrage  (ju'il  a  donné  sur  cette 
matière  comme  un  des  plus  beaux  qui  se  trouvent  parmi  les  Mémoires 
(le  l' Académie  des  Sciences  de  Paris,  et  surtout  coninic  i chii  (|ui  a  le  [tins 
contribué  à  la  célébrité  de  cet  illustre  Mathématicien. 

Mais,  quelque  profonde  et  quelque  ingénieuse  que  soil  (die  nouvelle 
théorie  des  tautochrones,  il  faut  avouer  qu'elle  laisse  encore  beaucoup  à 
désirer.  Lorsqu'il  n'y  a  point  de  résistance,  et  que  par  conséquent  la 
force  accélératrice  du  corps  est  entièrement  indépendante  de  la  vitesse, 
on  sait  depuis  longtemps  que  le  tautochronisnie  exige  que  cette  force 
soit  proportionnelle  à  l'espace  qui  reste  à  parcourir.  Mais  quelle  est  en 
général  la  force  nécessaire  pt)ur  produire  le  tanto(  hronisme.  en  la  regar- 
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(lant  romme  une  fonction  quelconque  de  l'espace  et  de  la  vitesse?  Voilà 
le  ProhliMiie  qu'il  faut  résoudre  pour  avoir  une  tliéorie  générale  et  com- 
plète des  tautochrones.  M'étant  occupé  de  ce  Problème,  voici  la  solution 
(]ne  j'en  ai  trouvée,  et  qui  est,  si  je  ne  me  trompe,  générale  et  nouvelle. 

Solution  du  Prohicnie  des  tautor/irones. 

Soient  u  la  vitesse  du  corps  en  un  point  quelconque  de  la  ligne  qu'il 
décrit,  p  sa  force  accélératrice  dans  ce  point,  x  l'espace  qu'il  a  encore  à 
parcourir,  et  a  l'espace  total  depuis  le  point  d'où  le  corps  est  parti  jus- 
qu'à celui  où  il  doit  arriver;  on  aura,  comme  on  sait  à  cause  que, 
■r  crois.sant,  u  diminue,,  l'équation 

tuiu  -\-  pdx  =:  O. 

Et  le  temps  que   le  corps  doit  employer  à  parcourir  l'espace  x  sera 

exprime  par  |  — :  de  sorte  qu  en  taisant,  après  I  intégration,  x  =  a,  on 

aura  le  temps  total  depuis  le  commencement  du  mouvement  jusqu'à  la 
fin.  Or.  ce  temps  doit  être  indépendant  de  l'espace  parcouru  a.  par  la 

nature  du  Problème;  donc  il  faut  que  la  valeur  de  |  —  soit  telle.  (|u'en 

faisant  x  =^a,  a  s'évanouisse  entièrement. 

Soient  X  une  fonction  quelconque  de  r.  et  A  une  pareille  fonction  de  a; 
il  est  clair  que  la  condition  dont  il  s'agit  aura  lieu  si.  en  faisant  X  =  sA. 
et  substituant  la  valeur  de  .r  tirée  de  cette  équation  dans  la  formule 

/<1x 
—  1  cette  substitution  y  fait  disparaître  la  quantité  a  et  la  réduit  à 

n'être  qu'une  fonction  de  ;;  car  alors  la  supposition  de  x  =  (i  donnera 

X  =  A  et  par  conséquent  ;  =  i  ;  de  sorte  (|uc  la  formule  |  —  aura  dans 

ce  cas  une  valeur  déterminée  et  indépendante  de  </.  Donc,  si  l'cm  dilTe- 
rentie  cette  formule  en  faisant  varier  x  et  a,  qu'ensuite  on  suppose 
dx  =  X'dX,  da  =  X'dk  ;  X'  étant  une  fonction  de  X  ou  r.  et  A  une 
pareille  fonction  de  A  ou  a),  et  qu'on  mette  à  la  place  de  ^\  sa  valeui' 
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.\(/:  +  zdA,  il  l'aïKlrii  (lur  le  cocHicicnl  de  r/A  soit  égal  ii  zéro.  Ola 
|)()st'.  couiino  la  vitesse  u  doit  (lo|)('n(lrc  des  deux  (|iiaiitités  .r  et  «,  sup- 
posons (|u'en  les  faisant  varier  toutes  deux  en  même  temps  on  ait  la  dil- 

l'erenticlle 

(lu  =  Viix  +  Qdtt, 

il  est  elair  qu'on  aura  (rai)ord,  en  vertu  de  l'e(|uatiou  iic/u  -h pda;  =  o, 

M 

—  sera,  dans  la  même  supposition, 


da  ••«•'' 


la(|uelle,  en  laisaut   les  substitutions  eonvenahies,  c'est-à-dire  en  met- 
tant X' (Adz  -f-  zdAj  au  lieu  de  dx,  et  AV/A  au  lieu  de  dn,  deviendra 

W'dz     (\'z     ,,  rqdx 

•    ' A    ' 


r-fy- 


Donc  il  faudra  que  l'on  ait 

A    I  -=—  =  o  ; 

«  J      W 

c'est-à-dire,  en  remettant  poui'  z  sa  valeur  — -  et  faisant,  pour  plus  de  sitn- 
|)licité,  XX'  =-  q  et  AA'  =  c(, 

l  CQdx 

It  J         «' 

D'oii.  eu  faisant  varier  a-  seul,  on  lire 

ud  ^  —  ^</u 


Q  = 


tdx 


,1,1 


,1,1  ,         ,,  1  •  1) 

et  nn^tlanl  pour  -     sa  valeui'  r,  ou  l>ien  —  ^i 
'  Il  1-  là 


ud\  ^  pi 
^ dx         u 
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De  soi'lc  (|ii(>  l;i  viilciir  ((Miipli-lr  de  du  sera  en  ijrncial 

u  \  dx  u  )    y. 

i  etaiil  une  fonction  iiiiclcoii(|iic  de  .r,  cl  y.  une  pareille  roiictioii  de  a. 

.Mainleiiani,  soil  R  le  laeleiir  composé  de  x  et  de  //,  ()iii,  iniiltipliaiil 
l'équalioii 

,         pdx 
au  +  - —  =o, 
i( 

dans  laquelle  a  est  supposé  constant,  la  rendrait  inléi;rahle,  il  est  évi- 
dent que  ce  niènie  facteur  étant  regardé  comme  une  fonction  de  «,  r  et  u 
doit  aussi  rendre  intégrable  l'équation 

,         p<Lr       I ud'i       p'f\  da 

du  +  ' — ^  +  ^-^  I  —  =  o; 

u  \  dx  u  I    Cf. 

donc  il  faut  que  l'équation 

I,  /  "  '/  2         l>i\    /  it  du  ->-  i)  dx        da 
rt.r  u  I  [    u-at  ..         X 

soit  intégrahie;  et  comme  le  terme  —  est  une  fonction  de  a  seul,  el  (|iic 

1       .  «  du  -+-  p  dx  ■  ■  .  ,  .  1 

les  termes  —Tr — - —  ne  contu'nnent  iiouil  a,  mais  seulement  .i  cl  u,  il 
u-di  ' 

ud'i 


s'ensuit  :  i"  (|ue  le  multiplicalcur  commun  R  (-r— '  +       )  •'"''  '''''''  """' 

quantité  constante,  c'esl-à-diri'  (jue  R  doit  élre  réciproquement  propor- 

I  ■    «</£        Pc.       „  .1  .•..  udu-hpdx   ,    . 

tioiinel  a  -7— '  +  ^-^    2^  ciue  par  coiiseciuent  la  (luaiitite  -r-rc — - —  doil 
dx  u  ^       '  '  '  u'dl 


dx 


P'-. 


être  une  différenti(dle  compliie  de  r  el  de  //. 

Soil 

u'd'i 

-dr^p^  =  '- 

ce  (|ui  doiiiii' 

/       u^dt 

II.  41 
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el  l'ciii  aiiia  hi  traiisfoi'iiK't' 

fudn  —  u^dl       dx 

■+-  — 1 

l:i(|iit'lli'.  vu  faisant  f—Y,  se  cliaiigt'ra  en  l'ollc-ci 

li'dr       dx 

ry  £ 

Or,  comme  |  est  une  fonction  de  x,  il  est  visible  que  celle  (]iiaiitite  ne 

saurait  être  une  différentielle  complète,  à  moins  que  —  ne  soit  nue  fonc- 

lion  de  V  seule. 

Doue,  si  l'on  dénote  par  o  [y]  une  fonction  (inelc(m(|ue  de  v,  il  laudra 

(|ne  l'on  ait  /•  =  M^y(j),  c'est-à-dire,  à  cause  de  v  =  >i  r=^u^o  (-)• 

Donc,  en  substituant  cette  valeur  de  /•  dans  reiinaticui  p  =  ^ s-r^'  on 

'  '^       t        tdx 

Ht)  ^'^ 

Telle  est  l'expression  générale  de  la  force  accélératrice  nécessaire 
pour  le  tautoclironisnie,  où  'i  [)eut  être  une  fonction  (|uelc(Uique  de  x, 

et  ç>  (  Y  )  une  l'onctidii  (|uelcon(|iie  de  :-■ 

REMAiigii:.  —  La  solution  précédente  est  fondée  sur  cette  consi<léia- 

liou  qu'eu  faisant  X  =  ;A  l'expression  du  tein|)s  /  -^  doit  devenir  une 

fonction  de  la  seule  variable  z.  Soit  donc  \\    z    cette  luncliori;  on  auia 
en  général 

/dx 
—  soit  mil   lors(|ue  .r  =  o.  Or, 

puis(|ne  X  est  une  foncli(Ui  <|ueicon(|ue  de  .r,  su|)pos(Uis  (|n'i'lle  devienne 
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éi>ale  à  /'(inaïKl  .r  =  o;  et  l'on  aura  dans  ce  cas  z  —  -{-:  donc  il  laiidra 

A 

(|UC 

ft  |tar  coiisccincnt  ([iio 


de  sorte  (in'on  aura 


/dx 
: —  contiendra  nécessairement  la  (|uau- 

tité  A,  à  moins  que/ne  soit  égal  à  zéro.  Donc  il  faut,  pour  l'exaclilude 
de  la  solution,  que  la  fonction  X  soit  telle  qu'elle  s'évanouisse  lorsque 
.r^o;  et  comme  5  =  XX',  il  faudra  aussi  que  la  (|nanlilé  ?  devienne 
nulle  dans  le  même  cas. 

Exemple.  —  Supposons 

y,  g,  h  étant  des  constantes  quelc(Wiques.  nous  aurons 

^/■        (Il 


=hi-^gu^(-L^jj^y. 


-,   .     f        di 

Soit  '-^ —  y-p  =  K,  en  sorte  que 

p  =:  h^-^-  gu  -t-  /iir, 

et  l'on  ti((uvera  par  l'inlégralion 

C  étant  une  constante  arbitraire  (iu'(Ui  deleirnineia  par  la  idndilion  que 
;  =  o  l(U'S(|ue  .r  =  o  'Reniar(|ue  |)recedenle  :  de  soi  te  ijii'on  auia 
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l'I  |t;if  ((insiMiiicnt 

Oïl  \()it  par  là  (iiii-  pour  (pie  le  taiitochronisnu'  ail  lieu  dans  un  inilifii 
dont  la  rcsistaïuf  serait  en  général  — gu  —  kir,  il  l'aul  (pie  le  mobile 

soil  sollicité  par  une  force  proportionnelle  à  ^.  e'est-ii-dire  à  — j^ — ■, 
■r  étant  l'espace  à  parcourir. 

Si  X-  =  o,  c'est-à-dire  si  la  résistance  du  milieu  était  simplement  pro- 
portionnelle à  la  vitesse,  on  aurait  en  supposant  k  intiniment  petit  j  la 
Ibrce  proportionnelle  à  .»•;  et  il  en  serait  de  même  si  la  résistance  était 
tout  à  fait  nulle.  Ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  sait  d'ailleurs. 

Au  reste,  ces  cas  sont  les  seuls  où  l'on  ait  pu  jusqu'ici  déterininer  les 
lois  du  lautocliroiiisnie;  notre  méthode  donne,  couMiie  on  voit,  le  niovcn 
d'elendre  celte  reclu'iche  aussi  loin  (jii'il  esl  possilde. 

CouoLLAïKE  1.  —  c'est  une  chose  digne  de  remarque  (|ue  l'expression 
de  la  force  sollicitatrice  (]u'on  vient  de  trouver  pour  le  cas  de  la  résis- 
tance gu  —  kir  ne  dépende  en  aucnnc  niauii'ic  du  terme  gu:  de  sorte 
que  la  même  conrhe  ([ui  esl  taulochrone  dans  le  vide,  ou  dans  un  milieu 
résistant  comme  le  carré  de  la  vitesse,  doit  l'être  aussi  dans  un  milieu 
doiil  la  résistance  sérail  priqxu  lionnelle  ii  la  vitesse,  (Ui  en  |)arlie  au 
carré  de  la  vitesse.  Pour  en  trouver  la  raison,  il  n'y  a  qu'à  examiner 
l'expression  générale  àe  p,  et  l'on  verra  que,  comme  la  (juanlilé  'ffy  ) 

exprime  une  lonction  (pielconque  de  -•  on  peut  écrire  '>(.rl+^-  au 
lien  de  '-(")•  ''•'  M"'  donnera  simpleineni  dans  la  valeur  de/>  le  nouveau 

lerine  if».  D'où  l'on  peut  conclure  en  gênerai  (|iie  loiilc  eonrlie,  (|ui  esl 
laiitochrone  dans  une  Inpolliése  (|uelcon(pie  de  ror( c  el  de  résistance, 
l'est  aussi  en  su|)(iosant  la  lesislance  aiigmenlee  d'une  ipianlile  propor- 
lionnelle  à  la  vitesse. 

(>)K()i.L\iiiH:  II.-—  L'é(iuatioii 

pu  du  -+- 1>  dx  =  o 
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ï'Ah     d-  I 

valeur  «- I      V W^     •    '''    Irisai 


ilomif  .   en   uutlaiit   pour  /y  sa   valeur  «- |  --^ ^-^  |-    el    faisant , 

■    I  " 

«iininie  ci-dessus,  -  =  v. 

dy  dx  _ 

yo[y)  ^    \    ~    ' 

tl'oii  l'on  tirera  la  valeur  de  v  en  r.  et  par  conséiiuenl  aussi  eelle  de  //.  a 
cause  (|ue  u  =  ;  v. 
Soit 


r_dy_ 


*'.>"'. 


l'intégrale  étant  prise  de  manière  qu'elle  suit  nulle  lorsque  v  =  <),  on 
aura,  en  substituant  — -  au  lieu  de  — >  el  intégrant  ensuite. 

<1>(,))  —  logX  =  C, 

C  étant  la  valeur  de  X  lorsque  v  =  o.  Or.  puis(|ue  v  =  -^  et  (|ue  ii  doit 

être  égal  à  zéro  au  commencement  du  mouvement  lorsi|ue  i  =  a  et  par 
conséquent  X  =  A,  on  aura  C  =  logA;  donc 

et  laisaiit  X  =  ;A, 

*^r)  =  -  log-- 

Dénotons  par  *F  la  fonction  réciproque  de  <t»,  c'est-îi-dire  une  fonctiiui 
telle  que  M  <I>\'  =  r,  et  l'on  aura  v  =  U  — log;  :  donc  m  =  £H'  —  loge  : 
donc 

</£  _  dx  _  ./\  _  dz 


quantité  ([ui  doit  être  intégrée  de  manière  qu'elle  soit  nulle  lors(|iie 
r  =  <).  ()i-  ;  est  donnée  en  .r  par  I  e(|uation  ;  =  — :  donc  on  connaîtra 
aussi  la  vitesse  u  et  le  lenq)s  |  —  en  .r.  Si  l'on  veut  avoir  le  temps  lohd 
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cinplovi'  il  (Ifcriro  l'arc  a,  il  l'audra  faire  v  =  a  ou  liioii  ;  =  i  ;  l'I  ((iiiiinc 
l'expression  du  temps  est  iiiu'  foiutidn  de  z  seul,  il  est  clair  (nic  le  temps 
total  sera  indépendant  de  la  loiii^neur  de  l'arc  parcouru  a. 

(>)ROLLAniE  m.  —  Soit  /  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc  quel- 
coiupie  a  —  x,  pris  du  point  où  le  corps  oommence  à  se  mouvoir,  en 

sorte  (|ue  l'on  ail 

,  dx 

dt  = , 

u 

et  comme  u  =  :  V,  on  aura 

,  dx 

dx 
et  mettanl  an  lieu  tle  -^  sa  valeur  tirée  de  l'equatioii 

dy  dx 

o. 


il  viendra 

dy 


dt  = 


Or,  au  conunencement  du  mouvement,  on  a  j?  =  «  et  m  =  o,  donc  y  ^o; 
et  à  la  fin  on  a  a;  =  o  et  ])ar  consé(]uent  aussi  5  =  o  (par  la  Remarque 

précédente),  donc  y  =  ^  =  ce  .  Ainsi,  pour  déterminer  le  mouvemeni 

du  corps,  il  n'y  a  qu'à  intéifrer  les  équations 

dy  dx  ,  dy 


O      et      rf/  = 


y  9  {y)       \  .>"'?(/'' 

d(!  manii're  que  y  soit  nulle  lorsque  ;  =  o  et  a;  =  a;  et  l'on  aura  y  en  x 

et  t  v\\y\  ou  bien,  à  cause  de  y=  .-»  on  aura  u  en  .r,  et  /  en  x  et  w. 

A  l'égard  du  tem|)s  tolal,  on  le  trouvera  en  l'aisanl.  dans  l'expression 
de  t,  y  =^  ce  . 

Corollaire  IV.  —  Soit,  comme  dans  l'exemple  ci-dessus, 


'ir)=f-^t  +  -.    et    ?=/• 
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en  sorte  que  la  résistance  du  milieu  soit  gii -^  ku\  et  la  t'oice  s(»irKil;i- 
Irice  hf . ?  ré(|uatioii 


dy  dx 


(leviendiii 


l)ien 


fy 


dy-  hdx        

~Ti  "^  Jïr^'^^)  —  "' 


)■</)■ 


he^'dx 


dont  rintéi^iiile,  prise  de  manière  que  v  =  o  lors(|ue  ,i-  =  a,  est 


1  ,     /'  +  ^>  +  /■> 

2  /  h 


•Kf' 


slf"-\f\     '  sjf"~\^'       '  sjf'-v 


f  ",•'■■- 1 


('  est-a-du'e 


jy-^zs 


aie  taiig  - 


V^-i-=       v/^ 


aiT  taiig  ■ 


d'où  l'on  tirera  la  valeui'  de  Y  en  i .  Ensuite  on  aura 


r'esl-a-dire,  en  intégrant  de  manii're  (]ue  /  =  o  loi'S(|ne  v 


y'P' 


arc  lang 


^P--]s-  v/'    ^' 
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I'';iis;inl  )-  =  x  ,  on  aiiiii  le  Iciiips  total  égal  à 


-  —  iti'c  tant 


\/f''-\A'      V^-J^^ 


î:  claiil  l'angle  (If  iHodi-grés. 
Soit  A»"  =  o.  oïl  aura 


On  anra  ([c  plus 


()( 


donc 


.  / 

',  :  fr^_e--, 

V 

'  '     /,    -*•*'-, 

/  = 

■               '  fy 

aiclang  • 

\f'i             v//' 

aiT  tauL'  -^^^^  --  arc  ces 


/  =  -— -  arc  cos 


\/' 


.fy 
II 


■I  taisant  a:-  =  o,  on  aura  pour  le  U'ni[)s  total 


2^ 

ScoLiE.  —  Si  l'on  voulait  (juc  le  temps  employé  à  paicounr  res(»aee  a 
IVit  |)ioportionnel  ii  A'",  le  Problème  pourrait  se  résoudre  de  la  même 

/dx 
—  =  ZA'"  'Z  étant   une  l'onction  (|uelcoiM|ue 

(If  zj,  ce  qui  donnerait  par  la  différentiati(Mi 


11 


dx       mdk 
dx  Z  A 
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c'est-îi-dirt',  en  siihsliluaiil  ;i  l;i  [ilacc  de  la  clirtcrciicc  de  /    --  sa  valeur 
lioiivcc  dans  If  Prohlènio  précédent. 

u  \    L  J      ^'   ]         a  L        nul  A 

Donr,  comparant  enscnihlc  les  ternies  de  «/A, 

u  J      u-    m 

rdx  ~  Â' 

c'est-à-dire,  en  multipliant  par  A  /  — ^  et  substituant  ^  à  la  pi 
;  à  la  place  de  XX'  et  x  à  la  place  de  AA'. 

l  CQdx  rdx 

«       ,;    «  J   " 

d'oii,  en  differentiant,  on  aura 

u{dl  —  mdx)  —  \du 


ice  (U-  z. 


0 


,  .         ,  ,     du  p 

ou  bien,  a  cause  de  -y-  =  —  — 

dx  a 


(dx 


Q  = 


j<  (  -p  —  m  1  -t-  ^-^ 
dx 


Ainsi  on  trouvera  que  la  quantité 

udu  -h  pdx 


"{tx-'")-^p' 

doit  être  une  différentielle  compli-te;  de  sorte  ipi'en  faisant 


4a 
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la  (|iiesli()n  so  réduira  à  rendre  la  {|iianlil(' 

^udu  —  u-{dl,  —  ludx] 

mil'  (litlV'reiitielle  exacte. 

Qu'on  iiH'lte  -^^  à  la  place  de  ^-i  cl  (|n'iiM  divise  le  liaul  cl  le  has  de 
la  t'iaclidi)  par  ir ,  clic  se  cliane;era  en  celle-ci 
iht       d  ^       m  d  X 


c'est-à-dir'c  en 


rflog 


mX'" 


Il  \" 


l'oii    l'on   voit  (HIC  —  doit  être  nne  fonction  de   loi;     .,-•  c'csi-à-din 
'il-  t 


uX" 


de  ~-^'i  de  sorte  qn'on  auia 
cl  par  consé(juent 


mX'" 


p  =  w 


\^-êkd 


A  l'égard  di-  la  valeur  de  X,  on  la  déterminera  par  le  nniyen  de  l'ciina- 

f,/., 
dX       dx    ,  Il     ,  ,.  /F. 

tH)n  -^  =  -^f  la(pn'lle  donne  \  =  ^-^    '  .  An  ri'Stc.  mi  |ironvcra  cnccnc 

ici,  coninie  on  a  l'ait  dans  la  Heinar(pn'  prccedciite,  (pu'  la  valcnj' de  'i 
doit  être  nnllc  lors(|ue  or  ^=  o. 
Soit 


/  K  X"'  \         j.         Il  'V 


kl  I  f-hm        di  \ 
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t'I  l'aidant 

f'-i-  m  il  'C 

=  k. 


f+m         dl 


?=: 


/- 


[dx 


i  —  e- 


(loni 


(l'oii  l'on  lire 


fl  fllSUltC 


d\       dx  ke'"dx 


X  l         [f+ni)[é'-i)' 


'"gx^/ii^'^g'V 


X:         '  ^ 


le'"—  ly 
IJoiR',  si  l'on  t'ait,  pour  abréger, 

on  aura 

et   le  ttïnips  total  employé  à  parcourir  l'espace  a  sera  |)ro|)orlioiniel  à 

/  e*"  —  I  \  " 

Si  ^  =  o,  alors^  =  gx*"'-",  et  le  temps  total  devient  proportionnel  ii  a". 


APPENDICE  (•). 

En  examinant  la  solution  (|ue  nous  venons  de  donner-  du  Proidenie 
des  lantoclirones,  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  se  réduit  à  l'aire  en  sorte  (|ue 
l'élément  du  temps  dt  soit  de  cette  forme  Yr/v,  Y  dénotant  une  ronelion 
(|ueleon(|ue  (U'  y<  et  j  étant  éi;al  à  y"  En  ellél.  |iuis(|ue  an  cuniiiienee- 

(*)  Lii  il  rAcadémio  le  :i<)  avril  1767. 

4,.. 
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lUi'iil  (lu  niouvt'menl  on  a  u  =  o,  et  à  la  lin  ,r  =  o,  cl  |)ar  »'Oiisé(|iU'iH  aussi 
I  =  ()  hypothèse;,  il  est  clair  que  le  lenips  lolal  sera  égal  à  l'iiilégrale 
(le  \dy  prise  de  manière  qu'elle  soit  nulle  lors(|ue  j  =  o  et  qu'elle  finisse 
lorscjue  >' :=  30  ,  et  qu'ainsi  il  sera  tout  ii  t'ait  indépeiulaiil  de  l'arc  par- 
couru, comme  la  nature  du  Problème  exige. 

De  là  il  s'ensuit  que  l'on  peut  rendre  notre  solution  l»cauc(uip  plus 
générale  en  jtreuant  pour  y  une  fonction  (|uelcou(|uc  de  //  cl  de  r,  [xuirvu 
(ju'elle  soit  nulle  lorsque  «  =  o,  et  (|u'(dle  soit  infinie  lors(|ue  i- =  o. 
conditions  qui  peuvent  avoir  lieu  d'une  infinité  de  manières. 

Soit  donc  r  une  fonction  quelcou(|uc  de  //  cl  {\v  .r  telle,  (|ue  v  =  <> 
(|uanil  M  =  o,  et  r  =  oc  quand  r  =  o,  et  soit  ^r  =  M^/h  +  Nr/j  ;  qu'on 
dénote  par  Y  une  fonction  quelconque  de  j,  et  l'on  aura  en  général,  dans 
le  cas  du  lautochi'onisme, 

dt  =  \dy; 

dr 
c'est-a-dire,  eu  mettant  pour  dt  sa  valeur  — ^  et  pour  dw  Mr/«  +  Nc/r, 


(^^- YNW.Z-YM 


Mf/M  =r  O. 


Of  re(|ualion  udii  -^ pdx  =  o  donne  du=  —  - — -,  donc,  faisant  cette 
sultsiilution,  et  divisant  toute  l'équation  par  d.i ,  on  aura 

YN  H —o, 

u  u 

d'oii  l'on  tire 

_  N« i_ 

''"M        MY 

(l'est  là,  ce  me  semhle,  la  soluli()n  la  plus  simple  cl  en  nu-me  temps  la 
plus  générale  (|u'on  puisse  donuci'  du  Pndili'uic  ddiil  il  s'aj;il. 


MÉHniRE 


LE  PASSAGE  DE  VÉMiS 


DU    3    JUIN    I7(J9. 


I 


I 


M  F  MO  IKK 

LE  P\SSAGE  DK  VKMS 

UU   3  JLIN    I7G!I  (•). 


(■Mémoires  de  V  Académie  n^ynle  <lrs  Si /entes  et  Bel/e\-Li'/l/v\ 
(le  Berlin,  t.  XXII.  17CG. 


Personne  n'ignore  les  grands  avantages  que  l'AsIionomie  peiil  relirei 
des  observations  des  passages  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil.  Non-seu- 
lement elles  servent  à  reetifîer  les  principaux  éléments  de  la  théorie  de 
cette  planète,  elles  sont  encore  très-utiles  pour  déterminer  la  parallaxe 
du  Soleil,  qui  est,  comme  on  sait,  un  des  points  fondamenlanx  de  la 
Phvsique  céleste.  Le  passage  qui  a  été  observé  en  1761  a  déjà  beaucoup 
diminué  l'incertitude  où  l'on  était  sur  la  vraie  quantité  de  celte  paral- 
laxe; mais  c'est  à  celui  que  nous  attendons,  et  qui  sera  le  dernier  qu'on 
puisse  voir  dans  ce  siècle,  à  la  fixer  d'une  manière  bien  certaine  et  irré- 
vocable. Cette  considération  m'a  cngai;e  à  disciitei' dans  ce  Mémoire  les 
moyens  que  l'observation  de  ce  piiénomi'ne  peut  fournir  de  décider  un 
point  si  important.  On  y  verra  :  1"  connnent  on  |ieut  calculer  l'ellet  (|ue 
les  parallaxes  combinées  de  <leu\  astres  (|U(dcoii(|ues  duiveiil  produirr 
sur  la  distance  de  ces  deux  astres:  2"  on  y  trouvera  une  méthode  très- 
simple  et  très-commode  pour  déterminer  en  général,  dans  les  passages 
des  planètes  sur  le  Soleil,  les  parallaxes  d'entrée,  de  sortie  l'i  de  duier 

(•)  Lu  à  l'Académie  royale  dos  Sciences  et  Belles-LeUros  de  Berlin  le  \i  mneinbre  1767. 
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|>iiiir  tous  les  [laysdf  l:i  Tt-iro;  ^"  une  iiictlKidi"  pour  dcduiit'  la  parallaxe 
ilii  Soleil  (le  trois  oliservatioiis  (l'iiii  luéiiu'  passage  laites  dans  trois 
endroits  dillereiils,  iiidependaiiiiiieiit  de  la  eoniiaissanee  du  uiouveuieut 
de  la  planète;  4"  enfin  on  y  trouvera  l'application  de  notre  théorie  au 
|)assage  de  Vénus  qui  doit  arriver  le  3  juin  i7()<)  au  soir,  avec  quelques 
reinaicjues  relatives  au  cluiix  des  lieux  où  il  pourra  étic  oliservé  avec  le 
plM>  de  IVuil. 

_^  I.  —   De  l((  paidlUtAc  de  ilistancc  fies  (i.slic.s  en  général. 

1.   Soient  T  le  centre  de  la  Terre   Jiii.  1),  TAC,  le  plan  de  l'equateur, 
TA  une  ligne  (|ui  jiasse   par  le  premier  méridien  pris  ii  volonté.  S  un 


astre  quelconque,  SC  une  perpendiculaire  au  plan  de  l'equateur,  (>B  une 
perpendiculaire  a  la  ligne  TA,  TS  une  ligne  qui  joigne  les  deux  points  T 
et  S,  et  T(".  une  autre  ligne  qui  passe  par  les  points  T  et  C;  soient  nom- 
mées ensuite 

TB / 

B(J „, 

es „ 

La  dislance  TS  de  l'astre  S  au  renlrc  de  la  Terie /• 

L'angle  STC,  qui  exprime  la  déclinaison  de  l'astre  S p 

L'angle  (7rA,  qui  représente  la  distance  du  même  astre  au 
premier  méridien  de  la  Terre  (cette  distance  n'est  autre 
chose  que  l'angle  horaire  de  l'astri'  par  rapport  au  méri- 
dien donné) q 
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:{;j- 


II  esl  clair  :  i"  (iiic  les  trois  (|Uiintiti''S  /,  m,  n  pourront  rtrc  regardées 
coinnic  U's  coordoniK'L's  orthogonales  qui  délerniinenl  la  position  du 
point  S  relativement  au  point  T;  2"  (]u'on  aura 

l  ^  rcosp  cosq,     m  =:  icospainq,     n^=rsh\/}. 

2.  Soient  maintenant  L  un  point  (pielconque  de  la  surface  de  la  Terre 
ijig.  2j.  LM  une  perpendiculaire  au  plan  de  l'équateur  TAM,  et  MN  une 

Fig.  2. 


perpendiculaire  à  la  ligne  TA,  et  soient  nommées 

TN 7. 

NM iJ. 

ML V 

le  rayon  TL  de  la  Terre p 

l'angle  LTM,  c'est-à-dire  la  latitude  terrestre  du  lieu  L... .  <} 

l'angle  MTN,  c'est-à-dire  la  longitude  du  même  lieu 0 

Les  quantités  >. ,  p.,  v  seront  les  coordonnées  rectangles  du  point  L  par 
rapport  au  point  T,  et  l'on  aura,  conmie  ci-dessus, 

X  =z  p  cosi|v  coscp,     f/.  =  p  cos'l  sin  o,     v^psindi. 

3.  Ayant  déleiininé  ainsi  la  position  des  points  S  et  L  par  ra|)ptul  au 
point  T,  il  est  lacile  de  déterminer  la  position  respective  dos  points  S 
etL. 

Kn  eil'el,  si  l'on  dénote  par /'.  «/ .  n'  les  coonhuuu'cs  rectangles  du 
point  S  par  rapport  au  point  L,  il  est  visii)li'  (lu'oii  aura 

/'  =  /  —  À,     m'  =  »!  —  u.     n'  =:  «  —  V  ; 
IL  43 
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c\  si  l'on  l'ail,  comiiK!  ci-dossus, 

/'  =  ;■'  cosp'  cos(/',     m'  -—  ;■'  cosp'  siiK/',     it'       r'  siii//, 

on  verra  aist'incnt  (]iu'  /'  sera  la  dislaiice  do  l'asti'c  S  au  lieu  I.  de  la 
IVrif,  (juc //  t'xpriiiicra  la  dci  linaisoii  a|)|»aii'nU'  de  ccl  astre  vue  du 
lieu  L  de  la  Terre,  el  que  r/  exprimera  la  dislanee  appareille  du  même 
astre  au  premier  méridien  de  la  Terre  par  rapport  an  même  point  1.. 

4.   Doue,  pour  déterminer  le  lieu  apparent  de  l'aslre  |)ar  son  lieu  vrai, 
iHi  aura  les  trois  écpialions  suivantes 

/ ■'  cosp'  cosq'  =  rcosp  cosq  —  p  cos^j/  COS9, 

/■'  cosp'  sin  q'  =  r  cosp  sin  q  —  p  ces  ij*  sin  9, 

/•' sin/>' =  ;siii/j  —  psinij',    ' 

d'où  l'on  lire 

rsinp  —  psin4' 
sinp=—.     -  - 


smq  = 


yV'  —  arp  [cosi|>  cos^cos(ç  —  9)  +  sinij' sin/>]  +  p' 

rcospslnq  —  pcosij'Sinç 

~  '  -  ~     '■  --^ =  =  ) 

^r'  cos'p  —  irç>  cos •i^  cosp  ces  ( ç  —  9 )  -1-  p'  ros' i|/ 


ou  bien  en  faisant,  pour  pins  de  simplieilé,  -  (c'est-à-dire  la  parallaxe 

horizontale  de  l'astre  Sj  .=  /,  (ît  divisanMe  liaul  el  le  lias  de  la  seconde 
Iraetion  par  cos/>, 

s'inp  —  isini\i 


nup 


V I  —  2/ 1  cos'4i  cosp  cos  {q  —  -j)  +  s'm'b  sinp]  4-  i' 

/  cos  J/ sin  9 
smq 


cos» 
sinq  = — 


V2/C0SJ/C0S(fl  — 9)  l»COS'J< 

cosj»  cos'p 

5.   Considérons  maintenant  un  autre  astre  (|nelcon<pie  V,  dont 

la  distance  au  ciMilre  de  la  Terre  soit K 

la  dislaiice  au  premier  méridien  terrestre - Q 

la  déclinaison P 
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01  supposons  que,  p;ir  i-ipport  iiii  lieu  L  de  l;i  Terre, 

la  distance  apparente  de  l'aslrc  V  au  prcniirr  uni  jili.ri  suit. . .     Q' 
la  déclinaison  apparente p' 


011  aura,  en  nommant  1  la  parallaxe  liorizoïitale  de  cet  astre,  en  sorte  que 
sinP— Isinv]; 


1=  J^, 
R 


in  P'  = 


sinQ'; 


^i  —  2l[cos(j>cosPcos(Q  —  9)-f-sin(|;  sinP]  +  V 

.    „       IcosJ/sino 

sinQ ^-5— 

cosP 


V^^ 


C0S4'C0S{Q  —  9)  P  003^4' 


6.  Or.  soient  P  le  pôle  de  ré(|uateur  (Jïg.  3),  PS  le  cercle  de  déclinaison 


de  l'astre  S,  PV  le  cercle  de  déclinaison  de  l'astre  V,  et  VS  un  grand  are 
de  cercle  qui  passe  par  ces  deux  astres,  on  aura,  dans  le  triangle  PVS. 

PS  =  90"  -  p.     P\  =  90"  -  P,    SPV  =  Q  -  V  : 

donc,  nommant  Z  la  distance  SV  de  l'aslre  V  à  l'astre  S,  on  aura 

cosZ  =  cos/^cosP  cos(Q  —  q)  -^  sin/»sliiP. 

De  même,  si  l'on  appelle  Z   la  dislanee  a|)pareiile  de  l'aslre  V  à  l'aslre  S, 
par  rapport  au  point  L  de  la  Terre,  on  aura 

eosZ'  —  cos//  fnsl"cos(0'  —  II')  -'-  sin/»'  >iiil''. 

Ainsi   l'on   trouvera  les  valeurs  de  Z  el  d<'  Z',  doiil   la   diUrrciicc  sera 
l'etTel  des  parallaxes  comliiiiees  des  deux  asiies  \  el  S. 

43. 
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*:J  II.  —  Simplification  des  formules  précédentes  en  supposant 
les  parallaxes  des  astres  fort  petites,  et  conséquences  f/ui  résul- 
tent de  ces  formules. 

7.  Supposons  ([lie  li's  (|iiaiililés  /  cl  I  soinit  tros-pcliti's  (et'  qui  osl 
vrai  (Ml  i^énéral  à  Tt-gard  do  tous  les  astres),  et  nous  aurons,  en  négli- 
geant les  termes  très-petits  du  second  ordre  et  des  ordies  ultérieurs, 

sin/>'  =  sin/>  +  /[cos'l  siu/jros/j  cos(^  —  9)  —  sin"}  cos-/>l, 

sinç'  =  sinç  -f-  -— ^  [sni^cos(9-  9)-sintp|. 

Doue,  si  l'on  fait 

p'  =  p  +  ix,    q'  =  g  +  (>•, 
ce  (|ui  donne 

sin/>'  —  ■iinp  +  ix  cosp,     sin^'  =sin7  +  iycosq, 
on  aura 

X  =:  cos4'  siii/)  cos(^  —  9)  —  sin<\i  cosp, 
cosA  ,        .      , 

>•=  • SUlrt  ('05(7  —  a)  —  SlHù    , 

■'        cosp  cosq  '-        '         ^  '        ■  T  j 

on  bien 

_  cos4'  sin(g  —  (p)_ 
■    ~  cosp 

et  il  est  clair  (|ue  les  (|uantités  ix  t\i  iy  représenleronl  les  parallaxes  de 
déclinaison  et  d'ascension  droite  de  l'astre  S. 

8.  Si  l'on  l'ail  de  même 

P'^P  +  IX,     Q'^    Q+IV, 

en  sorte  (|ue  IX  et  IY  soient  les  parallaxes  de  déclinaison  et  d'ascension 
droite  de  l'astre  V,  on  aui'a 

X  =  cos(j^  sinP  cos(Q  —  cp)  —  siii4>  cosP, 

Y  _  cos4'sin(Q—  9) 
~  cosP 
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l'I  lu  valeur  de  cosZ'  doviciidra 

cosZ'  —  cos/>cosPros(Q  —  q)  -h  sin/?sinP 

-I-  ix  [cos/;  sinP  — sin/>  cosPcos(Q  —  q)] 
-i-lX[cosPsin/?  —  sinPcos/;  cos(Q  —  ^)] 
+  (  (r  —  I Y  )  cosp  cos  P  siii  { Q  —  ^  ), 

oii  l'on  i'('iiiar(|ii(M'ii  que 

cos/>cosPro3(Q  —  qf)  +  siii/>siiiP  --  cosZ. 
!».   Si  l'on  substitue  maintenant,  à  la  plaee  de  x,  v,  X  et  V  leurs  va- 
leurs, et  (ju'on  fasse  I  =  ik,  c'est-à-dire  z^'  =  4'  et 

L  =         [cosp  sinP  — sin/7  cosP  eos(Q  — ^)]  sinp  cosq  -h  cosPsinlQ— </)  sin</ 
+  /r  [ces P  sin/)  —  sin  P  cosp  ros(Q  —  7)]  sin  P  rosQ  —  cosp  sin (Q  —  (/)  sin (J , 

M=         [cosp  sinP  — sin/>  cosPcos(Q  — ^)J  sin/;  sin  q  —  00s  P  sin  (Q  —  q)cosq 
-i-A-[cosPsin/?  — sinPcos/»  cos{Q  —  q]]  sinPsin  Q+  cos/JsinfQ  — ^)rosQ, 

iN  ==—     [cosp  sinP  — sin/>  cosPcos(Q  — ^)]  cosp 
—  k  [ces P  sin/;  —  sinPcos/j  ros(Q  — g)]cosP, 

on  aura  la  formule  suivante 

eosZ'  =  cosZ  -f-  «  (L  cosi]>  00s  cp  +  M  cosij/  sin  a  +  N  sin^j^), 

dans  la(|uelle  les  (|nautites  L,  M  el  N  ne  dépendent  (|ue  de  la  silualion 
des  astres,  en  sorte  (|ii'elles  sont  les  mêmes  pour  tous  les  lieux  de  la 
Terre. 

10.   .j'observe  présentement  i|ue  la  (|uanlite 

Lcosv];  coscp  +  M  cos'l  sincp  +  N  sin'| 

peut  se  ramener  a  cette  fornie 

y  [cos<\icosx  ros{(f  —  l3)  -f-  sini(>  sinar  |; 

car  en  nietlani  cosjS  eosy  4- sin/3  sinçi  à  la  place  île  ci»s  (y  — /3;.  et  c..ui- 
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|);ir;iiil  les  termes,  on  aurn 

y  cosacos^  =  L,     y  cosa  sin(3  =  M,     ysina  =  N, 

|)ar  où  il  est  aisé  de  <léteriiiiiier  les  quantités  «,  /3  et  y. 

Or.  si  par  le  |iole  I'  du  i;lol)e  terrestre  et  par  le  lien  1,  '/ig-  ^j,  dont  la 

Fig. /|. 


latitude  est  6  et  la  longitude  o,  on  décrit  nn  Iriangle  spliericjue  PLH  tel, 
(]ne  la  latitude  du  point  H  soit  a  et  la  loni;itiide  [:j.  en  sorte  (|ue  l'on  ail 

PL  =  9o°->]>.     PH  =  9o"-a,     HPL=io-(3, 

il  est  clair  qu'en  nommant  Ç  le  côté  LH,  c'est-a-dire  la  distance  entre  les 
lieux  L  et  H,  on  aura 

rosi^  =^  cosacosij;  cos(!p  —  P)  -•-  siiia  si  ml*. 

et  par  conséquent 

y  cos'C  =  L  rosij;  cosç  +  M  cos'^j  sincp  +  N  siinj;; 

cosZ'  =  rosZ  -I-  l'y  cosl. 


donc 


11.  De  là  on  voit  ([ue,  si  du  point  II  comme  |)ôle  ou  décrit  un  cercle 
(|uelc()nque  sur  le  <^\nhe  terrestre,  tous  h'S  lieux  (pii  se  trouveront  sous 
la  circonlereuce  de  ce  cercle  verront  la  même  distance  apparente  des 
deux  astres,  et  par  conséquent  seront  sujets  a  la  même  parallaxe  de 
distance. 
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Ainsi,  nous  ;ippellfrons  dans  la  siiile  cercles  de  parallaxe  ers  cercles 
décrits  sur  le  globe,  et  qui  passent  par  tous  les  points  on  la  parallaxe  de 
distance  est  la  même,  et  nous  nonunerons  de  \wn\i'  pôle  de  parallaxe  le 
pôle  H  de  tous  ces  cercles,  dont  nous  allons  maintenant  cliercher  la 
position. 

12.  Les  trois  équ^itions  du  n"  10  se  réduisent  aisément  à  celles-ci 

7  cosa  cos(  (5  —  ç  )  =  L  cosq  ■+-  M  sinry, 
y  cosasin  ((3  —  ^)  =  M  cos(/  —  L  siny, 
y  sina  =  N, 

lesquelles,  par  la  substitution  de  L.  .M  elN,  se  cliani^cnt  en 

y  cos3£  cos((3  — 9):=[(cos/;sinP  — siii/<  cosP  cos(Q  — </)]  sin/> 

+  /,  j  [ces P s\\\p  —  sin  P  rosy;  cos (Q  —  7)]  sin P cos(Q  —  q) 

—  ros/;sin=(Q  — y)|, 
y  cosasin  ((3  — y)^  — cosPsinfQ— </) 

+  k  \  [cos  P  sin/?  —  sin  P  cos/>  cos(Q  —q)]  sin  P  sin  (Q»—  q) 

+  cos/)sin(Q  — ^)cos(Q  —  ^)  |, 

ysina^  —  [cos/;  sin  P  —  sin/<  cos  P  cos  (Q  —  q)\  cos/» 

—  /r  [cosPsin/j  —  sinPcos/y  cos(Q  —  ?)]  cosP, 

ou  bien ,  ii  cause  de 

cQsZ  =  sin/?  sinP  -+-  rosp  cosP  cosi  (j  ~  q)> 
en  celles-ci 

y  cosa  cos ( (3  —  q)— cosp  cosZ  —  cosPcos(Q  —  q) 

-+-  /i[cosPcos(Q  —  9)cosZ—  cosp], 

y  cosa  sin  (13  — ç)  =  —  cosPsin(Q  -  </)(i—  /.  cosZ), 
ysina  =  sin/>  cosZ  —  sinP  -f-  /,  (sinPcosZ  —  sin/?), 
d'oii  il  est  facile  de  tirer  les  valeurs  de  7,  x  et  [-J  -   (/. 

13.  Kn  ajoutant  ensemble  les  carres  de  ces  trois  équations,  nu  aura 
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<r;il)iir(l 

y'  =  cos'Z  —  2Cos=Z  -I-  I  -1-  2/i(cos'Z  -i-cosZ  —  cosZ  —  cosZ) 
-+-  /('(cos'Z  —  2C0S-Z  -+-  i)  =  sin'Z(i  —  a/rcosZ  -+-  /r'), 

l'I  par  conséqui'iil 


y  =  sinZ  ^  i  —  afrcosZ  +  /r 


OrX-=^    î)^;  (loin 


; , a fT       i/R'— aRrcosZ -(- r' 

v/i  —  2  A-  cosZ  -I-  If'  ~ 5 

K 

Mais.  «Ml  coiisidi'iaiit  le  triangle  recliliiiiii' TVS  (fig.  5j,  dans  lequel 

Fig.  5. 


TS  =  r.  TV  =  R  et  VTS  =  Z  ,  il  est  ehiir  (|iie 

VS  =  sjW^  2RrcosT-l- >'; 

A\m  il  s'ensuit  que,  si  l'on  nomme  /'la  dislance  icctiligne  de  l'astre  V  à 
l'aslre  S,  on  aura 

^i  —  2AcosZ  H- A' =  =^- 

Soi!  donc,  pour  abréger.  «  = -j-,  et  l'on  aura  y  =  «siiiZ.  et  par  cons»'»- 

(|Uenl 

cosZ'  =  oosZ  +  iu  sinZ  ces?. 

Donc,  puisque /esl  une  (|uanlit«^  extrêmement  |)<'tite.  on  aura  à  très-peu 

près 

cosZ' =  cos(Z --  /mcos?), 
d'où 

Z'  =:  Z  —  iu  cosÇ, 

de  sorte  que    -  »/eosÇ  sei'a  la  parallaxe  de  dislance  des  deux  astres  pour 
tous  les  lieux  d<'  la  Terre  L  (|ui  sdiit  éloignés  du  pùle  11  de  l'are  'C,. 
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14.  Supposons  à  présent  que  P  soit  le  pôle  de  l'équatour  (fig.6).  S  le 
lieu  vrai  de  l'astre  S,  V  eelui  de  l'astre  V,  et  H  le  pôle  des  parallaxes , 
nous  aurons,  dans  le  triangle  PSV, 

PS  =  90"-/;,     PV^^goo-P,     SPV  =  Q-ç,     SV=Z, 

Fig.  6. 


et  dans  le  triangle  PSH, 

PH  =  90°  -  y.,     SPH  =  (3  —  (/, 

par  conséquent 

cosSH  =  sin/7sina  -\-  cosp  cosa  cos({3  ~  q), 

et   suijstituant   pour  sin«  et  cosacosf^  —  f/j    leurs  valeiif.s   tirées  des 
équations  du  n"  12. 

cosZ  —  cosZ  + A-(cos»Z  — i) 


cosSH  = 


k  sin=Z 


A-sinZ 


7  ^/i  — 9./r  cosZ -f- /f' 


f 
c'est-à-dire,  en  l'aisanl  —  =  £ 


cosSH  =  — 


sinZ 


De  |tUis.  riii  aura 


sin  PSH  = 


sm  \'çt  —  q  i  eus  g 
^SH         ' 
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i>l ,  t'ii  siihstitiiani  l;i  vali'iir  de  sinfp  —  ^)cos«, 

sinPSH  -  <^osPsin(Q-gf)(/(cosZ-i) 
ysinSH  ' 

I'  1      ■    noi'       sin(Q  —  fl)  cosP 

ou  hieii.  a  causo  (le  siiiPSv  =  —       .   „ » 

sinZ 


.    ,_„       sinZ{/fcosZ— i)sinPSV 


sinSH 


y  sinSH 
/rcosZ  —  I 


donc 

par  coiiscciuoiil 


V^i  —  2  A  ces Z  +/f^ 
ysinSH  =  sinZ(/icosZ  —  i); 
sinPSH  =  sinPSV     et     PSll  =  PSV; 


d'où  il  s'tMisuit  que,  pour  trouver  le  pôle  H  des  parallaxes,  il  ii'v  a  (|u'à 
prolonger  l'arc  de  grand  cercle  SV  du  côté  de  V  [fig.  7),  cl  prendre  sur 


i''iî-  /• 


ce  prolongement  un  arc  SH  dont  le  cosinus  soit 


sinZ 


-,   c  est-a-dire 


siiiZ 


prendre  un  arc  .V  Ici,  (|ue  sin5  =  -,  el  l'aire  ensuite  l'arc  SH  -<)(>"-)- .v. 

S 

15.  Si  l'on  voulait  déterminer  la  position  du  pôle  H  sur  le  globe  par 
latitude  et  par  longitude,  il  n'y  aurait  qu'à  chercher  d'abord  l'angle  PSV, 
c'est-à-dire  l'angle  que  le  cercle  SV  passant  par  les  deux  astres  fait  avec 
le  cercle  de  déclinaison  PS  de  l'astre  S. 
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Soit  cet  angle  PSV  =  £,  ci  l'on  auiii  coniiiie  nous  l'avons  trouvé  ci- 
dessus  j 

sin(Q  —  (/)  cosP 

sin  £  ~  — ^-^^ 2J 

sinZ 

Ainsi,  dans  le  triangle  PSH,  connaissant  le  côté  PS  =  90"  - p,  le  coté 
SH  =  90"  -i-  *  et  l'angle  PSH  =  s,  on  trouvera  le  côté  PH  =  90"  —  a  et 
l'angle  SPH  =  f:j  —  q;  de  sorte  qu'on  aura 

sina  :=  cosp  cosi  coss  —  siiiy;  sins, 
cos5sine 


sin{i3-ç)  = 


cosp 


16.  Imaginons  maintenant  (|ne  les  astres  S  et  V  soient  en  mouvement, 
et  qu'au  bout  d'un  temps  (|uelcou(jue  ils  se  retrouvent  a  la  même  dis- 
tance Z  l'un  de  l'autre;  et  supposons  que  les  quantités/;,  q,  £,  a,  /5,  w  et  'Ç 
deviennent  alors  p',  q',  î',  a',  fj,  a  et  Ç',  on  aura  les  mêmes  formules 
qu'auparavant,  en  marquant  simplement  ces  lettres  d'un  Irait. 

Ainsi,  la  parallaxe  de  dislance  sera  jwur  cette  nouvelle  position  des 
astres  —  mcosÇ'. 

17.  Si  l'on  nomme  0  le  mouvement  horaire  de  l'astre  V  (xuir  s'appro- 
cher de  l'astre  S,  lorsque  ces  deux  astres  se  trouvent  pour  la  premii-re 
fois  à  la  distance  Z  l'un  de  l'autre,  et  0'  le  mouvement  horaire  du  même 
astre  V  pour  s'éloigner  de  l'astre  S,  lorsque  ces  astres  se  trouvent  p(un- 

la  seconde  fois  à  la  même  distance,  il  est  clair  qu'on  aura jr  cosX  et 

—  ttCOsÇ'  pour  les  deux  parallaxes  de  dislauce  réduites  en  lenq)s. 

De  sorte  que  si  /  es!  le  temps  an  lioiil  diKiml  les  astres  V  et  S  se  trou- 
vent pour  la  première  lois  à  la  distance  Z,  et  /celui  au  l)Outdu(|uel  ils  se 
retrouvent  à  la  même  dislance  par  rapport  au  centre  de  la  Terre,  et  (|ue 
T  et  T'  soient  les  temps  au  bout  desquels  les  mêmes  apparences  doivent 
avoir  lieu  pour  un  observateur  |)lacé  en  L,  on  aura 

1=/—  -g-COSi,        l'  =  /'-H  -gT  COSÇ'. 
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18.  De  là  on  pourra  trouver  le  temps  (]ui  doit  s'écoulei'  entre  les  deux 
uiOMieiits  où  les  astres  V  et  S  paraissent  à  la  niènie  distanee  Z  l'nn  de 
l'autre.  O  temps  sera 

T'  _  T  =  <'  -  /  -t-  /  (^  cosÇ  -4-  ^  cos  Ç 

mais  t' ^  t  est  le  temps  par  rapport  au  centre  de  la  Teri'e:  donc  l'efict  de 
la  parallaxe  sera  de 

I  Ij  cosÇ  +  ^  cos?' Jî 

c'est-à-dire  égal  à  la  somme  des  deux  parallaxes  de  distance. 
Soient  pour  plus  de  simplicité 

M  u'   '      , 

-  =  «'     et     —  =  (V  , 

5  5' 

en  .sorte  que  l'etlet  de  la  somme  des  parallaxes  soit  exprimé  |)ar 

(  (  iv  cos  i^  ■+-  u''  cos  'Ç  )  ; 

substituons  à  la  place  de  cos^  sa  valeur  trouvée  (10) 

cosacos4'  cos(<p  —  (3)  +  sinasiinj/, 

et  à  la  place  de  cosT  sa  valeur  correspondante 

cosa'  cos  4'  cos  (9  —  [3'  )  -t-  sin  x'  siii  'l*. 

et  la  quantité  wcosÇ-t-  w'cosÇ'  deviendra,  eu  ordonnant  les  teiines. 

(iv  cos  «cos  (3  -t-  a>'  cos  a'  cos  (3' )  cos  ij»  cos'f 
+  (w  cos  a  sin  (3  +  iv'  cos  a'  sin  (3'  )c(is']<  sin  9 
■+-  (  IV  sin  (Z  H-  <v'  sin  a')  sin '|. 

Donc,  si  l'on  suppose 

rcosAcosB  =  iv cos x cos (3  -(-  tv'  cos x'  cos (3' , 
r  cos  A  sin  B  ^  w  cosa  sin  p  +  tv'  cosa'  sin  j3', 
r  sin  \  =  ivsina  -1-  tv'  sin  a', 
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(vcosÇ  -H-iv'cosÇ'  =  r[cosAcos^!>cos{9  —  B)  +  sinAsin^*]. 

Or,  si  l'on  prend  sur  le  globe  terrestre  un  point  G  dont  la  latiludi'  suit  \ 
et  la  longitude  soit  B,  et  qu'on  nomme  =  la  distance  d'un  lien  t|uel- 
eonque  de  la  Terre  à  ee  point  G,  on  aura  en  général 

rosz  =  cosA  cosii  cos(9  —  B)  -4-  sinAsiiitj/; 

par  conséquent  la  somme  des  deux  parallaxes  de  distance  paf  ra|)poil  au 
lien  L  sera  exprimée  par  «Tcosz,  c'est-ii-dire  d'une  manière  analogue  à 
celle  dont  nous  avons  représenté  chacune  des  deux  parallaxes  en  parti- 
culier. 

D'où  il  suit  que  le  point  G  du  globe  terrestre  pourra  être  regardé 
comme  le  pôle  de  la  somme  des  parallaxes,  de  manière  qu'en  décrivant 
autour  de  ce  pôle  un  cercle  quelconque  la  somme  des  parallaxes  .sera  la 
même  pour  tous  les  pays  qui  se  trouveront  sous  la  circonférence  d'un  tel 
cercle. 

19.   Les  trois  équations  du  numéro  précédent  doniieut  d'abord 

r^  =  cv'  -H  iv'^  ■+-  7.a'iv'  [COSxcosa'  ces ([3'  —  3)  -t-  siiia  siua' J. 
Or,  si  P  est  le  pôle  du  globe  terrestre  l^g.  S;,  H  le  pôle  des  parallaxes 

Fig.  8. 


pour  la  première  situation  des  astres,  Il   le  pôle  des  parallaxi's  pour  la 
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siMMimlc  silu;ilioii,  en  sorlc  que  l'on  ait 

PH  =  <)o"  -  a ,     PH'  =  90"  -  a',     HPII'  =  P'  -  (3, 
iM  ([n'd!!  iiomiiu'  'j>  la  dislaiici'  HH'  des  deux  pôles,  011  aura 

COS&)  =  cosacosa'  cos((3  —  (3')  h-  siiiasina', 
t't  |)ar  t()iisé(|uent 


r  :=  y  (V-  -t-  2  wiv'  cosw  +  iv'' . 
Les  iiK'iiK's  <'(]uatioiis  (loiiiicnl  fiisuilc  ces  dcux-ri 

r  [cosa  cosAcos{j3—  B)  +  sinasinA] 

;=  u'  +  H''  [cosa  casa'  cosfp  —  (3'  )  -4-  siiia  sina'J, 

r  [cosa'  cosA  cos((3'  —  B)  -+-  sina'  sin  A] 

=  M''  +  «'[cosa cosa'  cos({3  —  (3')  +  siiiot  sina']. 

Or,  l'ii  liiaiil     //i;.  t^,  |).  '^49J  ''"'S  pôles  II  el  H  au  pôle  (1  de  la  somme 

lies  |)aiallaxes,  les  arcs  de  i^rand  cercle  HCi  el  U'(j,  el  U(uumanl  ces  ai'<-s  y 

el  y_.  on  aura 

cos)^  =  cosa  cosAcos(j3  —  B)-f-siiia  siiiA, 
cos-/  =  cosa'cosA  cos(j3'  —  B)  -»-  siiia'sln  A. 

nonc 

cosx  = 


w  +  w  cosw 


cos/  ^= 


y'tV'  +  7.WW'  COSO)  -f-  «''' 

iVCOSW  -f-  w' 
\Jvi>^  +?.«/«/  COSO)  +  w'' 


Ainsi,  connaissani   dans  le   Iriangle    HGH'    les    Irois  côlés    HH' =  o) , 
HG  =  /  et  H'G  =  /',  on  trouvera  la  position  du  pôle  G. 

An  reste,  si  l'on  voulait  connaître  les  valeurs  de  A  et  de  B,  c'esl-ii- 
diri^  la  latitude  el  la  longitude  même  du  |iôle  (i,  on  trouverait  immedia- 
lenienl,  par  les  é(|iiatious  du  numéro  |)récedenl. 


langB 


le  cosa  sin  p  -+-  «•'  cosa'  sin  (3' 
w  cosa  C0S|3  +  w'  cosa'  cosp'  ' 
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(PII  iiicii 

u,ng(B-S)  = '«''cosa'sin((3'-(3) ^ 

tv  cosa  +  m/ cosa"  cos(P' —  (3  ) 

,  (vsina  +  (v' sina' 

sin  A  : 


\Jw^  -h  -HVIV'  COSC)  -\-  iv'' 


20.   Si  l'on  avait  w'  =  w,  o'esl-à-dire  si  la  (|iiaiilité  w  était  la  inèine 
|)i)iii'  les  deux  situations  des  astres,  on  aurait 


r  =  «'  y'  2  +  a  ces  0)  =^  2  <v  ces  —  7 
et  ensuite 

,  ■      I  +  COSû)  0) 

cosv  =  cosy^^ =  cos  — 7 

W  2 

2  ces 

2 

et  par  fonséquenl 

'/.  =  !  =  -' 

ce  qui  montre  que  le  point  G  tombe  au  milieu  de  l'are  HH  . 

21.  Nous  avons  trouvé  ei-dessus    13)  pour  un  lieu  (|uel(nii(|ne  I.  de 
la  Terre,  dont  la  latitude  est  6  et  la  longitude  'v,  ré(|uation 

T  =  /  —  iw  eosÇ. 

Doue,  si  l'on  suppose  que  les  astres  S  et  V  aient  été  observés  eu  uuMue 
temps  dans  le  lieu  L  et  dans  un  autre  lieu  quelconque  M  dont  la  latitude 
soit  M  et  la  longitude  't>,  et  qu'on  tasse  la  distance  de  ce  dernier  lien  au 
pôle  des  parallaxes  H,  éyale  it  i,  on  aura  aussi 

0  =r  /  —  /(«'  ros^, 

(")  étant  le  temps  au  bout  du(|uel  les  astres  S  et  \  paraissent  ii  la  dis- 
tance Z  l'un  de  l'autre  à  un  observateur  placé  en  .M. 

Or,  puisque  ces  deux  quantités  T  et  W  sont  données  par  l'observation  , 
leui' dilleicnce ,  (|ue  je  nommerai  A.  le  sera  aussi,  de  sorte  (|u'oii  ;uira 

ré(|nati(Ui 

A  =  /«'  (  rosi  —  cosÇ  ). 
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Mais  1)11  a    10 

cosÇ  =  cosacos(j/  cos((B  —  j3)  -t-  sinasinJ;; 

<liiii('  on  aura  aussi 

cosl  —  cosa  cosM'  cos(  «J»  —  (î  )  -t-  sin  2  sin  M', 

d'i)!! 

(•oui  —  cosÇ  =  (cos4'cos4>  —  cos-.]/  cosç)cosacos(3 

-»-  (cosM'sin<l>  —  cost|i  sino)  cosasinji  -t-  (siiiM-'  —  s'm<\i)  sina. 

.Maiiili'iiaiil,  il  l'sl  visible  que  cette  (luantité  peut  se  ramener  à  la  l'orme 

V  [cosa  cosXcos(Y  —  (3)  -4-  sinXsina], 
en  faisant 

\  cosX  cosY  =  cosM^'  cos<l>  —  cosij'  coso, 

V  cosXsin  Y  =  cos*Fsin<I>  —  cos^'Sirnf», 

V  sinX  =  sin*t'  —  sirn}'- 

De  plus,  il  est  évident  (|ue  si,  dans  le  triangle  PHF  IJig.  9),  P  est  le  pôle 

l'''C-  9- 

r 

K 


(le  Tequatcur,  H  celui  des  parallaxes  et  F  le  lieu  qui  repond  à  la  latitude 
terrestre  X  et  à  la  longitude  Y,  en  sorte  que 

PH  =  90°  -  a,     PF  =  90"  -  X,     FPH  =  (3  -  Y, 
on  aura 

cosFH  =  cos  a  cos  X  cos  (P  —  Y)  -t-  siiiasiiiX, 

de  manière  (|u'en  nommant  ;  la  distance  du  pôle  II  au  |)oinl  F  ou  aura 
cosZ  —  cosÇ  =  V  cosL 
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22.  Piiiif  trouver  maintouant  la  valeur  de  la  quantité  V  et  la  [tusitioM 
(In  |)(iinl  F  sur  Ir  glohe,  ou  traitera  les  trois  é{|uylions  du  miniéro  précé- 
dent ecMume  ou  a  t'ait  etdiesdu  u"  17.  au\(|uelles  elles  siuit  eiitièrenie-iil 
aualoi^ues.  et  l'on  trouvera  : 

I"  Que  si  l'on  nomme  /.  la  distance  LM  enti'c  les  den\  lieux  d'obser- 
vation L  et  M.  ou  aura  V  =  asin-^; 

2 

2"  Que  si  l'on  prolonge  l'are  de  grand  cercle  LM  du  cote  de  .M    //,i;.  i  <>  . 

Fi[j.   10. 


1     \ 


et  (jue  du  point  du  milieu /on  prenne  /F  =  çjd".  ou  aura  le  point  clier- 
clie  F. 

Si    l'(Ui    voulait    counaitre    la    latitude  et    la    longitude   même   <le   ce 
poini   F.  on  aurait  sur-le-champ 

cos4"  sin  »!>  —  cos4<  siii  o 
''""'     ""  cos¥cos<î>  —  costj/ coso' 

siri^F  — sintL 
sm    \= r 

2  sin  - 

7. 

Ayant  détermine  ainsi  la  [«isition  du  point  F.  mi  aura  pour  le  temps  (|ui 
s'ec(Mde  entre  l'ohservaticui  eu  L  et  celle  en  .M  la  lornuile 

l 

n/d'COS  -  COS;, 


:  étant  la  distance  du  point  F  au  pôle  des  parallaxes  II. 
11. 
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23.  S'il  \  avait  Intis  ohscrvalcuis  |»la('cs  en  trois  ciididits  diUcrcnts  L, 
M,  N  (if  la  suiiact'  de  la  Ti'iir  {fig.  i  ij,  et  (ju'ayant  <i('crit  par  ces  trois 


Fig.  II. 


L 

points  les  aies  do  grand  cercle  LMF,  LNK,  ^^^D.  on  y  |)rit  des  points  du 
milieu  /,  m,  n  les  arcs  /F,  mE,  nD,  chacun  de  90  degrés;  qu'ensuite  on 
menât,  par  les  extrémités  F,  E,  D  de  ces  arcs  et  par  le  pôle  des  paral- 
laxes H.  les  ares  de  grand  cercle  FH,  EH,  DH  et  qu'on  nommât 

LM l, 

LN u. 

MN V, 

ros  FH X, 

rosEH r. 

ces  1)11 z, 

on  aurait 

temps  en  L  —  temps  en  M  =  y.iwx  ces  -i 
temps  en  L  —  temps  en  ^  =  yuvy  cos—^ 
temps  en  M  —  temps  en  N  =  7.iwz  cos  -• 

Donc,  pnis(|ne  ces  différences  sont  données  immédiatement  par  les  obser- 
vations, si  on  les  suppose  égales  à  a,  h,  c,  on  aura  les  trois  équations 

a  ^=  ■}.  tw  X  ros  - 1     o^raitv/cos— i      c  ^^iiwzco?,  -■, 
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d'où  l'on  tire 

,        >.  /. 

"  ces  -  c cos  - 

r= X,    2  =  — — ■ — X. 


Or.  t'ii  .supposant  la  position  dos  lieux  d'ohscrvaliou  L,  M,  N  donnée,  il 
est  clair  que  le  triangle  EFD  sera  donné,  aussi  bien  que  le  rapport  des 
cosinus  des  arcs  FH,  EH,  DH  qui  ahoutissent  au  même  point  H,  de  sorte 
qu'on  pourra,  à  l'aide  des  équations  précédentes,  trouver  la  position  du 
pôle  des  parallaxes  H. 

24.  Pour  cela  nous  nommerons  L,  M,  N  les  distances  FE,  FU.  DE,  et 
nous  aurons  dans  le  triangle  FEH 

rnc-  COSL  — jrr 

cos  FHE  =  -^      , 

\/l  — a:- v'i— r' 

dans  le  triangle  FDH 

„  cosM  —  xz 

cosDHF  =  - 

V'i-x=vi  — 2' 

et  dans  le  triangle  EDH 

_-,„         cosN  — rz 

cos  DUE  =:   — • 


Mais,  comme  la  somme  des  angles  (|ui  sont  autour  de  F  doit  taiic  (|ualr( 

droits,  on  aura 

cos(FHE  +  I)HF|=;cosDHE, 

c'est-à-dire 

cosFHE  X  cosDHF  -  siiiFHE  X  sinDHF  -  cosDHE. 

ou  bien,  en  carrant, 

(i  — cos'FHE)(i  — cos-DHF)  =  (cosDHE—  cosFHEx  cosIMH   ■. 

et  réduisant, 

,  _  cos'FHE  -  ros'DHI'  -  cosM)IIE  -t-  p.cosFlIE  x  (i.sKIlF  <  (osDUE  ---  o. 

Donc,  substituant  les  valeurs  trouvées  ci-d«'ssus  et  «'>taiit  les  denomina- 

45. 
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tours,  on  niii'a 

(i  —  x'){i  —  y-){i  —  z')  —  {cosL  —  xxy-{t  —  3')  — (cosM  —  .vz)'(i—y') 

—  (cosN  —  yzfii  —  .r')  -I-  2(rdsL  —  ar/){cosM  —  .rz);cosN  ~rz)  =  o, 

ro  (|iii  se  iimIuiI  it 

I—  cos'L  —  cos'M  —  ros=N  -(-acosLcosMcosN  —  jr'siii'N  —  y'sin'M  —  z'sin'L 
-+-  ■?.xy  (rosL  —  cosM  cosN)  4-  s^z(cosM  —  cosLcosN) 

■+-  2  jz(rosN  —  cosLcosM)  =  o. 

Or,  l'îiisiuit  pour  plus  de  simplicité 


6  cos  -  c  ros  - 


a  cos  -  a  cos 


en  sorte  que  l'on  inly  =  m.T  et  z  =  nx,  cl  substituanl  ces  viileuis  dans 
l'équation  précédente,  on  en  tirera 


^1  -  cos'  L-cos'  M  -  cos'N  +  2  cosL  cosM  cosN 


v/sin'N-t-m'sin'M-i-n'sin'L-  2m(cosI.-cosM  cosN)-an(cosM-cosL  cosIS)-  ^/««(cosN- cosLcosM) 

Ainsi  l'on  connaîtra  x  et  par  consé(inent  aussi  v  et  ;.  ce  (|ui  sullil  pour 
déterminer  la  position  du  point  H. 

25.   A  l'égard  des  arcs  L,  M  et  N,  il  est  i'acile  de  les  deleiiuitier  par  le 
moyen  des  arcs  ).,  u.  et  v,  qui  sont  supposé.s  connus, 
l-ln  elli'l,  (liiiis  le  triangle  FLE,  on  a 

FE  =  L,     LF  —  -  +  90",     LE  =  ^  +  90"  ; 
2       ■  2 

donc,  noninianl  r,  l'angle  en  L,  on  aura 

,        Au.  .   X  .   u. 

COsL  =  cos  -  cos  —  COSï)  4-  SUI  -  SUl  —  • 
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l)c  plus,  (l;ins  le  triangle  LMN,  on  a 

cosv  —  cos?.  cosu. 

rosïî  =  —     ■    .    . '-  ; 

sin/sinf/. 

flonc  on  aura 

cos- cos  ^  (cosv  — cosXcosf/.) 

oosL=  '-^ "  .    -,    . hsin  -  sin  ^^i 

sniAsinf/t  -2         ?. 


ou  bien 


Il  bien  encore 


,  COSv  —  COsXcOSa  .      }.  a 

cosL  = ^ '-  +  sin  -  sin  - 

,./..«  9.  ■?. 

4  Sin  -  sin  — 


,  I  -f-  COSV  —  COS),  —  ces  il. 

cosL= r c.. 

,    .     A    .     u. 
4sin  -  sin  — 


et  l'on  Ironvera  de  même 


,,  1 -f- COSM—  COSX  —  COSV 

COS  M  = — r , 

,   .     A    .    y 
4  sin  -  sin  - 


I  -+-  COS  X  —  COS  u.  —  COS  V 

cosN  = • 

F-    ■    ^ 


4  sin  —  sin 

(]e  que  nous  venons  de  démontrer  louchant  les  dill'erences  des  parallaxes 
observées  en  deux  ou  trois  endroits  dillérents  doit  s'a[)|)li(|ner  de  même 
aux  diflérenees  des  sommes  des  parallaxes,  dont  nous  avons  irailé  dans 
les  II"'  IG  et  suivants;  il  faudra  seulement  substituer,  dans  ce  cas,  au 
pôle  H  des  parallaxes  le  pôle  G  de  la  somme  des  parallaxes. 

2G.  Avant  de  passer  à  l'application  de  la  llieiirie  (|ue  nous  venons  de 
donner,  il  est  bon  de  remar(]uer  ipie,  comme  dans  la  projection  ordi- 
naire des  mappemondes,  qui  est  la  projection  stcrc'ognip/iii/iK  de  l'Iolé- 
mée,  tous  les  cercles  du  globe  deviennent  aussi  des  cercles,  on  pourra 
égajement  transporter  sur  la  mappemonde  les  dillérents  cercles  des  pa- 


358  MÉMOIRE  SUK   LE   PASSAGE  DE   VÉNUS. 

ralliixcs  cl  tics  soiniucs  des  parallaxes  que  nous  avons  enseigne  à  tracer 
sur  le  i;loi)c. 

Si  l'on  connaissait  pour  chacun  de  ces  cercles  la  position  de  trois 
points  queIcon(|ues,  il  n'y  aurait  ((u'à  chercher  sur  la  niappenu)nde  les 
points  correspoudants,  et  le  cercle  t|ui  passerait  pai'  ces  tiois  points  se- 
rait nécessairement  la  projection  du  cercle  décrit  sur  le  i^lohe;  mais, 
lorsqu'on  ne  connaît  (]ue  la  position  du  pôle  avec  l'ouverture,  c'est-à- 
dire  l'arc  ((ui  mesure  la  distance  du  j)ôle  à  la  circonrérence,  il  est  plus 
court  de  chercher  directement  le  centre  et  le  rayon  de  la  projection. 

Pour  résoudre  ce  Prohlènie,  soient  AB  le  diamètre  du  cercle  de  projec- 
ti(Ui  ^  Jîg.  12),  0  le  lieu  de  l'œil,  H  le  pôle  d'un  ceicle  décrit  sur  le  ghd»', 


dont  M.N  est  le  diamètre,  AVBO  un  giand  cercle  de  la  sphère  qui  passe 
par  les  points  0  et  H,  il  est  facile  de  voir  qu'en  menant  les  rayons  vi- 
sutds  OM,  ON,  le  cercle  MN  sera  projeté  par  un  autre  cende  dont  le  dia- 
mètre sera  ST  :  de  sorte  qu'en  divisant  la  ligne  ST  en  deux  également 
en  R,  le  point  R  sera  h;  centre,  et  la  ligne  RS  le  rayon  du  cercle  dont  il 
s'agil. 

De  |)lus,  si  l'on  suppose,  comme  dans  les  mappemondes  ordinaii'cs 
fig.  l'îj,  (|ue  le  cercle  de  projection  K.\PQB  est  le  premier  méridien,  et 
que  EQ  soit  le  diamètre  de  l'equateur  qui  y  est  perpendiculaire,  el  P  le 
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pôle  du  monde,  il  est  clair  qu'en  menant  par  les  points  P  et  H  l'arc  de 
méridien  PH,  on  aura  PII  éi^al  au  couiplénient  de  la  latitude  du  |)(iiut  II. 
et  l'angle  HPA  égal  à  la  longitude  de  ce  niênic  point. 


Fig.  i3. 


Donc,  si  l'on  nomme 

la  latitude  du  point  H a, 

la  longitude  du  même  point (3, 

l'arc  HM,  c'est-à-dire  l'ouverture  du  cercle  MN Ç, 

l'arc  AE V, 

l'arc  HA W. 

on  aura  d'abord,  dans  le  triangle  HAP  rectangle  en  A  (fig-  i3), 

tangAP  =  langPHcosHAP     et    sinHA  =sinPn  rsinHPX, 

c'est-à-dire 

tanga  .       ,,r  ■        r, 

taneV  = — ->       et     smW  =  cosasmp. 

cosp 

Knsuitt!  on  aura   fig-  12) 

AN  =  W  -t-  ?,     AM  =  W  -  Ç,     CT  =  tangVON  =  tang        =  col    -^, 


et  de  même 


w-ç 

es  =  col • 
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Donc 

\\  -c         w  -f-  r  w  -  r         w 

cot -^  -+-  cot cot ^  —  col  — 


CK -^—  ,     RS= ^- 

2 

Il  Ilirii 

CRz^  ^}1^ -,        RS: 


cos  VV  -I-  cos  Ç  cos  W  ■+-  cos  i^ 

An  n-slc.  I:i  solution  de  te  ProhU-nic  deviendrait  beaucoup  |)lus  facile 
si,  dans  la  projection  de  la  mappemonde,  au  lieu  de  supposer  VœW  dans 
l'eiiuaieur,  coiiuiie  on  le  fait  ordinairen)eiit ,  on  le  supposait  au  pôle 
iiieinc;  car  alors  tous  les  méridiens  étant  des  lignes  droites,  il  est  clair 
(|iie  le  centre  du  cercle  sur  la  mappemonde  se  trouverait  dans  le  même 
méridien  (pic  sur  le  globe,  ile  sorte  (ju'il  n'v  aurait  (ju'a  maniuer  sur  ce 
méridien  les  deux  points  par  où  doit  passer  le  cercle,  et  la  portion  de 
méridien  interceptée  entre  ces  deux  points  en  serait  nécessairement  le 
diaini'lri'. 

<^  III.  —  .■4jjpli(ati(»i  (le  la  llivoric  pvcvcdcnte  ati.x  passav^cs 
des  planètes  sur  le  disque  du  Soleil. 

il.  Sup[>osons  maintenant  (]iie  l'astre  S  soit  le  Soleil  et  (jue  l'astre  V 
soit  une  plani:te  (juelcoïKiue  (pii  passe  devant  lui;  en  faisant  Z  égal  an' 
demi-diamètre  du  Soleil,  on  aura  (  13j  —  /(vcosÇ  pour  la  parallaxe  d'en- 
trée et  /(v'eosr  [lour  la  parallaxe  de  sortie,  c'est-à-dire  pour  les  elléts  de 
la  parallaxe  sur  le  temps  de  rentrée  et  de  la  sortie  de  la  plaiii-le;  le 
sij;iie  —  mai(|uc  raicclcrati(Ui  du  coulacl.et  le  signe  -+-  le  relardeineiil. 

2S.  Soient  '  Ji^.  \!\\  S  le  centre  du  Soleil,  ELC  son  discjue,  VV  la  route 
de  la  [tiani'le  V  sur  ce  disque,  EC  réclipti(|ue ,  SL  le  cercle  de  latitude 
du  S(tleil,  SD  le  cercle  de  déclinaison;  en  menant  les  rayons  SV,  SV  et 
la  perpendiculaire  SR,  on  aura  SQ  égal  à  la  latitude  de  la  planète  au 
temps  de  la'  cttujonelion,  RSQ  égal  ii  l'angle  de  la  ligne  VV  avec  la 
ligne  EC,  c'est-ii-dire  à  l'inclinaison  de  l'orbite  relative  VV  de  la  pla- 
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iiclc  sur  l'rclipliquL',  DSL  égal  à  l'ani^lo  de  position  du  Soleil,  et  les 
angles  VSD  et  V'SD  seront  eeux  (|ue  nous  avons  nommés  i  et  î'  dans  les 
n"-  15  el  1(). 

Fig.  1.',. 


Soient  nommées  donc 

La  latitude  de  la  planète  au  temps  de  la  eonjonrtion ...  A 

L'inclinaison  de  son  orbite  relative  sur  l'éclipliquc.  ...  1' 

L'angle  de  position  au  moment  de  l'entrée H 

L'angle  de  position  au  moment  de  la  sortie H' 


On  trouvera  d'abord   la  moindre  distance  de  centre  SR 
suite,  faisant  l'angle  VSR  =  o,  on  aura 

A  cosT 


Acos^':  en- 


et  par  conséquent 


=  /;+Y-+-n'. 


Connaissant  par  ce  moyen  les  angles  =  el  s',  et  connaissant  aussi  les  décli- 
naisons du  Soleil  p  elp'  pour  les  moments  de  l'entrée  et  de  la  sortie,  on 
trouvera  aisément  f  14)  la  position  des  |)oles  H  et  H',  (pie  nous  nomme- 
rons dorénavant  pôles  (rentrée  et  de  sortie:  ainsi  on  connaîtra  pour 
clia(|ue  lieu  de  la  Terre  les  angles  Ç  et  'Ç' . 

Nous  remarquerons  seulement  (jue,  comme  l'angle  c  tomlie  de  l'autre 
côté  du  cercle  de  déclinaison  SD,  il  faudra  aussi,  dans  \iijig.  7,  p.  ?>.\(u 
prendre  l'arc  SH  de  l'antre  côté  de  PS:   ainsi,  l'angle  SPH  devra  être 
11.  -it' 
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regai'dt'  comnif  nei^atif,  c'csl-à-dirt'  (|iii'  cet  angle,  au  lieu  (rélre  sup- 
pose égal  à  p  —  y',  devra  èlre  au  eoniraire  égal  à  q'  —  p'. 

29.  A  l'égard  des  niouvcnieiUs  horaires  0  e(  5  ,  il  est  facile  de  voir 
que,  si  l'on  nomme  le  mouvement  horaire  de  la  planète  sur  son  orbite 
relative  au  moment  de  l'entrée,^,  et  au  moment  de  la  sortie  â',  on  aura 


c'est-à-diie 


VR  . 

r,           VR    „, 

-  — r-  •*  . 

ô'—    —S', 

>\ 

s\ 

—2 y =3^8111/,, 


Ô' =  — ï = =5'sill/;. 

Dans  les  passages  de  Mercure,  les  <|uanlités  .9-  et  &'  penveiil  dillcrer  entre 
elles  de  quelques  secondes,  à  cause  de  la  grande  excentricité  de  cette 
planète;  mais  dans  ceux  de  Vénus  la  dillerence  de  ces  deux  (juantités  est 
absolument  insensible.  Il  en  faut  dire  autant  des  (juantités  u  et  ;/',  (|ui 
expriment  les  tap|)orls  des  distances  de  la  plani'te  au  Soleil  cl  à  la 
Terre  (13  .  de  sorte  (|ue  dans  ces  derniers  passages  on  peut  supposer 
w  ■=--  w. 

30.  M.  de  Lisl("  csl  le  |)i'emier  qui  ait  en  ri<lee  de  tracer  sur  le  globe, 
aussi  bien  (|ur  sur'  la  iiKip|)ciM(tri(ic ,  les  diMcrents  <'ercles  des  |)arallaxes 
d'entrée  et  de  soi-tie  dans  les  passages  des  planètes  sur  le  dis(|ue  du  So- 
leil. Il  l'exécuta  d'almrd  pour  le  passag<' de  Mercure  de  i^jS  et  ensuite 
pour  celui  lie  \  iinis  de  lytii.  et  M.  de  j.alande  a  rempli  le  même  objet 
pour  le  passage  de  Néuus  (|ui  s'observera  en  i7t)<).  (iomme  .M.  de  Lisie 
n'a  point  donné  b's  principes  de  sa  méthode  et  que  M.  de  Lalaude  n'a 
ileduit  la  sienne  (pie  de  la  théorie  des  projections,  j'ai  cru  qu'il  n'était 
pas  tout  il  fait  inutile  d'examiner  celte  matière  par  l'analyse;  d'ailleurs, 
suivant  les  méthodes  dont  nous  venons  de  parler,  pour  trouver  le  pôle  H 
d'entrée  ou  de  sortie,  il  faut  prolonger  l'arc  de  grand  cercle  SV  en  H,  de 
manière  que  l'on  ait  ' fig.  7,  p.  346)  SH  — -  90",  au  lieu  que  nous  avons 
trouvé  f  14j  que  l'arc  SH  doit  être  égal  à  90"-!-  s,  l'arc  s  étant  tel  que 


I 
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^'ius=     --  •  Il  est  vnii  (juc.  coiniuc  Z  (Iciui-diaiiii'lrf  du  Suli'il  u\'st  qui- 

d'environ  lO  niiiuitfs.  et  (|iic  hi  (iiumlité  g,  rapport  des  distances  de  la 
planète  et  de  la  Terre  au  Soleil,  est  a  peu  près  -j^  pour  .Mercure  et  -j^  pour 
Vénus,  l'angle  s  ne  sera  que  d'environ  '^7  minutes  pour  la  première  de 
ces  deux  planètes  et  de  22  minutes  pour  la  seconde,  et  qu'ainsi  l'erreur 
sera  toujours  fort  petite. 

Cependant,  comme  on  pourrait  ap[)liquer  la  même  théorie  à  des  cas 
où  la  distance  Z  ne  serait  plus  très-petite,  il  m'a  paru  important  de  ré- 
soudre le  Piolili'ine  en  toute  ritjneui-. 

31.  Mais  ce  n'est  pas  là  le  seul  avantage  de  notre  méthode.  On  sait 
que  la  plus  importante  de  toutes  les  observations  que  l'on  puisse  faire 
dans  un  passage  de  Venus  est  celle  de  la  durée  du  passage;  aussi,  le 
principal  objet  des  voyages  qui  ont  ete  entrepris  à  l'occasion  du  passage 
de  1761  était  de  nous  procurer  des  observati(ms  de  la  durée  dans  les 
lieux  où  les  elléts  de  la  parallaxe  devaient  être  les  plus  sensibles  et  les 
plus  opposés,  et  tel  est  aussi,  je  crois,  le  but  des  voyages  auxquels  les 
Astronomes  se  disposent  actuellement. 

Or.  suivant  ce  (|ue  nous  avons  démontre  dans  les  n"*  18  et  suivants,  la 
parallaxe  île  durée  est  exprimée  en  gênerai  par 


/  \/a''  -I-  awd"'  oosw  -+-  «'''  ces  r. 

z  étant  la  distance  du  lieu  (ridiscrvalion  au  pôle  (i,  dont  la  position  est 
donnée  sur  le  globe:  de  sorte  (|iic  la  ()arallaxc  dont  il  s'agit  sera  absolu- 
ment nulle  dans  les  lieux  placés  sous  la  circonférence  du  grand  cercle 
qui  aurait  le  nuMue  point  G  pour  pôle,  et  ([u'clle  croîtra  en  raison  des 
sinus  des  distances  à  ce  même  cercle.  On  |)ourrait  donc  aussi,  si  l'on 
voulait,  tracer  sur  un  globe  ou  sur  une  mappemonde  diUerents  cercle^ 
de  (Jurée,  c'est-à-dire  tels,  que  la  durée  du  [tassage  lût  la  même  pour  lou.v 
les  pavs  (jui  se  trouveraient  dans  la  circonférence  île  chacun  d'eux, 
l'cqjcration  serait  absolument  la  même  que  pour  les  cercles  d'entrée  et  de 
sortie  de  .M.  de  Lisle.  en  prcnaul.au  lieu  du  pôle  11  ou  11  .  le  pôle  G  (19,. 

4(;. 
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32.  .Ma  nU'tliiMli-  doiiiu'  de  plus  un  niuyi'ii  l'acilr  de  coniitai'i'i'  ciili'o 
elles  les  observations,  soil  de  l'enliée  ou  de  la  sortie,  .soit  de  la  durée  du 
passage,  faites  en  plusieurs  endroits;  car  nous  avons  trouvé  que  la  dill'é- 
rein-e  entre  les  UKuneuIs  de  l'entrée  ou  de  la  sortie  |)our  deux  endroits 
(|U(deon(|ues  est  e\pi-iniee  généralement  par 

À 
•'/K'  ces-  rost, 

les  angles  /.  o[  £  dependaiil  de  la  |)ositi()n  des  lieux  d'nliservalion  et  de 
eelle  des  pôles  d'entrée  ou  de  sortie    22^. 

Il  en  est  de  même  des  dillérenees  de  durée,  en  prenant  le  pôle  tie 
durée  il  la  place  de  celui  d'enirée  ou  de  sortie. 

Ainsi,  connaissant  exactement  la  position  des  lieux  d'observation,  et 
avant  déterminé,  soit  par  les  tables,  soit  |)ar  l'observation  même,  les  élé- 
ments d'où  dépend  la  position  des  pôles  (28 j,  on  trouvera  iuiniediate- 
ment  la  valeur  de  /,  c'est-à-dire  la  parallaxe  du  Soleil.  (|ui  est  le  princi- 
pal objet  des  observations  des  passages  de  Vénus. 

:i3.  Si  l'on  avait  trois  observations  faites  en  trois  endroits  dillerenls, 
on  n'aui'ait  besoin  (pie  de  cunnailre  la  |»osilion  de  ces  trois  lieux  pour 
pouvoir  déterminer  la  parallaxe  i  du  Soleil;  car,  dans  les  formules  des 
n"'  23  et  suivants,  on  aurait  |)ar  observation  les  valeurs  des  cpiantilés 
a,  b,  c,  dillérenees  entre  les  lenips.  s(»il  de  reiiti'ee.  soit  de  la  soitie  ou 
de  la  durée,  observes  dans  les  trois  lieux  donnés;  ensuite,  les  distances 
respectives  de  ces  mêmes  lieux  donneraient  les  valeurs  des  angles  /.,  a,  v, 
et  par  coiise(pn'nl  aussi  celles  des  angles  l>,  .M,  N  '25  i  ;  ainsi  \'nn  trouve- 
rait la  valeur  de. r    24,,  bupielle  étant  mise  dans  l'eipialion 


a  =  ?.  ;  ivx  cos  -  > 


on  en  tirerait  la  valeur  de  /. 


34.  dette  metliode  de  ((Uinaitre  la  parallaxe  du  Soleil  |)ar  le  moyen 
de  trois  observations  me  parait  la  plus  commode  et  la  plus  exacte  de 
toutes;  il  faut  seulement  leuKii'ipier  que,  si  l'on  veut  se  servir  des  obser- 
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valions  de  rentrée  ou  tle  la  sortie,  il  est  nécessaire  de  tonnaitic  avec  une 
très-grande  précision  les  dift'érences  des  méridiens  des  lieux  d'observa- 
tion pour  avoir  les  valeurs  exactes  des  dift'érences  des  temps  a,  h,  c: 
mais,  si  l'on  emploie  les  durées  observées,  les  différences  des  méridiens 
n'entreront  plus  que  dans  la  détermination  des  (juantités  ).,  v..  v,  et  par 
conséquent  il  suffira  qu'elles  soient  connues  à  très-peu  près,  aussi  bien 
que  les  latitudes  des  lieux. 

35.  Au  reste,  pour  savoir  si  le  passage  sera  visible  dans  un  lieu  (joel- 
conque  donné  L,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  la  hauteur  du  Soleil  dans  ce 
lieu  aux  moments  de  l'entrée  et  de  la  sortie. 

Soient  donc  a  la  hauteur  du  Soleil  au-dessus  de  riiuii/nu  du  lieu  L  au 
moment  de  l'entrée,  et  7'  la  hauteur  au  moment  de  la  sortie:  il  est  clair 
que  les  distances  du  même  lieu  L  aux  lieux  de  la  Terre  auxquels  le  Soleil 
sera  perpendiculaire  aux  moments  de  l'entrée  et  de  la  sortie,  et  qui  sont 
déterminées  par  les  latitudes  «  et  cr.'  et  par  les  longitudes  ,S  et  p',  il  est 
clair,  dis-je,  que  ces  distances  seront  les  compléments  des  angles  7  et  7'; 
c'est  pourquoi  l'on  aura 

sino"  =  cosa  cos'J/C05(j3  —  3)-)-sina:  sin-A, 
siii7':=  CCS  a' ces  iL  cos((3'  —  3)  -)-  sina'sintL- 

36.  Reaiarqie.  —  Lorsque  l'angle  Z  est  fort  petit,  on  pourrait  avoir 
quelque  scrupule  sur  la  réduction  que  nous  avons  faite   13  de  re<|uation 

cosZ'  =  COsZ  -I-  iii  sinZ  rtjs'l 


a 

car,  soit 

on  aura 

donc 


Z'  r=  Z  —  iu  ces  ?  ; 

Z'  =  Z-r-. 

cosZ'  =:  cosZ  —  -  sinZ  —  —  rosZ 


-siiiZ -I- —  cosZ  —    .  .       —  //<  siiiZ  (■o>I. 

et  par  ((Uisequenl 

-'colZ  „ 


366  MÉMOIRE  SLR   LE  PASSAGE  DE  VENUS. 

d'oii  l'on  lirt' 

I  "     r  =  —  iu  ros  ~ , 

/'«'colZcos'i: 
1"     t:  =  —  IU  rosi. ■  1 


et  ninsi  de  suit»'.  Oi'.  comme  /  esl  une  (|miiilile  f'oil  |ielite,  nous  ;ivons 
eru  pouvoir  nous  en  tenir  a  la  preuiii're  valeur  appiocliee  de  -.  savoir 
— /weosÇ,  d'où  résulte  l'équation 

Z'  =  Z  —  iu  cos?: 

cependant,  lorsque  l'angle  Z  est  assez  petit  pour  que  la  valeur  de  cotZ  soit 

i'      .  •!•        Il  1         ■      I     •  I      .  ('-M^COlZ  C0S=ï  J     •.       I 

tort  considérable,  il  esl  clair  que  le  terme ^^ ne  doit  plus  être 

négligé  vis-à-vis  du  ternie  mcos^. 

Pourapprécier  l'efTetqui  résulteraild'une  telle  négligence  dans  les  pas- 
sages des  planètes  sur  le  disque  du  Soleil,  nous  remarquerons  que  le  rap- 

,                      ,         .,     ,     .                                      ■     .     1            mcotZeosi: 
port  des  termes  dont  il  s  agit  est  exprime  en  gênerai  par '-, 

1  1  j         I  .    1     '«  coiZ     .. 

de  sorte  que  sa  plus  grande  valeur  esl  de   — ^ Or.  on  a  environ 

Z  =  r(>'.  /  =  sinio",  m=:o,63i6  pour  Mercure,  et  u  =  2,GiV\  pt>u'" 
Vénus,  d'où  l'on  trouver;!  pour  les  passages  de  .Mercure 

/MCOtZ  ,    „, 

^  o,ooc)?o4. 


et  pour  ceux  de  Vénus 


/«cotZ  _-   , 
=0,013594. 


Ainsi,  l'erreur  ne  sera  dans  le  premiei'  cas  que  de  —77;  du  total,  mais 
elle  sera  de  j—^  dans  le  second,  de  sorte  (]ue  si  le  plus  grand  elVet  de  la 
parallaxe  était  de  8  minutes,  comme  il  le  sera  à  très-peu  |)i('s  dans  le  pas- 
sage de  17O9.  la  plus  grande  erreur  serait  d'environ  G  secondes. 

Au  reste,  (iuel(|ue  petite  que  soit  cette  erreur,  si  (]uel(nie  calciilalenr 
scrupuleux  voulait  alisolumeiil  l'éviter,  il    le  pourrait  aisément.  Pour 
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cela  ,  il  suflirait  de  remarquer  que 

,,  ,  .    Z'  -  Z     .    Z'  -(-  z 

cosZ  —  cosZ  =  7.  sin sin 

el,  en  faisant  dans  le  second  membre  Z'  =  Z  —  ;:, 

cosZ'  —  cosZ  =  ?.sin-  sin  (z  +  -  j- 
de  sorte  qu'on  aurait  rigoureusement  l'équation 

2  sin—  sin  (Z  +  -\  =:  —  »/sinZrosÇ, 
ou  bien,  à  cause  que  -  est  un  angle  fort  petit. 

-  sin  I Z  +  -  )  =  —  /«  sin  Z  r-os  ?, 

d'où  l'on  tire 

«MsinZ 

cosç. 


sin  (Z  +  - 


ou  bien,  en  substituant  pour;:  sa  première  valeur  approcliee  —iucosÇ, 

/«sinZcosÇ 


.     /„       iu  cosr\ 
m(Z--^-j 


d'oii   l'on  voit   qu'il  n'y  aura  qu'il  augmenter  la  parallaxe  (rentrée  en 

raison   de  -, ; ^^   à   i,  et  la   parallaxe  de  sortie  en  relie  de 

.    /„       IU  cosC\  ' 

sm  (Z 1 

sinZ 

—r-i pT^a    I. 

.    ,„      lu' cost'\ 
s,n  (  Z 


A  l'égard  de  la  parallaxe  de  durée,  comme  elle  doit  être  égale  à  la 
somme  des  deux  parallaxes  d'entrée  et  de  sortie  IS  .  il  n'y  aura  qu'à  y 
ajouter  ces  deux  correction» 

iCOtZ  ^  1,  J,  ICOlZ  ,  y,  11  J 

Il  cosÇ  X  parallaxe  d  entrée  h u  cos~   X  parallaxe  de  surlie. 


3r.8  MKMdlKi:  SLH   I.K   PVSSVCK  DK  ^l•:^us. 

Ainsi.  Iiirs(|u'iiii  voiidi-i  laiit'  iis;ii;c  de  l;i  iiiclliodc  du  ii"  2:i  pour  dcdiiiro 
l;i  |);ir;dl;i\i'  du  Siili'il  de  liuis  (iljsci'Viilioiis .  il  l'iuidr;! ,  |i(Hii'  [tins  d'cxac- 
liliidi-,  ii|)|)ru|iH'r  d'iiljord  ces  coiTcctidiis  aux  ()l)scivatiiiiis  niriiics;  mais 
je  crois  (|iu'  celle  précaution  sera  le  plus  souvent  supcrlUie. 

i;^  ]\ .  —  /)//  jxi.s.sa^e  (le  I  ('■nus  (jiii  s'obsi'iveid  le  3  j/iiii   ijGf) 
(1//  soir. 

37.  Comme  les  ciiconstances  de  ce  passage  ont  déjà  élé  détcririinées 
par  dillérents  Astronomes,  et  surtout  |)ar  MM.  Pini^ré  et  de  I.alande, 
d'après  les  Tahles  de  M.  Halley,  corrigées  sur  les  ohservations  du  pas- 
sage de  I7()i,  et  (|ue  leurs  résultais  s'acCordcnl  d'ailleurs  à  Iri's-peu 
près,  j'ai  cru  pouvoir  me  dispenser  de  les  calculer  de  nouveau,  et  je  me 
suis  contenté  (rem|)runter  de  M.  de  Lalande  les  éléments  suivants  : 

Temps  vrai  de  la  conjoiirlioii  au  méridien  de  i'aris lo'vySS* 

Longitude  du  Soleil ?,'i3''27'  lo" 

Latitude  géoocntrique  de  Vénus >  i"'  •3",4 

Inclinaison  de  l'orbite  relative  de  \  éiius  sur  réclipiicpie 8"?()' 

Mouvement  horaire  de  Vénus  sur  l'orhite  relative 4' 

Mouvement  horaire  du  Soleil :>'  i3",5 

La  dislanci'  du  Soleil  à  la  Terre  (en  supposant  la  moNcnne  =i).  .  i,oi5i4 

La  distance  de  \  énus  au  Soleil 0,75627 

Le  deini-dianiétre  du  Soleil '5' 47" 

Li-  di'iiii-diamélrc  de  \  (MIUs ■.>,<)" 

3S.    Ainsi .  on  aura  d'aliord 

A 10'  i3",4 

»  =  S' 4'"" 

Y 8"  nç)'  o" 

Z •  i5'47" 

r I  ,oi5r4 

./■ 0,70627 


MÉMOIRE  SUR   LE  PASSAGE   DE  \  ÉNUS.  309 

d'où  l'on  trouvera 

AcosY lo'fi",- 

V 5o"9'  37" 

9=0' i84",26 

R  =  /--/ 0.28887 

log  g- 9,8545722 

s 22'  3" 

log;<  =  logw' 0,4003957 

log(v=:  logu'' 1,6912165 


d'où 


'  =  u'' 49">"5 


("J'ai  multiplié  ici  la  valeur  de  ^  par  36oo  j)()ur  avoir  la  valeur  de  «-eu 
secondes.  1 

A  l'égard  de  i,  on  remarquera  que,  eomnie  le  iiiouvcmeiil  JKiraire  0 
est  exprimé  en  secondes,  il  faudra  de  même  exprimer  en  secondes  la 
parallaxe  du  Soleil;  de  sorte  que  la  quantité  i  dénotera  le  nombre  des 
secondes  qui  déterminent  cette  parallaxe. 

39.  Maintenant,  on  trouvera  dans  la  //i,^.  i/j  du  paragraphe  précèdent 
p.  36i) 

10gVR=:  2,8616200, 

logQR  =  1,9565997, 

d'où,  eu  réduisant  ces  quantités  eu  temps,  à  raison  de  4'"'  P'""  lieure. 
on  aura 

i     III 
La  demi-demeure  du  centre  de  Vénus  sur  le  disque 3     1 .47 

La  diflérence  entre  la  conjonction  et  le  milieu  du  passage, 

laqui'llc  (Idii  s'ajduler  à  la  foiijdnclion 22.37 

De  sorte  ([u'cui  aura  au  méridien  de  Paris 

Il  Ul         > 

L'entrée  du  centre  à 7 . 3o. 43 

Le  milieu  du  passage  à io.32.3o 

La  sortie  du  centre  à 1 3 .  34  •  1 7 

IL  4? 
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()i.  riiilcrviillt'  ciilrc  le  (•oiiiiiiciu'ciiiciil  du  passage  cl  la  l'oiijoiiction 
l'iaiil  (lo  2''  3i)"'io%  t'I  riiiU-rvalIc  t'iilrc  la  cuiijoiK  lion  fl  la  tin  du  pas- 
sage t'tanl  de  '^^2l^"'2l^\  on  Irouvera  G' 20"  à  lelianclici' de  la  longitude 
du  Soleil  au  lemps  de  la  eonjonelion,  el  8' 8"  à  y  ajouler,  pour  avoir  les 
longitudes  aux  nioiiients  de  l'entrée  el  de  la  sortie;  de  sorte  (iu'i>n  aura  : 

Ldiiijiiiuli'  du  Soleil  pour  l'eulrée.  •  .       a.iS.ao.So 
l.()n{;iui(le  du  Soleil  pour  la  sortie   ...     7. .  i3.35.  i8 

d'où  l'on  trouvera,  en  supposant  rol)li(|uitéde  récli[)li(|ue  de  23"  28' 10", 
telle  (ju'elle  sei'a  an  mois  de  juin  lyGç), 

p    ^  29.  .25.46,  p'    =   22.27.-33, 

n  =    7.   5.3o,       n'=   6.5ç).35, 
et  par  eonséquenl 

£  =  34"  35'  7  " ,     e'  --^  65°  38'  12". 

Kniin,  en  eonverlissanl  les  lemps  de  l'entrée  el  de  la  sortie  en  degrés  à 
rai.son  de  i5  degrés  par  heure,  on  aura  les  angles  horaires  du  Soleil  par 
rapport  à  Paris,  eomptés  d'Orienl  en  Oeeidenl;  donc,  en  prenant  les 
eomplémenls  de  ces  angles  à  36o  degrés  el  y  ajoulanl  20  degrés  longi- 
tude de  Paris,  on  aura,  pai-  l'apport  au  premier  méridien, 

^  =  267" ly' i5",     (/'      i76"25'45". 
40.   Cela  posé,  on  aura  dans  le  triangle  PSH  (Jig.  7,  p.  MG) 
PS  =  90"  —  p,     SH  =;  90"  -(-  s,     1»S1I  =-  c 
pour  l'entrée,  el 

PS  -  90"  -  //,     SH  r^  90"  4  s,     PSH  ^  £' 

pour  la  sortie  '  14  et  suivants);  ainsi  l'on  trouvera  :  1"  le  rôti'  PH.  (|ui  sera 
dans  le  premier  cas  égal  à  <)()" —  y.,  <'t  dans  le  second  égal  ;i  ()()"—«'; 
2"  l'angle  SPH,  qui  sera  dans  le  premier  cas  égal  a  [i  —  q,  el  dans  le 
second  égal  à  q'—fi';  de  sorte  qu'on  connaîtra  parce  moyen  les  lati- 
tudes «,  (/.'  et  les  longitudes  /3,  [î'  des  |)oles  d'entrée  el  de  sortie. 


I 


MÉMOIFÎE  SI  K    LE   PASSAGE   DE   VÉNUS.  371 

On  trouvera  donc 

a  ^=49-^o-   7'      (3  =20.44 -'3, 
a' =  9.2. 15.27,       (3' =  76.15.   8. 

41.  Pour  trouver  maintenant  le  pôle  de  durée,  on  reniar(|uera  qu'à 
cause  de  «•  =  «''  ce  pôle  tombera  précisément  au  milieu  de  l'arc  qui 
passe  par  les  deux  pôles  d'entrée  et  de  sortie  (19y. 

Soient  donc  'fig.i^.  P  le  pôle  du  globe  terrestre,  H  el  H  les  pôles 

Fig.  16. 

p 


d'entrée  et  de  sortie,  et  G  le  pôle  de  durée,  en  sorte  que  H'G  =^HH': 
on  aura  dans  le  triangle  HPH' 

PH  =  9o"-a,     PH'  =  9o°-a',     HPH  =  (3- (3; 

ainsi  l'on  trouvera  le  côte  IIH' =  oj  et  l'angle  H';  ensnile,  dans  le  trian- 
gle PHG,  connaissant  les  côtés  H'P  et  H'G,  avec  l'angle  coniitris  H',  on 
trouvera  le  côté  PG  =  90°—  A  et  l'angle  H'PG  =  /5  —  B. 
On  aura  donc; 

r,)  =  47.14.44, 

A  =  38.2i.53, 
B^  56.   4.23; 

el  comme  1=  p.mcos-    20  ,  on  aura 
2 

r 

—  — -  45' >ooo  ;<  log  i,6532ut)3. 
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42.  Voilà  tous  les  éléments  nécessaires  pour  calculer  les  parallaxes 
(iViitrco,  (le  sortie  et  de  durée  dans  le  prochain  passage  de  Vénus  sur  le 
Soleil;  MOUS  allons  les  remettre  ici  en  peu  de  mots  sous  les  yeux  de 
l'Académie. 

Le  lieu  du  pôle  d'entrée  est  ii  49" 20' 7"  de  latitude  et  à  26"44'  i3"  de 
-longitude;  ainsi,  ce  pôle  tombe  entre  Francfort  et  Nuremberg,  près  de 
Miltenbcrg. 

\a\  lieu  du  pôle  de  sortie  est  à  22"  i5'27"  de  latitude  et  à  yG^'i-VH"  de 
longitude;  de  sorte  qu'il  tombe  près  de  Mascate,  en  Arabie. 

Entiu  le  pôle  de  durée  est  à  38"  21' 53"  de  latitude  et  à  5G"/|'23"  de 
longitude,  c'est-à-dire  à  environ  2  degrés,  tant  à  l'Orient  qu'au  Nord  de 
la  ville  d'Alexandrette. 

Ces  trois  pôles  étant  ain.si  déterminés,-  si  l'on  nomme  Ç  la  dislance 
d'un  lieu  ([uelconque  de  la  Terre  au  pôle  d'entrée,  'Ç  sa  distance  au  pôle 
(le  sortie  et  :  la  distance  du  mènu'  lieu  au  pôle  de  durée,  on  aura,  en  dé- 
notîHil  par  /  le  nombre  des  secondes  de  la  parallaxe  du  Soleil  : 

,   sm  rciUiiT  (lu  (ciilrc —  /{ç),ii5i  cos'Ç, 

Effci  (le  la  paiallavr.  .       siu'  la  sortie  du  cenlie -+-  49)  •  i5/cosÇ', 

'  sur  la  demi-durée  du  passage.      +-  45,ooo('c()ss; 

le  signe  --  ruarcpie  l'accélération  et  le  signe  -1-  le  rctardcnu-ul  par  rap.- 
porl  au  (•(■iili'c  (le  la  Terre. 

De  lii  on  voil  :  i"  qu'en  supposant  la  parallaxe  du  Soleil  de  10  se- 
condes, le  plus  grand  eli'et  de  la  parallaxe  sur  l'entrée  et  la  sortie  sera 
de  /(<)i  secondes  ou  de  H"'ii',  et,  sui'  la  dui'ée,  de  ()()(>  secondes  ou  de 
iS^o";  2"  que  les  lieux  les  [)lus  l'avorables  pour  observer  ce  passage  sont 
ceux  (|ui  sont  le  plus  près  de  l'un  des  trois  pôles  ou  des  |)oints  (|ui  leur 
sont  diamétralement  opposés;  et  comuie,  dans  la  |tlus  grande  partie  de 
l'Europe,  on  ne  pourra  guère  voir  (jne  l'entrée  de  Venus,  il  sera  avanta- 
geux de  l'observer  le  plus  près  (|u'il  sera  possible  du  pôle  d'entrée. 

i'.i.  La  (lillereiK  ('  des  mériditMis  entre  l'erlin  el  l*;iris  étant  de  /\iY  a^" 
orientale,   on   ;iiiia.    pour   le  méridien   de   Berlin,   renlre(ï  du  centre  ii 
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8''i,V"8'.  Or,  la  latilude  île  Berlin  étant  de  52"32'3o",  et  la  luii^itiulf 
(le  '^l"  ()  i5",  on  trouvera 

ces?  =  0,9658485, 

et  l'entrt'e  y  sera  accélérée  de  '17%  438/;  de  sorte  (ju'en  faisant  1  =  ro 
on  aura  7™  54'  pour  l'elT'et  de  la  parallaxe;  à  Herlin. 

Si  l'on  voulait  corriger  ce  résultat  suivant  la  remarque  du  11^'  !{6.  il 

l'audrail  le  niiillinlicr  par  -; — ?t4^»  c'est-à-dire  |)ar   i  ,01  jS:?»),  ce  (lui 
'  '        sini5  35  '  ' 

donneiait  48%()/|7/'  pour  l'elfet  de  la   parallaxe,    laijuelle,   en   faisant 

«'  =  10,  serait  donc  de  8"o'',  c'est-à-dire  de  6  secondes  plus  grande.  Ainsi 

l'entrée  du  centre  de  Vénus  se  verra  à  Berlin  à  8*"  7"  8'. 

On  voit  par  là  que  Berlin  est  un  des  pays  de  l'Europe  où  l'ellct  de  la 

parallaxe  sur  l'entrée  sera  le  plus  sensible;  mais  comme  le  Soleil  sera 

près  de  se  coucher,  l'ohservalion  ne  pourra  guère  se  faire  avec  succès. 

En  eiïet,  ayant  calculé  la  hauteur  du  Soleil  à  8'' 7"",  j'ai  trouvé  qu'elle  ne 

doit  être  que  de  i^^lV;  de  sorte  (jue  l'observation  de  l'entrée  de  Vénus 

sera  nécessairement  fort  équivoque  et  ne  sera  presipic  (r;iniiiiH'  utilité. 

44.  En  jetant  les  yeux  sur  la  carie  de  rAllenuigne,  je  vois  ([ue  la  ville 
d'Enibden  aura  à  peu  près  le  même  avantage  (|ue  Berlin  par  rapport  a 
l'ellét  de  la  parallaxe;  mais  elle  aura  de  plus  l'avantage  (pie  l'enlree  y 
pourra  être  observée  à  quelques  degrés  d'élévation  au-dessus  île  l'Iiori- 
zon,  condition  nécessaire  pour  le  succès  de  l'observation. 

Je  trouve  par  la  carte  de  M.  Viayer  que  la  position  d'Einbden  est  envi- 
ron à  53"  20'  de  latitude  et  à  24' 4^"  'l»^  longitude,  ce  (]ni  donne 

•       cosÇ —  0,9973457, 

et  par  conséijuenl  4^%<,)^'"  P"'"'  l'acceléralitiu  de  rcnlrec  causée  par  la 
parallaxe,  à  (juoi  il  faudra  encore  ajouter  (>  secondes  poin'  plus  d'exacli- 
tude,  comme  nous  avons  fait  pour  Berlin. 

Ainsi,  faisant  i=  10,  on  aura  pour  Eiubiieii  S'"  id- d'acceleiatimi  sur 
l'entrée  de  Vénus,  c'est-à-dii'c  l'i  secoiules  de  plus  (|ue  |)our  iJerlin. 
Outre  cela,  la  hauteur  du  centre  du  Soleil  y  sera,  au  tenq)s  de  l'enln'c. 
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de  3" 57',  (•(>  (|iii  painit  suilisniil  poiii'  le  succos  de  rolisct'vntioii;  ainsi  je 
crois  (]ii('  Kmlxlcn  est  de  toutes  les  villes  des  Etals  du  Roi  colle  où  l'obsor- 
valioii  du  passage  de  1769  pourra  se  faire  avec  le  plus  d'exactitude  et  de 
fruit. 

iô.  Nous  n'avons  <'(insideré  jus(|u'ici  (jne  l'entrée  et  la  sortie  du  centre 
de  Vénus;  or,  le  deini-dianii-tre  de  Vénus  étant  de  -mj  secondes,  il  n'y 
aura  qu'à  diviser  cette  quantité  par  le  mouvement  horaire  0  de  Vénus 
par  rapport  au  centre  du  Soleil,  pour  avoir  le  temps  dont  les  contacts 
des  bords  de  Vénus  et  du  Soleil  précéderont  on  suivront  l'entrée  et  la 
sortie  du  centre;  et  l'on  trouvera,  en  réduisant  ce  temps  en  secondes, 
567  secondes  ou  bien  9'"27^  Ainsi,  en  retrancbant  du  temps  de  l'entrée 
du  centre  9'"  27%  ou  les  ajoutant  à  celui  de  Ja  sortie,  on  aura  les  temps 
des  deux  contacts  extérieurs,  et  réciproquement,  en  ajoutant  9""  27*  au 
temps  de  l'entrée,  et  les  retrancbant  du  temps  de  la  sortie,  on  aura  les 
moments  des  deux  contacts  intérieurs. 

46.  Lorsqu'on  ne  p(uit  observer  ni  l'entrée  ni  la  sortie,  on  doit  s'atta- 
cher principalement  à  déterminer  la  moindre  distance  apparente  des 
centres. 

Or,  il  est  aisé  de  trouver  par  notre  théorie  l'c-fTet  que  la  parallaxe  doit 
produire  sur  cette  dislance;  pour  cela  il  n'y  aura  (pi'ii  l'ain;  Z  =  A  cosT, 
•  =  T,  et  chert'her  ensuite  le  pôle  des  parallaxes  de  la  même  manii're  que 
pour  l'entrée  ou  la  soitie,  ayant  soin  seulement  de  prendre  pour  p  ci  q 
les  valeurs  qui  conviennent  an  temps  du  milieu  du  passage;  a[)rèsquoi, 
nommant  en  général  |  la  dislance  d'nn  lieu  qnelcon(|iie  de  la  Tei  re  à  ce 
pôle,  on  aura  (13;  —  mcos;  pour  la  parallaxe  deja  moindre  distance  des 
centres. 
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Lorsi|iie  ré(|uation  tiiiiilc  à  laqucllt-  condiiil  la  solution  (ruiic  (|iifsli(iii 
l'enfenne  plus  d'une  imonnue,  le  Problème  est  indéterminé:  el  envisai;e 
généralement,  il  est  susceptible  d'une  infinité  de  solutions.  Mais  si  la 
nature  de  la  question  exige  que  les  quantités  eberrliees  soient  ration- 
nelles, ou  même  qu'elles  soient  exprimées  par  des  nombres  entiers,  alors 
le  nombre  des  solutions  peut  être  très-limité;  et  la  dillieulté  se  réduit  ii 
trouver,  parmi  toutes  les  solutions  possibles,  celles  (|ui  peuvent  satis- 
faire à  la  condition  prescrite.  Quand  l'équation  finale  n'est  que  dn  pre- 
mier degré,  toutes  les  solutions  sont  rationnelles  par  la  nature  même  de 
celte  équation;  et  si  l'on  veut  de  plus  que  les  inconnues  soient  des 
nombres  entiers,  on  peut  les  déterminer  facilement  par  la  méthode  des 
fractions  continues  'voyez  plus  bas  le  n"  8  .  il  n'en  est  pas  de  même  des 
équations  qui  passent  le  premier  degré,  et  qui  conduisent  naturellement 
à  des  expressions  irrationnelles.  On  n'a  point  de  méthode  directe  el  gé- 
nérale pour  trouver  les  nombres  comniensurablcs  (|ui  peuvent  .satisfaire 
à  ces  équations  lors  même  qu'elles  ne  sont  (|u"au  second  degré;  et  il 

.'  i  Lu  à  l'Académie  lu  ^  novembre  1768. 
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faut  avoiicr  (|iii'  l'cllf  hi'aiiclic  de  rAiialysc,  (Hi(ii(|ii('  pciit-èlrc  iinr  dos 
plus  inipoilautt's,  est  uéaiunoins  uue  de  celles  (|ue  les  Géoini'lres  pa- 
raisseut  avoir  le  plus  négligées,  ou  du  moins  dans  lesiiueiles  ils  ont  t'ait 
JMS(|u'ii  |)resenl  le  moins  de  progrès. 

Dio|diante  et  ses  eonnnentaleui's  ont  à  la  vérité  résolu  un  grand 
nombre  de  Problèmes  indélerminés  du  serond,  du  Iroisii'ine  et  même  du 
(|ualri('me  degré;  mais  la  pliipai't  de  leurs  solutions  n'étant  (|ue  particu- 
lières, il  n'est  pas  étonnant  (|u'il  se  trouve  encore  des  cas  d'ailleurs  fort 
simples,  et  en  même  temps  fort  étendus,  pour  les(|uels  les  méthodes  de 
Diophante  soient  altsolument  instillisaiites. 

S'il  s'agissait,  par  exemple,  de  résoudre  ré(|uation  A  +  B^^  =  «',  en 
supposant  A  et  B  des  nombres  entiers  non  carrés,  c'est-à-dire  de  trouver 
un<'  valeur  rationnelle  de  /  telle  (|ue  A  '-  H'/-  devint  un  carré,  on  verrait 
aisément  (|ue  tous  les  artitices  coinius  de  l'Analyse  de  Diophante  sei  aient 
en  défaut  pour  ce  cas;  or,  c'est  précisément  à  ce  cas  (|ue  se  réduit  la  so- 
lution générale  des  Problènu's  indéterminés  du  second  degré  à  deux  in- 
connues, comme  on  le  verra  ci-après.  Persoinie  (|ue  je  sache  ne  s'est 
occupé  de  ce  Problème,  si  l'on  en  excepte  M.  Kuler  (|ui  en  a  fait  l'objet 
de  deux  excellents  .Mémoires  qui  se  trouvent  parmi  ceux  de  l'Académie 
/t*u>»  i.  /  f^J^  '^■^z?'''  de  Pctersbourg  t.  VI  des  anciens  Commentaires  et  t.  IX  des  nouveaux;; 
mais  il  s'en  faut  encore  beaucouj)  que  la  matière  soit  épuisée,  (^ar  : 
1°  M.  Kulei'  n'a  considéré,  dans  l'i'ciuation  A  -'  B^-  =  a-,  que  le  cas  où  H 
est  un  nombre  positif,  et  où  t  et  u  doivent  être  des  nombres  entiers; 
2"  dans  ce  cas  même,  M.  Euler  suppose  qu'on  connaisse  déjà  une  solu- 
tion de  ré(|ualion  et  il  donne  le  moyen  d'en  déduire  une  infinité  d'autres. 
O  n'est  pas  que  ce  grand  Géomètre  n'ait  tâché  de  donner  aussi  (|uelques 
règles  pour  connaître  a  priori  si  l'équation  proposée  est  résoluble  ou 
non;  mais,  outre  (|ue  ces  règles  ne  sont  fondées  que  sur  des  principes 
précaires  et  tirés  seulement  de  l'induction,  elles  ne  sont  d'ailleurs  d'au- 
cune utilité  pour  la  recherche  de  la  première  solution,  qui  doit  être  sup- 
posée connue  (voyez  le  piemier  Mémoire  du  I.  IX  des  nouveaux  Com- 
mentaires de  Pétershourg.  et  surtout  la  conclusion  de  ce  .Mémoire,  p.  38  j; 
3"  les  formules  que  M.  lùiler  donne  pour  trouver  une  infinité  de  .solu- 
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lions,  dès  qu'on  en  connail  une  seule, ^ic  renrermenl  p;is  toujours  et  ne 
sauraient  renfermer  toutes  les  solutions  possibles,  à  moins  (|ue  A  ne  soi! 
un  nombre  premier  'voyez  plus  bas  le  n°  45 j. 

Les  recherches  que  j'ai  faites  depuis  quelque  temps  sur  cette  matière 
m'ont  conduit  à  des  méthodes  directes,  générales  et  nouvelles,  pour  ré- 
soudre les  équations  de  la  forme  A-)-  Bt-  —  h^,  et  en  général  toutes  les 
équations  du  second  degré  à  deux  inconnues,  soit  que  les  inconnues 
puissent  être  des  nombres  quelconques  entiers  ou  fractionnaires,  soit 
qu'elles  doivent  être  des  nombres  entiers.  Ce  sont  ces  méthodes  qui  font 
l'objet  de  ce  Mémoire;  je  les  crois  d'autant  plus  dignes  de  l'attention 
des  Mathématiciens  qu'elles  laissent  encore  un  vaste  clianip  à  leurs  re- 
cherches. 

g  I.  —  De  in  manière  de  m  mener  tonte  équation  du  second 
degré  à  deux  inconnues  à  cette  forme  A  =  u"  —  Bf",  et  des  cas 
dans  lesquels  les  équations  de  cette  forme  peuvent  se  résoudre 
par  les  méthodes  connues. 

1.   Soit 

a.x-  -4-  âx) ■+  y^"'-)-  oT  -t-  tr  -(-  Ç=;  o 

l'equalion  générale  proposée  dans  laquelle  a.  (3,  y.  à,  i  et  .'  soient  de5 
nombres  donnés  entiers,  positifs  ou  négatifs  il  est  évident  ([ue  si  les 
coeflicients  a,  jS,...  n'étaient  pas  des  nombres  entiers,  on  pourrait  tou- 
jours les  rendre  tels  en  faisant  évanouir  tous  les  dénominateurs  par  la 
multiplication),  et  où  œ  et  j  soient  les  deux  inconnues  (|u'il  s'agit  de 
déterminer,  en  sorte  qu'elles  soient  exprimées  par  des  nombres  ration- 
nels. Qu'on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  l'une  des  deux  inconnues, 
comme  .r,  et  l'on  aura 


lax  -^  (3_)-  +  à  —  \J(<^y  -^-  dy  —  ^a{y y^ -\-  zy  -\-t ). 
d'où  l'on  voit  que  la  question  se  réduit  à  déterminer  ven  sorte  (|IU'  la 

48. 
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t]u;iiilit('  (j3_v  -I-  ^)-  —  t\a(-)y^  +  sv  +  ?)  soit  un  carrr.   Soient  .  |uHir 

abréger, 

(3'  -  4  «y  =  B, 

(3(3  —  2  ae  =/, 
o"'    -  4  aÇ  =  ^, 

et  il  raudia  (|iie  H  v"  4-  a/)'  +  g-  soit  un  carre;  soit  doue 

B  >•>  +  2/|- +  g  = /'. 

on  aura  par  la  résolution  de  celle  équation 


de  sorte  (ju'il  ne  s'agira  plus  (|ue  de  rendre  B/'-  +./  "  —  \^g  carré.  Soil 
encore 

.r-Bg  =  A, 

el  tonte  la  dilTiculté  se  réduira  à  satisfaire  à  celte  e(|ualion 

A,  B  étant  des  nombres  entiers  donnés,  el  t  el  u  devanl  être  des  noniliies 
rationnels. 

2.   Puis(|ue  nous  avons  supposé 

(Pj-  +  ô)'-4a(yr''-l-e.r+  Ç)  =  B.r'+2/.r  +  g=t\ 

on  aura 

B.r+/=±". 

d'où 

±u-f 


X- 


B 

t-ô       (3(±«-/) 


iB 


Mes  signes  ambigus  de  ii  el  de  /  pouvant  être  |)ris  a  volonté  ,  par  où  l'on 
déterminera  x  el  y  dés  que  l'on  connaîtra  f  et  //. 
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On  voit  aussi  par  la  (|iio,  si  x  el  v  doivent  cire  des  iHiniIncM'iiiici^,  il 
faut  (jue  t  et  u  soicnl  entiers  aussi;  mais  il  faudra  di-  plus  (|iic  ±  u  —  f 

soit  divisible  par  B,  et  que  ±  /  —  5  —  g~      soit  divisible  par  2«. 

Si  l'on  voulait  seulement  que  a^  et  y  fussent  des  nombres  rationnels,  il 
suffirait  que  t  et  «  fussent  aussi  rationnels. 

3.  Si  l'un  des  nombres  A  ou  B  était  carré,  l'eipiatiou  A  -^  \M-  =  u- 
serait  susceptible  des  métliodes  de  Diopbanle. 

Car:  i**  soit  B  =  è',  on  supposera  u=hl-^z,  et  ré(|uation  devien- 
dra, en  ôtant  ce  qui  se  détruit, 

\=  ^.htz  -^  z\ 
d'où  l'on  tire 

_   A  —  z-_ 
^     ibz    ^ 

de  sorte  qu'on  pourra  prendre  pour  ;  un  nombre  (|uelcon(|ue.  Cepen- 
dant, si  l'on  voulait  que  /  et  u  fussent  des  nombres  entiers,  il  ne  fau- 
drait prendre  pour  z  que  des  nombres  entiers  tels,  que  A  —  r-  fût  divi- 
sible par  2bz-,  mais,  comme  la  recherche  des  nombres  (|ui  auraient  cette 
propriété  pourrait  être  longue  et  |)énible,  on  considérera  (|ue  ré(|uation 
A  -\-  h-t-  ^=  u-  donne 

\  =  f<-  —  h- 1-  =  (u  +-  l)t)[  Il  —  hl); 

d'oii  l'on  voit  d'abord  que  u  -h  ht  cl  //  —  ht  doivent  être  des  facteurs  du 
nombre  donné  A;  de  sorte  cpi'il  n'y  auia  qu'à  résoudre  ce  nombre  en 
deux  facteurs  de  toutes  les  nianii'res  possibles,  et  prendi'c  eiisuile  l'un 
des  facteurs  pour  u  -h  ht  et  l'autre  pour  u  —  ht;  on  aura  par  ce  moyen 
deux  équations  à  l'aide  desquelles  on  déterminera  /  et  //.  et  l'on  choisira 
entre  toutes  les  valeurs  de  /  et  u.  (|uc  cbaiiue  couple  de  fadeurs  aura 
fournies,  celles  (|ui  seront  des  nombres  eiilicrs.  De  celle  manière  on  sera 
assuré  d'avoir  toujours  les  solulioiis  possibles  en  entiers  de  l'équation 
proposée. 
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2"  Supposons  (iiic  l'on  ait  A  =  a^,  on  fora  «  =  rt  -h  /;.  et  Ton  aurn, 
en  suhsliliiaiil  cl  idlaranl  ce  (|ui  se  dclrnil. 

B/»=:  -y.atz  -V-  rz\ 

ou  bien,  en  divisant  par  /  et  liiant  cnsuile  la  valeur  de  /, 

■2.az 

où  l'on  pourra  prendre  pour  c  tout  ce  ([ue  l'cui  voudra.  Si  /  cl  u  devaient 
être  entiers,  il  faudiait  que  r  IVil  entier  et  tel  que  2az  fût  divisible  par 
A  —  :'-;  ainsi,  on  pourrait  supposer  d'abord  s  =  o,  ce  qui  donnerait 
f  z=  o  et  M  =  «;  mais,  pour  avoir  une  solution  générale,  on  considérera 
l'équation  a-  -»-  ht^    -  m^,  laquelle  donne 

B  /'  =  M-  —  a'  =  I  «/  -t-  rt  )  (  «  —  n ), 

et  nous  apprend  que  M  +  a  et  u  —  a  doivent  être  des  facteurs  de  B/-.  Soit 
B  =  Ap;  6  et  j3  étant  deux  facteuis  (juclcoiniues  de  B,  on  pourra  déter- 
miner t  et  u  en  supposant 

u  -+-  a  ^=  bt     et     u  —  a:=^t. 
d'où  l'on  tire 

2a  =  (6-p)/     et     /=^^; 

ainsi,  l'équation  ne  sera  résoluble  en  nombres  entiers,  au  u)oins  par  celte 
méthode,  que  lorsque  2  a  sera  divisible  par  è  —  j3;  je  dis  par  cette  mé- 
thode, car  il  est  évident  que  la  supposition  de  u-\-a^bt  eiu  —  a  =  ^t 
n'est  que  particulière,  et  qu'on  pourrait  faire  aussi,  en  supposant  t  =  pq . 

u-rar-bp',     u  —  a=^^q-, 

ce  qui  donnerait 

2  a  :=  bp-  —  fiq', 

e(juation  (|ui  rentre,  comme  on  voit,  dans  le  cas  général  du  n"  1 . 
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Ce  sont  lii  les  seules  nielliodes  qu'on  ait  eues  jusqu'à  préseni  pour 
résoudre  les  é([uations  de  la  forme  de  A  +  B^"  =  m",  méthodes  qui  ne 
sont  absolument  applieal)les  qu'aux  cas  où  A  et  B  sont  des  nombres  car- 
rés; dans  tous  les  autres  cas,  on  en  était  réduit  au  simple  tâtonnement, 
moyen  non-seulement  long  et  pénible,  mais  presque  impraticable,  à 
moins  que  les  (juantités  cherchées  ne  soient  renfermées  dans  de  cer- 
taines limites;  or,  c'est  ce  qui  n'a  lieu  que  dans  le  cas  où,  A  étant  positif, 
B  est  négatif;  car,  puisque  ir  doit  être  entier  et  positif,  il  est  clair  que 
Bz-  devra  être  moindre  que  A,  et  que  par  consé(|uent  /  devra  nécessaire- 
ment être  moindre  que  y  ^\  de  sorte  qu'il  n'y  aura  dans  ce  cas  (|u'k 
substituer  successivement,  au  lieu  de  l.  tous  les  nombres  positifs  moin- 
dres (]ui'  V /  ,T  'il  serait  inutile  de  substituer  des  nombres  négatifs,  le 

carré  t'-  étant  le  même,  soit  ()ue  t  soit  positif  ou  négatif;,  et  choisir  ceux 
qui  rendiont  A  —  Bt-  égal  à  un  carré;  il  n'en  est  pas  de  même  lorscpu'  B 
est  positif,  parce  qu'alors  t  peut  augmenter  à  l'infini;  et  en  général,  soit 
que  B  soit  positif  ou  négatif,  le  nombre  des  substitutions  à  essayer  sera 
toujours  nécessairement  indéfini,  dès  qu'on  voudra  admettre  des  nom- 
bres rompus;  ce  qui  prouve  d'autant  plus  la  nécessité  d'avoir  pour  cet 
objet  des  méthodes  directes  et  analytiques  telles  que  celles  (juc  nous 
allons  donner. 


«^  II.   —  RésoLiition  de  V équation    A  =  /r  — B^'  lorsque  ti  et  t 
peuvent  être  des  nond)res  quelconques  entiers  ou  fractionnaires . 

\.  Supposons  en  général  que  u  et  /  soient  des  fractions  (|uelcon(|ues, 
lesquelles,  étant  réduites  au  même  dénominateur  et  aux  moindres  termes 

possibles,  soient  représentées  par  ^  et  ^^  en  sorte  i\w  l'on  ait  u  —  -? 

/  —  2;  et  re(inalion 
/•  ' 

V  H-  B/'  -^  u',     savoir     A  —  «'  -  H/^ 
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il('vi('ii(li;i 

A /•==/>'—  By, 

•le  sorlc  (|iit'  l;i  tiucslioii  sera  récluilc  à  Irouvcr  des  iuiml)i'os  ciilicrs  (|ui, 
étant  sul)stitiit's  poiir/^,  q  et  r,  salislasseiit  à  cette  équation. 

Ndus  [xnivons  supposer  de  plus  cjuc  ré(|uation  Ar^=/J"—  \iq-  soit 
telle,  que  ni  A  ni  B  ne  eonlienueiit  aueuu  l'aeleur  carié.  Car,  si  l'on  avait 
A  :=  ap^,  B  =  bTs"^,  l'équation  deviendrait 

ap'  r''  =;  p-  —  h t:s-<j'  ; 

(ju  liieu  .  en  taisant  p/-  ^  m,  Tzq  =  «, 

a/71-  =  />■  —  />«% 

la(|iiellc  csl  (le  la  iiienic  l'orme  (pic  la  |irécédeiile. 

En  général,  au    lieu  de   l'aire  siiiiidcincnt    a  =^  -  et   t=^~i    ou  fera 

1  ,.  ,. 

dans  ce  cas  a  =^  ^-  et  /  =  '     ,  cl  les  racicnrs  carres  r/-  et  w'-  disnarai- 

Iroiit  par  la  division.  Ainsi,  il  sullira  de  résoudre  rc(|uation 

A/'-  -- p'  —  Mq' 

dans  riivpolliese  (pic  m  A  ni   15  ne  c(iiiliciiiiciil  aucun  laclcur  carre. 

N(Uis  supposerons  encore  que  B  ne  soit  pas  égal  ii  i,  ni  ipic  r(Mi  ait 
à  la  fois  B  =  —  i  et  A  =  i  ;  car,  outre  (|ue  ces  cas  n'ont  point  de  dilli- 
culte,  nous  nous  réservons  d'en  donner  la  solution  plus  lias  (\i)  j. 

Enfin,  nous  siipposei-oiis  (pie  A  soit  l(uiioiirs  |iliis  i;rand  (pic  ii.  lui 
effet  ,  il  est  clair  : 

i"  Que,  si  A  était  moindre  (pie  B,  il  n'v  aurait  (pi'ii  liiinsposer  les 
termes  A/"'  et  Bq-,  et  écliant;er  A  en  B  cl  y  en  /  : 

2"  Si  .V  était  éi^al  à  ±\i,  alors,  couiine  A  est  suppose  ne  conlenir 
aucun  facteur  carré,  il  faudrait  nécessairement  (pie  p  l'ùl  divisihle  par  A, 
lie  soi'le  (|u'cii  faisant  />  =^  \s  on  ;iur;iil,  apirs  avoir  divise  par  A. 

r'  =  .\s'±  (/',     r'cst-ii-diic      \.s'  =  p' ±  <}', 


1 
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lacuicllc  iciitrc  diiiis  rc(|ii;irKiii  i;('iiciiilc  Ar'-=/)^  B<y-,  m  linsMiil 
B  ==  ^  1 .  /■  =  ^;  or,  si  le  signo  inférieur  a  lieu,  (ni  ;iiii:i  ilejii  le  cas  du 
11"  19;  el,  si  c'est  le  signe  supérieur  (|iii  ail  lieu,  aloi's  on  aura  aussi  le 
cas  du  n"  19  si  A  =  i;  de  sorte  (pic  nous  supposerons  ici  A  >  i,  et  par 
conséquent  A  >  B. 

De  cette  manière,  la  resolution  de  ré(|ualioii  proposée  se  réduira  tou- 
jours a  celle  d'une  équation  de  la  Coriiic 

ou  /;,  (/.  r  devront  être  des  nombres  entiers,  et  où  A  et  B  seront  des  nom- 
lires  entiers  donnés  non  carrés,  ni  couteiianl  des  l'acteurs  carrés,  cl  dont 
l'un  A  sera  plus  grand  que  l'autre  H. 

5.  Je  dis  maintenant  (|ue  les  nombres  p  et  q  doi\ciil  élrc  premiers 
entre  eux;  car,  s'ils  avaient,  un  commun  diviseur  c>,  il  l'audrail  (|uc  \r- 
fùt  aussi  divisible  par  p-\  mais,  coiuine  les  tV;Hii(Uis  '  cl  "  sont  su|i- 
posées  réduites  à  leurs  moindres  termes,  il  est  clair  (|ue/>.  q  et  /■  n'au- 
ront aucun  diviseur  coniniun.  el  (jii'ainsi  r  ne  sera  |)oint  divisible  par  o; 
d'ailleurs,  il  est  clair  (|ue  si  p,  q  cl  r  avaient  un  diviseur  couiiiiuii .  on  en 
pourrait  toujonrs  l'aiie  abstraction,  |)arce  cpie  ce  diviseur  s'en  irait  de 
lui-même  par  la  division;  donc,  il  faudra  <|uc  A  soit  divisible  par  &-. 
ce  qui  ne  se  peut  à  cause  que  A  est  sujiposé  ne  coiilciiir  aucun  facleiii- 
carré. 

6.  Cela  posé,  je  reniar(|uc  d'abord  (pie.  pour  (pie  rc(pialion 

puisse  subsister,  il  faut  cpie  A  soil  un  diviseur  d'un  nombre  de  cette 
forme  a*  —  B,  a  étant  un  nombre  entier,  c'est-à-dire  (pie  B  soil  le  résidu 
de  la  division  d'un  carre  (piclcoiupie  (lar  \.  Car.  si  l'on  uiiilliplic  re(pi;i- 
tioii  dont  il  s'agit  par 

on  aura 

A/-(/>;-B'y;)-  {/>=-B<7=)(/>?-B,/;); 

11.  4î) 
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or, 

se  leiiuit  à  tt'lli-  l'orme 

{pp,±ïiqq,)-—  ïi{pg,±t]p,)'. 

eoiiiiue  il  es(  t'iicile  de  s'en  iissiirer  par  le  développeiiieiil  de  ees  deux  ex- 
pressions; doue,  si  l'iin  prend  pour  /;,  et  y,  des  nombres  entiers  tels,  que 
p(/,  —  qp,  soit  I  ou  —  I ,  ce  cjui  est  toujours  possible  à  eause  (pie  p  et  q 
sont  premiers  entre  eux  '  numéro  précédent),  et  qu'on  lasse 

W'.  -  B//7,=:a. 

on  aura 

\r'{p,-Eq])  =  x'—B; 

par  eonse(|uent.  A  sera  un  diviseur  de  y-  —  B. 

7.  Poui'  liouver  les  nombres  p,  el  q,,  (\n\  peuveni  salisl'aire  ;i  la  con- 
dition 

p(j.-qp,  =  ±i. 

on  réduira  la  l'raetion   -  en  une  fraction  conliinie.  d'où  l'on  déduira, 
7 

comme  on  sait,  une  suite  de  tractions  converij-entes  vers  ^  et  alternati- 

»  q 

vement  plus  grandes  ou  plus  petites  que  cette  même  fraction  (voyez- 
plus  bas  le  n°29;.  et  l'on  prendra  pour  p,  le  niimeiali'iii'  de  la  fraction 

i|ni  précédera  immediatenieni  la  fiaction  — -  el  pdur  y,  le  denominalenr 

de  la  même  l'iaclion:  si  la  IVaclion   ''    csl  plus  nelile  (lue  la  tVaclion  '  ^ 

'/'  '         '  '  V 

on  aura 

pq,-qp>=  '. 

•    P<  ~      P 
et  SI    i—  ^  -■,   on  aura 
q.         q 

pq,-qp.  ^    -  >• 

8.  dette  metliode  est  utile  pour  ri'sondre  en  j;i'neral  toutes  les  é(|iia- 
tions  du  premier  degré  à  deux  inccnimies.  lorscpu-  ees  inconnues  doiveni 
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être  (les  ii()iiil)ics  onlieis.  Car,  soit  l'équation 

pr  —  qx  ---  r, 

dans  laqui'lk' /;  t-t  </  soiciil  dfs  ii(iiiii)rfs  entifis  |jreniiers  ciitiv  eux:  je 
dis  premiers  entre  eux,  car  il  est  évident  que  si  p  et  q  avaient  un  divi- 
seur commun  p,  il  faudrait  que  r  fût  aussi  divisible  par  o  pour  que  les 
nombres  J7  et  j  pussent  être  des  nombres  entiers;  donc,  divisant  toute 
ré(|uation  par  o,  on  aurait  une  nouvelle  équation  de  la  l'orme 

py  ~qx  =  r, 

dans  laquelle  p  et  q  seraient  nécessairement  premiers  entre  eux. 

Qnon  cherche,  comme  ci-dessus,  la  fraction  ^-  telle  (ine 

pq.-qp,  =  ±i, 

et  l'on  aura,  en  multi[)liant  par  /. 

pq,  V  —  qp,  /•  ^  ±  ;•; 

donc,  retranchant  cette  ei|ualioii  de  la  proposée  on  l'y  ajoutanl.  on  aura 
celle-ci 

/>  (  >■  ^  rç,  )  —  (/ (  X  rp  r^ , )  =  o, 
d'où  l'on  tire 

X  ^  ip,  _  p 
.r=F''/>      ? 

Or.  /i  et  q  étant  |)reniiers  entre  eux,  la  fraction  "  .sera  déjà  réduite  à  ses 

moindres  termes,  de  sorte  (|uc  innimc  r  et  ^doivent  être  des  nombres 
entiers,  il  faudra  qu'on  ait 

X  qr  rp,  -    nip.      y^iz  rq,  =  mq. 

m  étant  un  uoiubre  ipiclconcpic  euliei  ;  d'où  l'on  tirera 

X  =  nip  rt  /y»,,      y       mq  rt  rq.. 

O  sont  les  expressions  ijenérales  de  tous  Ic^  nombres  entiers  j-  el  v  i|ni 

49- 
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ptnivfMt  satisfiiiic  a  l'écuuitidii 

pr  —  qx=  r. 

Ainsi.  |»(»ui' siilisf'airc  (Ml  tf(''ii(''ral  ii  r('(|uarKiii 

py  —  qx  ^  ±1, 

(|ui  est  celle  ilii  imiiiéi'o  proccdciil,  un  prendra  /-^^di  i.  cl  l'on  aura 

X  :=z  mp±p^.     f^  nuj  ±q,, 

les  signes  ambigus  étant  à  volonté  aussi  hicii  (|iic  le  nombre  m. 

9.    La  réduction  que  nous  avons  laite  '6)  de  la  (|uantité 

{p'-[ig'),p]-yiq]) 

à 

(pp,  Ji:  B(/(/,  Y  —  W  ipq,  ±  qp,  ) 

doit  étir  bien  reniai(|uée,  |)arc<'  (|ue  nous  eu  léions  un  IVcciueul  usage 
dans  la  suite  de  ce  Mémoire;  il  résulte  de  là  que  le  produit  de  deux  nom- 
bres quelconques  de  la  forme  p^  —  By*  est  encore  de  la  menu;  forme,  et 
que  par  conséquent  le  produit  d'autant  de  nombres  qu'on  voudra  de  la 
l'orme /j^  —  B^-  sera  aussi  de  la  même  forme.  Kn  eUct.  ou  a 

{p'-Bq')(p]-Bq-)  =  P'-BQ\ 
{p'-Bqn{p--Bq',){pl-Bql)  =  P',-BQi, 


P  =  pp,  ±'  Bqq„      Q  =  pq,  ±  qp, , 
V,  =  Pp,nBQq„     Q,  =  Pq,±Qp„ 


où  l'on  observera,  à  l'égard  des  signes  ambigus,  de  les  prendre  les  mêmes 
dans  les  deux  quantités  P  et  Q,  P,  et  Q,,.... 
On  aura  de  même 

{p^-Bq^r  =  P^-BQ\ 

(p-—Bq')'::^Pi-BQ',, 
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fil  l'iiisaiit 

P,=/j3+3B/;(y-',     Q,=  3pq' -+-Bq\ 


et  en  général,  si  l'on  t'ait 

{p'-Bq'y"=P'~BQ\ 


ni{m  —  i)  m(w  — i)(m  —  2i(m— 3)        ,   ,„, 

p=r+  — - —  r-^9-B  +  -^ "^^j^   r^w'  b^  ^ . . . . 

„                ,         m{m  —  i)(m—9.)        ,.„       mfw  —  i)...(m— 4)  „ 

Q^rn,r-'g+-^ Û 'r^^'^'  d.4.5        "V-^-B^  ^■■■. 

ou  l)ieii 

p  =  {p  +  q\^r  +  ip-qy/Br^ 

2 

(/> + g  s/B  r  -j/>  -  ^  y  B  )" 

2v/B 

10.   Nous  avons  démontré  plus  haut  ^6    (|ue  l'équation 

A /•-  =  /;-—  B^' 

ne  peut  avoir  lieu  à  moins  (|ue  A  ne  soit  un  diviseur  (riiii  iioiiilire  de 
cette  forme  <z-  — B;  or,  je  dis  (|ue  l'on  peut  toujours  su|)poser  ipic  le 
nombre  «  soit  moindre  que  la  moitié  du  nombre  A.  En  ell'et,  soit«  un 
nombre  tel  que  a- —  B  soit  divisible  par  A,  il  est  elair  qu'en  l'aisanl 
(x=^  'j.A±a,  u.  étant  un  nombre  quelconque  entier,  a- —  B  sera  aussi 
divisible  par  A:  d'autre  part  il  est  facile  de  voir  (|u'on  peut  Idujouis  dé- 
terminer le  nombre  u.  et  le  signe  ambigu  de  a  en  sorte  (juc  y.  soil  <  —  : 

donc,  s'il  existe  un  nombre  quelconque  a,  tel  que  a'  —  H  soit  divisible 

A         .    . 
|>ar  A,  il  doit  exister  aussi  un  nombre  a  <  — »  qui  ait  la  même  prcquiete. 

On  doit  conclure  <le  là  (|ue.  pour  (juc  l'équafion 
\.r-  —  p'  —  Bq' 
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soit  icsdiiililr.  il  t';uit  lU'i-fSsairt'iiK'iit  (|ue  A  soit  un  ilixiseiir  d'un  iiomlnc 

A 

tri  i|iii'  y-  —  B,  a  <'!;iiil  nu  iioiniiic  mniiulrc  (|ue  — • 

On  t'ssiiyi'ra  donc  siifci'ssivcnicnt  ponr  'j.  Ions  les  rnmiliics  naturels  dc- 
|)uis  I  jusqu'à  —1  cl  si  l'on  n'en  trouve  aucun  (|ni  salisl'assc  à  la  condi- 
tion doni  il  s'agit,  ce  si-ra  une  niar(|iu'  sure  (|iic  reijuation  proposée 
n'admet  aucune  solution  rationnelle. 

Nous  donnerons  plus  bas  (voyez,  le  §  IV  j  des  moyens  directs  pour  pou- 
voir reconnaître  si  un  nombre  donné  peut  être  un  diviseur  d'un  nombre 
de  la  fornic  «- —  B,  B  étant  aussi  donné;  il  noussullit  ici  (|udn  puisse 
toujours  s'en  assurer  par  un  tâtonnement  fort  simple. 

Au  reste,  il  faut  remarquer,  pour  éviter  toute  e(inivoque,  ijuc  quand 

nous  dis(Mis  (pie  a  doit  élre  <  — •  nous  entendons  que  y.  el  A  .soient  pris 

positivenieiit,  (|uoi(prils  puissent  étic  d'ailleurs  positifs  ou  neiiatifs;  de 
sorte  (|ii'on  ne  doit  avoir  ci^ard.  dans  cette  compai'aison  des  iKunbres  r/. 
et  A,  tpi'ii  leur  valeur  al)S(diie. 

11.    Reprenons  mainlciiaiil  re(|nalion 
(Aj  A;-=^/;  —  B^-. 

et  supposons  (|iron  ait  ti'onxc  un  nombii'  entier  a  <^—    alistraclion  faite 

des  sigillés  de  v.  et  A  ,  tel  que  rj-  —  B  soit  divisible  par  A;  dénotons  par  A, 
le  quotient  de  la  division  de  «^  —  B  par  A,  on  aura  l'équation 

AA,  =  a  -  B. 

Qu'on  fasse  'j.y  =  y..  A,  ^  a.  a.,  etaiil  un  iioniliic  qiielcoii(|iic  entier, 
et  (|n'oii  prciiiH'  le   Mombic  a,   et   le  siiiuc  de  y  en  sorte  que  l'on  ait 

Sf,  .^  —    abstraction  faite  des  signes  de  a,  et  A,  i,  ce  (lui  est  évideiiiment 

toujours  possible,  comme  nous  l'avons  déjà  obseivé  plus  haut;  il  est  clair 
que.  pnis(|ue  y-  —  B  est  déjà  divisible  par  A,.  'j.'\  —  B  le  sera  aussi,  de 
sorte  (]u'en  denotaiil  le  (piotieiil  de  cette  division  par  A.,  on  aura  celte 


ni:  SECOND   DEGRÉ.  i'M 

iMliiitlimi  analogue  à  la  pircédenlt' 

A,\,  =  aî-B. 

Faisant  de  même  Cf...=  a..  A.,  ±  y,,  et  prenant  y...  et  le  signe  de  y,,  en 

sorte  (|ue  l'on  ait  a.,  <  —    les  nombres  «..  et  A...  étant  eonsidérés  eoniine 

positifsj,  on  aura  a^  —  B  divisible  par  A^:  <le  sorte  (|u"en  dénotant  le 
(]uotient  de  cette  division  ])ar  A3,  on  aura  cette  Iroisii-nie  e(|uation 

et  ainsi  de  suite. 

12.    De  cette  manière  on  pourra  trouver  une  suite  d'équations  telles 

(|ue 

A  A,  =  a^  -  B, 

(«)  { 

A,A3=a5-B, 

dans  lesquelles  on  ait    en  considérant  les  nombres  «,  y,,  oc., A.  A,. 

A^.,...  comme  positifs)  «  ■<— '  a,  <— \  «.,<—•  — 

Or,  je  dis  que  les  nombres  A,  A,,  A^,  A3,...  formeront  necessairenuiil 
une  suite  décroissante,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  terme  comme  A„. 
l'indice  n  dénotant  le  quantième  du  terme  A„,  lequel  soit  =  B  ou  <B, 
abstraction  faite  des  signes  de  A„  et  de  B.  Pour  prouver  cette  proposition, 
il  est  à  propos  de  distinguer  les  deux  cas  de  B  positif  et  de  B  négatif. 

1.3.  Supposons  d'abord  (|iie  B  soit  un  iioMd)rc  positif:  dans  ce  cas  il 
est  clair  que  .\  pourra  être  positif  ou  négatif. 

r"  Soit  \  |)o.sitif  et  soit  a->B,  il  est  clair  (|ue  \,  sera  aussi  posilil; 

or.  |)uis(|ne  a  <  —1  on  aura  aussi  a-  <  — »  et  à  plus  forte  raison 
'        '  2  4 

^'-  B<  ^; 
4 

donc  AA,  •<— -î  et  par  conseciueiit    .\  et  \,  étant  positifs    A,  -<-7-- 
4'  4 

De  même,  pui.sque  \,  est  positif,  si  a;       H.  on  aura  aussi  A.,  positif. 
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A  . 

l'I  l'on  (troiivcra  parcilUMiiciil  (\uv  Ao  <^  y?  et  ainsi  de  suitf,  jusqu'à  rc 

que  l'on  arrive  à  une  ('(nialion  telle  (|ue 

A„  A„+,  =  a'„-B, 

A  \  A 

dans  la(|uelle  a,;  ne  soit  pas  >>B:  or,  puis(|ue  «  •<  — ,  A,  ■<  y>  a,  <^—i 

a  4  2 

Aa  <y>-»  il  est  elair  que  les  nombres  A,  A,,  A,,...  iront  néeessaire- 

inent  en  diminuant,  ainsi  que  les  nombres  c/.,  a,,  a.,,...:  de  sorte  qu'on 
parviendra  néeessairement  à  l'équation 

A„  A„+,  =  a=  -  B, 

oii  a„^  =  B  ou  <;  B;  mais,  à  cause  (jue  B  est  suppose  non  earré,  et  dillé- 
renl  de  l'unité  (l^j,  on  ne  saurait  avoir  «,;  =;B;  de  sorte  (|u'il  faudra  (|ue 
l'on  ait  a„--<B.  Ainsi  B  —  a'^  seia  néeessairement  un  nombre  moindre 
(jue  B.  ou  tout  au  plus  égal  à  B  si  «„  =  o;  doue,  puis(jue  A„  doit  être  un 
diviseur  de  B  —  «,J,  il  est  elair  que  A„  sera  aussi  néeessairement  moindre 
que  B  ou  tout  au  plus  égal  à  B. 

2"  Soit  A  négatif  et  égal  à  — a,  a  étant  un  nombre  positif,  et  soit 
aussi  c/.^^B,  il  est  elair  que  A,  devra  être  négatif:  or,  en  prenant  a  po- 
sitif, on  aura  a<-  'fàr  hypothèse^,  donc   a- —  B  <  ji  et  faisant 

A,  =  —  a,  la,  étant  positif),  on  aura  aussi  aa,  <  y-  et  par  conséquent 
-  a 

De  même,  en  supposant  «^  >B,on  aura  Aj  négatif,  et  faisant  Ao  =  —  a, 

a.,  étant  positif  i.  on  aura  a,  <  —  et  a,  <  -^i  et  ainsi  de  suite.  Ainsi  l'on 
'  24 

prouvera,  comme  ci-dessus,  que  les  nombres  a,  a,,  a,,...  iront  en  dimi- 
nuant ainsi  que  les  nombres  y,  a,,  «o,...,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un 
nombre  comme  a„,  ipii  soit  moindre  (|ue  B  ou  tout  au  plus  égal  k  B. 

14.  Soit,  en  second  lieu,  B  égal  à  un  nombre  négatilComme  —h, 
h  étant  positif,  il  est  clair  d'abord  que  dans  ce  cas  tous  les  nombres  A, 
A,,  A2,...  seront  positifs,  parce  que  l'on  aura  par  les  équations  (A)  et  (a) 

\r'  —  f)'  +  ltg%     AA,  =  a' -!-/>.      A,  A,  =  a; -t- A, .  .  .  ; 
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A- 
1)1'.  si  A  >  I),  l'équation  AA,  =  v^  -^-  b  donnera  AA,  <  y  4-  A,  à  cause 

\ 

de  /><  A  et  de  «<<  —  ■•  donc 

A,<^^.. 

De  même,  si  A,  >/>,  l'équalion  A,  A2  =  «?-!-/>  donneia.  à  cause  de 

4  A' 

a,  <— 5  A,  A2<-7^  -1-  A,,  et  par  conséquent 

.,<^„ 

et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  voit  que  les  nombres  A,  A,,  A......  décroîtront 

continuellement  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  terme  A„  égal  à  h  (ui 
moindre  que  b. 

Si  ft  =  i,  il  est  clair  qu'on  parviendra  nécessairement  à  un  terme 
A„=  i;  car,  puisque  les  nombres  A,  A,,  A.,...  ne  peuvent  jamais  deve- 
nir nuls,  à  cause  des  équations  AA,  =  «^  +  6,  A,  A,  =  «j  -1-  è,...,  A„  ne 
pourra  pas  être  <  i ,  par  conséquent  il  sera  nécessairement  égal  à  i . 

15.  Au  reste,  quoiqu'on  puisse  toujours  pousser  la  suite  A,  A,,  A2,... 
jusqu'il  un  terme  égal  ou  moindre  que  B,  cependant,  si  l'on  en  trouve  un 
qui,  étant  encore  plus  grand  que  B,  soit  en  même  temps  carré  ou  mul- 
tiple d'un  carré,  mais  tel,  qu'étant  divisé  par  le  plus  grand  carré  qui  le 
mesure  il  laisse  un  (]UOtient  égal  ou  moindre  (|ueB.  alors  on  pourra  s'ar- 
rêter à  ce  terme. 

En  général,  nous  supposerons  (juc  la  suite  A,  A,,  An,...  soit  poussée 
jusqu'à  un  terme  A„  de  cette  forme  a-C,  a  étant  un  nomi)rc  (iuelcon(|ue. 
et  C  un  nombre  qui  ne  soit  ni  carré  ni  multiple  d'un  carré  et  qui  soit  en 
même  temps  égal  ou  moindre  que  B.  abstraction  faite  des  .signes  de  B  et 
de  C. 

Ainsi,  si  B  =  —  I,  il  faudra  nécessairement  ([ue  l'on  ait  C=  i . 

U).   Cela  posé,  si  l'on  multiplie  ensemble  toutes  les  eipiations    a    du 

n"  12,  jusqu'à  ré(|uatiou 

A„  -,  A„  ^  «,;_,  -  B, 
11.  5o 
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on  aura  (9)  uiu'('(]iiatioii  doiil  le  premier  luenibro  sera  A  A'^  A^.-.A^,  A„, 
et  dont  le  second  membre  sera  de  eelte  l'orme  P- —  BQ^;  de  sorte  qu'à 
cause  de  A„  =  a'-C,  on  aura  récjuation 

CA(A,  A,. .  .A„  .a)'=  P^-  BQ% 

la(|uellc  elaiit  encore  multipliée  par  l'é(|ualion  (A)  deviendra  de  cette 

turnic 

C  { A  A,  A, .  . .  A„_,  arY  =  //^  -  B r? , 

on  bien,  en  faisant  AA,  A, ...  A„_,  «/=  (y,,  de  la  forme 

Cy;=/>;-B/=, 

c'esl-à-dire 

(B)  hr\^p\-Cq\. 

D'où  l'on  voit  (]ue  si  l'équation  (A)  est  résolnide.  il  faut  aussi  (|ni'  celle- 
ci  le  soit. 

Récipro(inenienl.  si  l'équation  fBj  est  rrsoinble,  on  pourra  résoudre 
aussi  l'équation  (Aj.  En  effet,  en  mettant  l'éijuation  (B)  sous  cette  foiMue 

Cq]^  p\  —  Br;, 

cl  la  niullipliant  successivement  par  cliacune  des  équations  {aj,  à  com- 
mencer par  l'eciualion 

A„_,A„=a^^,-B. 

qui  est  la  deriiii're,  on  aura,  à  cause  de  A„  =  a''*C,  une  éipiation  de  cette 
forme 

A(A,  Aj. .  .\„^,CaYq]  =  p'—  Bç^ 

c'est-à-dire,  en  faisant  A,  Aj...  A„_,  Cay,  =  r,  de  la  fiirme 

\.r^  =  p-—^q\ 

qui  est  ré(|uation  i  Aj  même. 

Donc  la  rés(dution  de  l'équation  (Aj  se  réduira  ii  celle  de  re(|na- 
lion  ("Bj,  dans  la(|uelle  B  est  <A,  et  C=  on  B.  de  sorte  que  cette 
ilernière  t!sl  plus  siin|)le  (|ue  la  première. 
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Or,  si  C=  I,  l'équation  (Bj  sera  déjà  dans  le  cas  que  nous  résoudrons 
plus  bas  fI9;;  ainsi  nous  supposerons  (|ue  si  C  est  positif,  il  soit  encore 
plus  grand  que  l'unité. 

Nous  appellerons  dans  la  suite  les  équations  (A).  B  el  les  autres 
équations  analogues  à  celles-ci  éqm\t\ons principales,  et  les  équations  a,, 
ainsi  que  les  autres  équations  semblables  qu'on  pourra  trouver,  équa- 
tions secondaires;  ainsi  nous  nommerons  l'équation  (A;  la  première  des 
i'quAÛoTis  principales,  l'équation  'B;  la  deuxième  des  équations />n>icj- 
pales,  et  ainsi  des  autres;  nous  nommerons  de  même  les  équations  fa)  la 
j)remière  suite  d'équations  secondaires,  et  ainsi  du  reste. 

17.   Or,  l'équation 

B/;  =/>;  —  C(/; 

étant  semblable  à  l'équation 

A  ;-  =  />'—  Bq-, 

on  pourra  la  traiter  de  la  même  manière;  en  etl'et,  si  B  =  rc  C.  il  faudra 
que/j,  soit  aussi  divisible  par  B,  de  sorte  (ju'en  faisant />,  —  Bs,,  on  aura 
l'équation 

c'est-à-dire 

Bs',  =  r]±g',. 

Ainsi  cette  équation  sera  déjà  dans  le  cas  du  n"  19  si  le  signe  inférieur  a 
lieu;  et  quand  le  signe  supérieur  aura  lieu,  alors,  à  cause  de  B  >  [  par 
hypothèse,  elle  rentrera  dans  la  forme  générale 

Br]  =  pi  —  Cq], 

B  étant  >•  C.  Donc,  puisque  Cest  ou  égal  à  B  ou  moindre  que  B,  on  aura 
toujours  à  résoudre  une  équation  de  cette  forme 

Br;=p',  —  i:q:. 

dans  laquelle  ni  B  ni  C  ne  conlieiidroiil  aucun  facteni-  carre,  et  oii  C 
sera   <CB.  On  commencera  donc  ()iir  cIicmIut  de  nouveau  un  noinln-e 

5o. 
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|) 

/3  <  —  feii  regardant  /3  v[  B  commo  positifs]  et  tel.  {|ii('  fi-  —  C  soit  divi- 
sible par  B;  et  si  l'on  n'en  trouve  aiuun  qui  satisfasse  à  eelte  condition, 
ce  sera  une  marque  certaine  que  l'e(|uation 

BrJ  =  /?;  —  Cçï 

ne  sera  point  résoluble  ralionnelleinent,  et  par  eonsé(]uent  (jue  la  pi'o- 
posée  ne  le  sera  pas  non  plus;  je  supposerai  donc  qu'on  ait  trouvé  un 
tel  nombre  /3,  en  sorte  (|u'en  nommant  B,  le  (pu)tient  de  la  division  de 
,S^  —  C  par  B  on  ait  ^-  —  C  :=  BB, ,  on  pouri'a  former  eette  seconde  suite 
d'équations  secondaires 


ib) 


B  B,  =  (3-  -  C, 
B,B,=  (3;-C, 

B,Ba=(3^-C, 


dans  lesquelles  les  nombres  B,  B,,  B2,...  fornieront  une  suite  décrois- 
sante qu'on  continuera  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  terme  de  cette 
forme  b^D,  D  étant  égal  à  C  ou  moindre  que  C  (abstraction  faite  des 
signes  de  C  et  Dj,  ce  qui  arrivera  nécessairement,  comme  nous  l'avons 
prouvé  plus  haut;  et  par  le  moyen  de  ces  équations  on  parviendra,  en 
opérant  comme  dans  le  n"  16,  à  une  nouvelle  équation  de  la  forme 

(C)  Crl  =  pl-Bq;, 

dont  la  résolution  dépendra  de  celle  de  l'équation 

Br;  =^  p]  —  C^; 

<'t  iHce  versa;  de  sorte  que,  cette  équation  éiant  résolue,  on  ponria,  en 
remontant,  résoudre  la  proposée. 

18.   En  suivant   loujt)urs  le  même  procède,  dii   Irouvera  cette  suite 

d'équations  principales 

Ar=  ^  p''  —  B^^ 

Br?  =  p]  —  C<j], 

Cri  —p\  -\)q\, 

J)rl—p]  -Eg-, 
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dans  lesquelles  les  nombres  A,  B,  C,...  formeront  une  série  déeroissante 
jusqu'à  ce  qu'on  parvi(uine  à  un  terme  égal  a  l'unité  prise  positivement 
ou  négativement;  car,  comme  ces  nombres  ne  sont  ni  carrés  ni  multi- 
ples de  carrés  par  l'hypothèse,  il  est  impossible  qu'on  parvienne  à  un 
terme  égal  à  zéro  avant  d'être  parvenu  à  un  terme  égal  à  l'unité;  en 
effet,  si  E  =  o,  on  aura  Dr^  =  pl\  donc  D  =  r;  donc,  puisque  les  termes 
A,  B,  C...  deviennent  toujours  plus  petits,  il  est  évident  (|u'on  arrivera 
nécessairement  à  un  terme  égal  à  i  ou  à  —  r. 

Soit,  par  exemple,  E  =  i;  alors  la  dernit-re  équation  sera 

c'est-à-dire  de  la  forme 

V  2^  =  x^  —  y\ 

Mais,  si  E  =  —  i,  alors  on  pourra  continuer  encore  les  mêmes  opéra- 
tions, et  l'on  parviendra  nécessairement  à  une  nouvelle  équation  princi- 
pale telle  que 

dans  laquelle,  à  cause  de  E  =  — i,  on  aura  nécessairement  F=  i  (15); 
de  sorte  que  la  dernière  des  équations  principales  sera,  dans  ce  cas,  de 
la  forme 

—  Z'^^^X^  —  ;r% 

laquelle  rentre  dans  la  formule  précédente  en  faisant  V  =  —  i . 
Or.  nous  avons  démontré  que  si  l'équation 

Ar'  =  p-  —  hq- 

est  résoluble,  les  équations  suivantes 

B;-;  =p]  —  Cq],     Cr]  =  p\  —  D(/^. .  ., 

doivent  l'être  aussi,  et  réciprociuement  que  si  l'une  de  celles-ci  peut  se 
résoudre,  toutes  les  précédentes  pournuit  se  résoudic  aussi  (IG);  donc, 
la  résolution  de  l'équation 

A.r'=:  p'—  hq- 
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sf  n'dnir;!  toujours  [nir  ce  moyen  à  celle  d'une  équation  de  la  l'oiine 

\  étant  un  nombre  donné. 

lit.   Or.  re(|inition 

V  z-  ^=  X-  —  r- 

est  facile  à  résoudri'  par  la  méthode  ménn>  du  n"3;  mais,  pour  avoir 
pour  j:^,  vet  :•  desexj)ressions  sans  fractions,  on  fera  x-\-y=^,  a™— j=ifi, 

et  l'on  aura  V='-'  =  'E,6,  donc  ^  =  ~;  de  sorte  qu'il  faudra  i\uv  Xz-  soit 

divisible  par  H.  Soit  M  la  plus  grande  mesure  commune  de  V  et  'ê,,  en 

sorte  que  V  =  MN  et  2  =  Mp,  p  et  N  étant  premiers  entre  eux,  et  l'on 

N  a- 
aura  'i  = ;  donc  s*  =  f>a,  et  par  conséquent  S,  =  Mp,  i]/  =  N17,  M  vi  N 

étant  deux  facteurs  quelcon(|ues  de  V;  or,  soit  /  la  plus  grande  commune 
mesure  de  p  et  a,  et  comme  pa  doit  être  égal  à  un  carré,  il  est  clair  que  p 
et  7  ne  pourront  être  que  de  cette  forme  p  ^=lm^  et  t  =  In'^,  l,  m  et  « 
étant  des  nombres  quelconques  entiers:  ainsi  l'on  aura 

z'=^  /-m'n-,     ^  =r  .r  -I-  >•  =  M  /m-,     i|;  ^=:  .r  —  j  m  N  //»% 

donc 

/(Mm--f-Nn')  /(Mm-  — N;(=) 

z^^lmn,     x= 1      T' = i 

2  ■  2 

mais,  comme  il  est  inutile  d'avoir  dans  les  expressions  de  x,  y  al  z  un 
niulli|)li(ateur  commun,  parce  qu'il  est  visible  que,  dans  l'équation 

\  z-  :=x--  —  y- , 

<tn  peut  toujours  multiplier  à  volonté  x,  j' et  r.  par  un  nombre  quelcon- 
(jue.  on  fera  |)our  plus  de  simplicité  /=  r  (tu  bien  /  =  2  pour  faire  di.s- 
parailre  le  deuominateui'  2  de  x  et  de  r,  et  l'on  auia  en  général 

j;  =  MW-(-Nn-,      r=M/7r— N«-,     z -=7.11111, 
m  et  n  étant  do  fiomlircs  (|uelcon(|ues  entiers,  et  M  et  N  deux  facteurs 
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quelconques  de  V,  en  sorte  que  V  =  MN.  Ainsi,  si  V  a  pliisiciiis  fadeurs 
parmi  lesquels  il  faudra  toujours  eompter  l'unité,  on  aura  autant  de  dif- 
férentes expressions  de  x,  y  et  z  qu'il  y  aura  de  manières  de  partager  le 
nombre  V  en  deux  facteurs. 

EXEMPLES. 
20.  Appliquons  maintenant  notre  méthode  à  quelques  Exemples. 
Exemple  I.  —  Soit  proposé  de  résoudre  l'équation 
109  =:  u'  —  •]  P. 

En  mettant  -  au  lieu  de  u.  et  -  au  lieu  de  /,  elle  deviendra 
(A)  ioi)r- ^  p- — '](f, 

de  sorte  qu'on  aura  A  =  109  et  B  =  7;  car,  comme  ces  deux  nombres  ne 
renferment  aucun  facteur  carré ,  il  n'y  aura  aucune  réduction  à  y  faire. 

Il  faudra  donc  chercher  un  nomlire  entier  a  moindre  que  — -  el  tel. 
que  «^  —  7  soit  divisible  par  109;  mais  pour  cela,  au  lieu  d'essayer  suc- 
cessivement pour  a  tous  les  nond)res  naturels  moindres  que  54.  il  sera 
beaucoup  plus  commode  de  chercher  un  multiple  de  109  ([ui  soit  de  la 
forme  a'^  —  7,  c'est-à-dire  qui,  étant  augmenté  de  7.  devienne  un  caire. 

En  général,  on  remarquera  que  dans  l'équation 

à  laquelle  il  s'agit  de  satisfaire,  A,  doit  être   <  —  lorscjue  B  est  positif. 

et  <^  +  '  lorsque  B  est  négatif  13  et  14],  de  sorte  (|u'il  n'y  aura  qu'il 

4 

essayer  successivement  pour  A,  tous  les  nombres  naturels  nuiindrcs  (\uv 

y  -hi,  pris  positivement  ou  négativement  suivant  que  A  sera  [losilif  ou 

négatif  (numéros  cités],  el  s'il  ne  s'en  ti-ouve  aucun  dont  le  produit 
par  A  étant  augmenté  de  B  devieiuu'  un  carré,  ce  sera  une  mai(|ur  cer- 
taine que  le  Problème  n'admet  point  de  solution  rationnelle. 
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On  en  usera  de  même  à  l'éi^ard  des  autres  équations  de  condilion 

BB,  =  (3^  -  C,     ce,  =  y'  -  D, . . . . 

dans  lesquelles  il  faudra  aussi  (|ui'  B,  <  ^  -H  i,  C,  <C  -r  +  i , 

Dans  l'exemple  propose  on  trouve  d'abord  2.109-t-  7  =  225;  de  sorte 
qu'on  aura  A,  =  2,  a  =  i5;  et  eomme  A,  est  déjà  <B,  la  première 
suite  d'équations  secondaires  se  réduira  à  cette  seule  équation  (12j 

(n)  lop.a  =  i5-  —  '^. 

Ainsi  l'on  fera  (15)  C=  2,  de  sorte  (|ue  la  seconde  équation  princi- 
pale sera 

(B)  7r,=/,;-o^J. 

Il  faudra  donc  satisfaire  à  l'équation 

BB,  =:;3=-C,     savoir     7B,  =  (3=-?., 

p  étant  <  -5  et  l'on  trouvera  |3  =  3,  B,  =  i ,  de  sorte  que,  comme  p,  est 
déjà  <  C,  la  seconde  suite  d'équations  secondaires,  que  nous  avons  dé- 
signée par  (b)  au  n"  17,  se  réduira  à  cette  équation  uni(|ue 

(h)  7.1  =  3=—?.. 

On  fera  donc  D  ^  1 ,  et  la  troisième  é(|uation  piinci|)ale  sera 

(C)  -îrl—pl  —  ql, 

laquelle  est  déjà,  comme  on  voit,  dans  le  cas  du  n"  19. 
Comparant  donc  cette  dernière  équation  à  l'équation 

Vz'  r=  .r'  —  r'-. 

on  aura  V  =  2 ,  a:  =  //o  •  /  =  ^2  -  z  =^r.,;  donc  M  ^  i ,  iN  ^  2  ,  et  par  con- 
séquent 


p.  z=  m'  +  ■?  n- 


r  =  2  mn  ; 


ainsi,  il  n'y  aura  plus  (|u'à  remonter  de  l'équation  {(])  à  l'equatiim    H  . 
et  de  celle-ci  à  ré(|ualion  proposée  (A)  par  la  méthode  du  n"  16. 
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Pour  cela,  on  changera  d'abord  l'équation  (C)  en  celle-ci 

ql  ^  pi  —  2r\, 

et  on  la  multipliera  par  l'équation  (b)  [s'il  y  avait  plus  d'une  de  ces 
équations  secondaires  '  bj,  il  faudrait  multiplier  l'équation  dont  il  s'agit 
successivement  par  chacune  de  ces  équations]  ;  on  aura,  par  les  formules 
du  n"  9,  l'équati(jn 

']ql—{3p,±ir,y—2{3r,±p,y, 

laquelle,  étant  comparée  à  l'équation  'B;,  donnera 

p::=3p,±2r.,     q,^  3r^zïz  p-,     r,z^q^, 

les  signes  ambigus  étant  à  volonté. 

On  changera  de  même  l'équation    B;  en 

■îq:^p-  --r;. 

et  on  la  multipliera  ensuite  par  l'équation    «,,  ce  qui  donnera 

109.49^  ^  (  i5^,  ±  7  r,  i-  —  7  (  i5r,  ±^,)-: 

et.  comparant  cette  équation  avec  l'équation  (Aj,  on  aura  enfin 

p  =z  i5p,  ± -j  r,,     q=:i5r,^zp,,     r^iq, 

de  sorte  qu'il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  successivement  les  valeurs  de 
p,,  q,,  r, ,  et  ensuite  celles  de/»,,  g-:,  /•■>. 

Les  valeurs  de  p,  q  et  r  étant  ainsi  trouvées,  on  aura   h  =  ^  et  /  =  -• 

et  l'équation  proposée 

1 09  ^  «■  —  7  f- 
sera  résolue. 

Exemple  II.  —  Qu'on  propose  maintenant  l'équation  suivante 

—  9,07  =  ir  —  i3/-. 

Puisque  le  nombre  207  est  divisible  par  le  carré  9.  je  supposerai  (4) 
II.  5. 
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a  =  -f  et  r  =  — »  ce  nui  donnera  l'éiiuation 
r  r  ^  ' 

(A)  -2Zr^  =  p=-x3f. 

Or,  on  suivant  le  niême  procédé  que  dans  l'Exemple  précédent,  et  inar- 
(juant  les  étjuations  analogues  par  les  mêmes  lettres,  on  lionvera  Mes 
équations  suivantes 
(a)  -23{-i)  =  6'-i3, 

(B)  i3r;=/>f -t-çj, 
i3.2  =  5'+  I, 


f      2.1  =  I    -H  I, 

(C)  -rl=p',-ql, 

dont  la  dernière  est,  comme  on  le  voit,  dans  le  cas  du  n"  19.  On  aura 
donc/>2  =  .r,  ^2=7.  ^"2  =  -  «^l  ^'=— i; '''^"*" '^'  =  '  etlN  =  — i;  par- con- 
séquent, 

p,^=m-—  n?,     qt  =  m'  +■  «^     r,  r=  ?. nui. 

Ensuite  on  mettra  la  même  équation  (C)  sous  la  forme  des  équations  (bj, 
en  transposant  les  termes  rj  et  ql,  en  sorte  que  l'on  ait  ql  =pl  -+-  r'^,  et 
l'on  multipliera  successivement  cette  équation  par  les  deux  équations  (b). 
Pour  cela,  on  fera  d'abord  le  produit  de  ces  deux-ci,  qui  sera  exprimé 
par  i3.4  =  (5  ±  1)^-1- I  5  q:  r;%  ou  bien  simplement  I3.4  =  6-^-4^ 
c'est-à-dire,  en  divisant  par  4,  i3  =  3-  -h  2-;  donc,  multipliant  l'équa- 
tion précédente  par  celle-ci,  et  comparant  le  produit  ii  l'éiination  (B), 

on  aura 

y>,  =  3/7,  ±2rî,     (/,  =  3/-3qz2/>,,     n  —  q,. 

On  transposera  de  même  le  premier  et  le  dernier  terme  de  l'équation  (Bj 
pour  la  réduire  à  la  forme  de  l'équation  fa),  et  on  la  multipliera  ensuite 
par  cette  dernière  équation,  ce  qui  donnera  une  équation  semblable  à 
l'équation    .\j,  de  sorte  qu'on  aura  enfin 

p^6p,±i3r,,     q  =6r,±  p,,     i=q,. 
Ainsi  l'équation  proposée  sera  résolue. 
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ExEMPi.K  III.  —  Si  l'équation  proposée  était 
5i  =  m'—  7/=. 

•hiiis  laiiuêlle  ti  et  ~  ne  rentVrniriit  aucun  facteur  rarre,  on  t'erail  11  =  "^ 
I  /  f. 

/  =  -•  pour  avoir 

5i  r-  =z  p-  —  'q-, 

et  il  t'audniit  d'altord  satisfaire  a  l'équation 

5iA,  =  5;=  — 7; 

5, 
mais,  en  essayant  pour  A,  tous  les  nombres  naturels  jusqu'à  —-+-1, 

c'est-a-dire  jusqu'à  i3.  on  n'en  trouve  aucun  qui.  étant  multiplié  par  5i 
et  augmenté  de  7,  devienne  un  carré;  d'où  il  s'ensuit  que  l'équation 
proposée  n'admet  aucune  solution  rationnelle. 

Exemple  IV.  —  Soit  encore  proposée  l'équation 

1459  ^  lû  —  3o/  ; 

comme  14^9  est  un  nombre  premier,  on  fera  d'abord  w  =  ",  /  ^=  -  pour 

avoir  l'équation 

(A)  i^5^r''^p^ — Zoq-. 

Ayant  donc  ici  1439  ^  A,  3o  :=  B,  il  faudra  d'abord  trouver  un  nombre 

cr.  <; ^  et  tel  que  «-  —  3o  soit  divisible  [):ir  i  jV),  ou  bien  un  nom1)re 

A,  <  — 7-^  et  tel  que  1439 A,  -1-  3o  soit  égal  à  un  carre,  comme  ncuis 

l'avons  dit  dans  l'Exemple  I. 

Après  quelques  essaies,  je  trouve  A,  :=  241  et  a  =  093,  d  à  l'aide  de 
ces  valeurs  je  forme  cette  première  suite  d'équatiitns  secondaires   12  , 

II 459. 241  =  593-  —  3o, 
241  ■    5l  :=  II  I-—  3o, 
5i .      I  =:     9-  —  3o. 

Donc,  puisijue  1  est  <  3o,  on  fera  C  =  i  (15,.  et  j'aurai  celte  scciuide 

5i. 
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équatidii  principale 

(Bl  Zor\z^p\-q], 

liiqut'lle  est  déjà,  comme  on  voit,  dans  le  cas  du  n"  H). 

J'aurai  donc  p^  =  x,  q^  ■=  y ,  r,  =  r.  et  3o  =  V;  donc,  |)iiis(|iic 
3o  =  2 .  3 .  5 ,  on  aura  M  =  i ,  N  =  3o ,  ou  M  =  2 ,  N  =  1 5 .  ou  M  =  3 . 
N  =  ro.  ou  enfin  M  =  5,  N  =  6;  de  sorte  (ju'on  aura 

p,  =  m-  ■+■  3oH-,  q,  =^  m'  —  3oh',  ;■,  :=  imn, 
OU 

Pi  ^  im' -h  i5n',  q,^iin' — i5n',  r^^^imn, 
ou 

pt  ^  "im' +  \oii-.  y,  =  3m^ —  lo/f-,  r,^=-?.nin. 
OU 

p,  ^  5m'  -h(in-.       ^,  =  5m-  — tj;(\       i;=:-?.nin. 

Ayant  ainsi  p,,  q,  et  r,,  on  mettra  l'équation  (B   sous  cette  l'orme 

q'  ^  pi  —  3orJ, 

et  on  la  multipliera  successivement  par  chacune  des  équations  (a).  Pour 
faire  cette  multiplication  plus  aisément,  on  multipliera  d'abord  la 
deuxième  et  la  troisième  de  ces  équations  ensemble,  et  taisant,  pour 
abréger,  ^u.  ^  9.1 1 1  ±  3o,  v  =  1 1 1  ±  9,  on  aura 

24 1 . 5 1  ^  ^  u'  —  3  v'  ; 

ensuite  on  nmltipliera  cette  équation  par  la  première  des  é(|iiations  !«), 
et  faisant  encore  u.,  =  Ï93a  ±  3oy,  -j,  =  5cfiv  ±  u.,  on  aura 

1 4%  (  24 1 . 5 1  )'  =  (U  J  —  3o  V  ? , 

i'(lualioii  qui,  étant  multipliée  maintenant  par  l'écpiarKui 

(/;  :=  p]  —  3or;, 


donnera  celle-ci 


i459(24'-5i^i)-  =  (fJii/>,  ±  3ov,r,Y~  (a,  r,  ±)i,p,y. 


I 
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laquelle,  étant  comparée  à  l'équation  f  A  ,  donnera  enfin 

p  ^  u,pi  rb  3oK,  /•, , 
q  ^=  a,r,  ±v,p,, 
r  ^=  241. 5i  q. 

Exemple  V.  —  Si  l'on  avait  l'équation 

on  ferait  toujours  «  =  ^  et  t  =  -■<  ve  qui  donnerait  celle-ci 

(A)  23r- =^ p- -h  5q-, 

et  en  opérant  comme  ci-dessus,  on  trouverait  d'abord  les  équations 

(a)  23.3  =  8= -+-5, 

(B)  —5r;=p',—3q]; 

mais,  comme  il  faudrait  ensuite  satisfaire  à  l'équation 

-5B,  =^=-3, 

5  .  . 

en  prenant  pour   —  B,    un  nombre    <  t -f- 1 .  c'est-à-dire  en  faisant 

B,  =  — I  ou  —  2,  et  que  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  deux  valeurs  étant 
multipliée  par  5  et  augmentée  de  3  ne  donne  un  carré,  on  en  conclura 
que  l'équation  proposée  n'est  susceptible  d'aucune  solution  rationnelle: 
ainsi,  quoique  le  nombre  aS  puisse  être  un  diviseur  d'une  infinité  de 
nombres  de  la  forme /j- ^  5^-.  cependant  il  est  impossible  (|ue  le  t\ui>- 
tient  de  cette  division  soit  jamais  un  carre. 

21.  Ces  Exemples  peuvent  suffire  pour  faire  connaître  l'esprit  et  l'u- 
sage de  notre  méthode.  Nous  allons  voir  maintenant  comment  il  fandni 
s'v  prendre  lorsqu'il  s'agira  d'avoir  des  solutions  en  nombres  entiers: 
car  quoique  les  solutions  que  fournit  la  méthode  précédente  soient  gé- 
nérales et  renferment  par  conséquent  tous  les  nombres  soit  entiers,  soit 
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IVîutionnaires.  qui  peuvent  satisfaire  à  l'équation  A  =  m*  --  B/',  cepeu- 
(laiit.  comme  les  valeurs  générales  de  u  et  de  /  se  |)résentent  (oujoiirs 
sdus  nue  forme  fractionnaire,  il  serait  souvent  dilTieile  et  pres(|ue  im|H)s- 
sihle  de  les  réduire  à  des  nombres  entiers.  De  sorte  que,  pour  ne  rien 
laisser  à  désirer  sur  celte  matière,  il  est  nécessaire  de  donner  aussi  une 
melliode  particulière  pour  résoudre  l'équation  A  =  m*  —  B/^,  lorsque  u 
et  /  doivent  être  des  nombres  entiers. 

,^   II).    —  Rrsolittioii   de  /'('fj/iatlon  A  = //^  —  lit'-   lorscjiie  ii  et  f 
doivent  être  des  iioiiihrcs  entiers. 

•22.  Je  trmar(|ue  d'altord  que  si  le  nombre  A  n'a  aucun  fadeur  carré, 
b's  Mombi-es  (/  et  /  (biivent  être  nécessairement  premiers  entre  eux;  car, 
si  ces  nombres  avaient  un  commun  diviseur  p.  il  est  clair  (|in'  pniscpie  ir 
et  /■  seraient  divisibles  par  p-,  il  faudrait  aussi  que  A  le  fût.  On  voit  par 
là  (pic  les  nombres  /  et  u  ne  sauraient  avoir  d'autres  diviseurs  communs 
(|ue  ceux  dont  les  carrés  sont  aussi  des  diviseurs  de  A. 

Ainsi,  si  A  ne  contient  qu'un  seul  facteur  carre,  comme  si  A  =  a/-', 
/étant  lin  nombre  premier  et  a  un  nombre  (jiii  necoiitieiil  aiii-iin  facteur 
carre,  les  nombres  u  et  /  pouiront  être  prcmieis  entre  eux  ou  bien  pour- 
ront avoir  le  nombre  /  pour  commun  diviseur;  et  dans  ce  dernier  cas, 
faisant  it  —  lp,  t  —  lq,  l'équation  A  —  u- —  \\i-  (IcMcndra 

p  cl  (j  ctaiit  premiers  entre  eux.  Si  A  =  al-m-,  I  cl  m  claiil  ib  ^  nombivs 
premiers,  alors  u  et  t  pourront  être  premiers  entre  eux  ou  bien  pourront 
être  divisibles  tous  les  deux  par/,  ou  [)arm.  ou  par /m,  de  sorte  (pren 
faisant  siiccessivement  u  ~  Ip .  t  ~  Iq ,  u  =  mp .  t  =  mq  et  u  =  lmp, 
l  =  Irnq ,  on  aiiia 

am'  =  p'  —  ïiq-,     ou     «/'  — />=— B^-.     ou     a    -  jr  ^  lirp. 

/)  et  (/étant  toujours  |iremiers  entre  eux.  En  ficneral,  si  le  nombre  donné  A 
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est  divisible  jiar  un  ou  plusieurs  nombres  carrés,  et  qu'on  désigne  cIkhuii 
de  ces  nombres  par  p-,  on  fera  u  =  op,  i  =  oq,  —  =  a,  et  l'équation 

k  =  ii'  —  ^t' 
se  réduira  à  des  équations  de  la  forme 

a^^  p-  —  Bq-, 

oùp  et  q  seront  nécessairement  premiers  entre  eux;  ainsi,  donnant  suc- 
cessivement à  p  toutes  les  valeurs  possibles  dont  la  première  sera  tou- 
jours l'unité,  on  aura  toutes  les  transformées  de  l'équalion  proposée,  et 
par  ce  moven  on  n'aura  plus  à  résoudre  que  des  équations  de  la  forme 

X  —  p'—Bq\ 

p  e\  q  étant  premiers  entre  eux. 

23.  Soit  donc  proposée  l'équation 

\  =  p^-Bq\ 

dans  laquelle  p  et  q  doivent  être  des  nombres  entiers  et  premiers  entre 
eux.  Si  B  est  un  nombre  positif,  nous  supposerons  : 

i"  Que  B  ne  soit  pas  carré,  le  cas  de  B  =  è-  pouvant  toujours  se  ré- 
soudre par  la  méthode  du  n"  3: 

2"  Nous  supposerons  d'abord  que  A  pris  positivement  soit  >  yB,  et 
nous  donnerons  ensuite  la  méthode  pour  résoudre  l'équation  proposée 

lorsque  A  <  y  B  '  n°'  29  et  suiv. , . 

Si  B  est  un  nombre  négatif  —b,  alors  nous  supposerons  toujours 
(juc  A  soit  >  b\  autrement,  l'équation 

A  =  p-  -t-  hq' 

ne  saurait  subsister  qu'en  faisant  />  =  o  ou  ^ -^  o;  de  sorte  <|ue  ce  cas 
n'aurait  aucune  diUiculté    voyez  plus  bas  le  n"  27  . 

Enfin,  nous  supposerons  (|ue  A  et  B  n'aient  aucun  diviseur  ((.nirnuii 
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carre:  car  si  A  t't  B  olaieiit  divisibles  à  la  fois  par  p\  il  est  clair  t|Uf  /; 
•levrait  être  aussi  divisible  par  p,  de  sorte  (|ue  le  facteur  coniinuu  p'^ 
s'évanouirait  de  lui-même  par  la  division. 
Ola  posé,  si  l'on  multiplie  l'équation 

par/jjf  —  \i(/',<  »'t  <iu"(in  prenne  poui- />,  et  «■/,  des  iiDinlircs  entiers  tels, 
(|ue  l'on  ait 

un  aui'a,  connae  dans  le  n"  b. 

A{p]-Bql)  =  (pp,-Bqq,)-  B. 

on  bien,  en  faisant 

A,  =/>;— Bçî.     x=pp  —  Bqq.. 

on  ama  ré(juation 

AA,  =  a'-B. 

Or,  soit  -'  la  fraction  que  nous  avons  désignée  f7;  par  ^-  ri  l'on  aura  uSj, 

dans  l'équation 

pq,~qp,  =  ±K 

pour  les  valeurs  générales  de  p,  et  q,. 

p,^  Updzm,     q,  =z  fjiq  ±  n, 

ij.  étant  un  nombre  quelconcjue  entier. 

D(Uic,  substituant  ces  valeurs  dans  rex|)ressi(in  de  c/ ,  on  aura 

x  =  u.{p'—Bq')±{pm  —  Rqii], 

ou  bien,  en  faisant  a  =  mp  —  B/19, 

2  =  uA  it  n. 

\  A 

De  sorte  (jn'nji  pourra  toujours  (jrendre  «  <  —  10,  ce  i|ni  rendra  A,  <  j 
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\ 

si  B  est  positif,  ft   <  V  -^  '  "^i  B  est  négatif    13  et  li  .  et  p;ir  toiisc- 

quent  toujours  A,  <  A,  en  regardant  A  et  A,  comme  positifs. 

De  là  il  s'ensuit  que,  pour  que  l'équation  proposée  puisse  avoir  lieu, 
c'est-à-dire  que  le  nombre  A  soit  de  la  forme  p'^  —  By^  il  faut  iiuc  ce 

A 

nombre  soit  un  diviseur  d'un  nombre  tel  que  a*  — B.  a  étant.  <  — 

Ubstraction  faite  des  signes  de  a  et  de  A^,  et  que,  de  plus,  le  (piotient  A, 
de  la  division  de  a^  —  B  par  A  soit  aus.si  de  la  forme  p]  —  B^;. 

\ 

Donc  si,  parmi  les  nombres  naturels  moindres  que  '—■,  on  n  en  trouve 

aucun  dont  le  carré  diminué  de  B  soit  divisible  par  A,  on  en  conclura 
que  l'équation  est  impossible. 

Si  l'on  en  trouve  un,  on  prendra  ce  nombre  pour  u,  et  l'on  aura  à  ré- 
soudre une  nouvelle  équation  de  cette  forme 

A,  =/>?  -Bq;, 

dans  la([uelle  A,  sera   <  A. 

Si  cette  dernière  équation  est  résoluble,  alors,  connaissant  les  valeurs 
de/j,  et  q^,  on  trouvera  celles  de  />  et  ^  par  les  deux  équations 

x=^  pp,  —  Bqq,     et     pq,  —  qp,  —  ^l\, 
lesquelles  donnent,  à  cause  de  p]  —  B^J  =  A,. 


A, 


Et  si  ces  expressions  dcuinent  des  nombres  entiers,  on  aura  la  résolution 
de  l'équation  proposée;  sinon  elle  ne  sera  pas  résoluble. 

Si  l'on  trouvait  plusieurs  nombres  qu'on  pût  prendre  |>(Uir  sr.  alors 
cbacun  d'eux  donnerait  une  équation  de  la  foriiie 

A,=/>:-B(/î. 

et  cbacnne  de  ces  e(|nations  pourrait  donner  ensuite  une  ou  plusieurs 

solutions  de  la  pro|Kisee:  d'où  l'on  voit  (lue.  pour  avoir  liuites  les  soin- 

il.  5-^ 
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lions  p()ssil)li's,  il  est  nécessairt'  de  l'omiiiilic  Ions  les  nombres  a  qui, 

rlanl    c^  — ^  soni  Icls  que  a-  —  B  soit  divisil)le  par  A,  et  d'examiner  en 

partit  iilier  eliaciine  des  équations  A,  =  />'f  —  Rr/'f  (|ni  en  lesnlleront. 

Au  reste.  lors(|u'on  aura  li'onvé  un  seul  iKunhre  a  (|ui  ait  les  eondi- 
lions  re(|nises.  on  pourra  par  son  moyen  trouver  tous  les  autres. 

\ 

24.  Supposons  en  ellel  qu'on  ail  trouve  un  nonihre  «   ,    —■<  et  tel  que 

'j'^  —  B  soit  divisible  par  A,  et  soil  |3  une  autre  valeur  de  «  en  sorte  que 

A 

l'on  ait  /3  <  —  »  et  ^"^  —  B  divisible  par  A  [S.,  y  et  /3  étant  supposés  po- 

sitifsy;  il  est  elaii'  (|ue,  puisque  «-' —  B  et  /5"  —  li  sont  divisibles  en 
même  temps  par  A,  il  faudra  (pie  p-  —  y-  le  soil  aussi.  e'est-;i-dire  (pu' 
' [j  -V-  v.j  ( (i  —  X)  soil  divisible  par  A. 

Donc  : 

I"  Si  A  est  un   nombre  |)remier,  il   faudra  que  l'un  ou   l'autre  des 

facteurs  [:j -h  x ,  [j  —  oc  soit  divisible  par  A,  ee  (pii  lU'  se  peut  lanl  que 

A  A 

«  <  —  et  /3-<— :  donc,  dans  ee  cas,  il  ne  pourra  absolunuml  y  avoir 

(|u'un  seul  nombre  ce  (|ui  ait  les  eoudilions  re(|uises; 

2°  Si  A  est  compose,  en  sorte  que  l'on  ait  A  =  ah,  a  et  h  étant  deux 
laetours  (|ueleon(|ues  de  A,  alors  il  sulFil  (]ue  l'un  des  faeleurs  |3  -i-  a, 
jv  —  a  soit  divisible  pai'  d  et  l'aulre  par'  h. 

Jeremar(|ue  d'abord  qu'on  ne  peut  prendre  pour  a  et  b  i\w  des  iKun- 
bres  premiers  entre  eux,  ou  au  moins  dont  le  plus  grand  eoinnuin  divi- 
seur soil  2. 

(]ar,  si  a  et  b  avaient  un  commun  diviseur  o  anire  (pie  2,  il  faudrait 
(|ue  a  et  Ci  fussent  aussi  divisibles  pîir  0;  donc,  A  étant  divisible  par  p'' 
cl  u  pai'  0,  il  est  clair  (pic  B  devrait  être  aussi  divisible  |»ar  p-,  de  sorte 
(pie  A  et  B  seraient  divisibles  ii  la  fois  par  o- ,  ce  (pii  est  contre  l'bypo- 
Ibi'se  ^2.'îj. 

Su|)posoiis  donc  en  premiei'  lieu  (|Ue  d  cl  /'  soient  prciniers  entre  eux, 
on  fera  j3  -(-  a  =  a«,  p  —  a.  ^'jb,  et  l'on  aura  aa  =  [xa  —  v/*.  Soit  ,-  la 
fraction  la  plus  proclic  de  j  'S,,  el  les  nombres  u.  cl  v  ser(nit  exprimes 
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en  géncryl  de  celle  inanière 

[j.=^  ml>±  Mxbi,     V  =r  wrt  ±  Ta  «,, 

m  etanl  iiii   ii(iiiilii-e  i|iiele()n(|iie  entier,  et  le  sii;ne  supérieur  on  riiil'é- 

rieiir  ayant  lieu  suivant  (\\\r  .'  <'   on  >•  v-  Dune.  |»nis(|ne  ^  =  jj.a  -  a 
et  ah  =  A,  on  aura 

P  ^  «i  A  dz  loLCil),  —  3t. 

Ainsi,  taisant  pour  pins  de  simplicité 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  oii  -r  <^  j  ''•  l'inférieur  pour  celui 

>    a,  ^    /' 
ou  7-  >■  -5  on  aura 
h,        a 

(3  ^  wA  —  0). 


Si,  au  lieu  de  supposer  j'5  +  a  ;/«.  ^  —  a  = '>/> .  un  siip|)ose 
^  -h  </.  ^  ij.b ,  f-j  —  a  =  v«.  on  trouvera  de  la  même  nianii're 

(3  =  wA  -(-  M. 

De  sorte  que  la  eonsidératiun  des  deux  facteurs  premiers  ^/ et  h  dun- 
nera  en  général 

(î  =  wA  ±fi), 

et  il  n'v  aura  [)lus  ([u'a  delerminer  rn  et  le  signe  de  '•>.  en  surte  (|ue  fj  soit 

<  -  •>  ce  (|ui  peut   toujours  se  faire,  mais  d'une  seule  inanière.  cunime 

nous  l'avons  déjii  reinar(|ue  plus  liant. 

On  voit  par  la  que  cliaciue  couple  de  facteurs  de  .V  premiers  entre  eux 
donnera  un  nouveau  nombre  ^  et  n'en  donnera  altsolument  (pi'un  seul: 
de  sorte  (jne  si  A  est  un  nomlire  premier  ou  une  puissance  d'un  iKHuhre 
preini<'r,  il  ne  pourra  y  avoir  ([u'une  seule  valeur  de  a:  si  A  a  deux  fac- 
teuis  premiers  ou  qui  soient  des  puissances  (pHdcon(|ues  de  deux  nom- 
Itres  premieis,  il  pourra  v  avoir  seulenieni  deux  valeurs  de  v:  si  .\  con- 

5?.. 
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liciil  trois  facteurs  premiers  ou  qui  soient  des  puissances  quelconques  de 
irois  nombres  premiers,  il  ne  pourra  y  avoir  que  quatre  valeurs  de  a,  et 
ainsi  de  suite;  d'où  il  s'ensuit  en  général  que,  si  le  nombre  des  facteurs 
premiers  de  A  est  n,  soit  que  ces  facteurs  soient  des  nombres  premiers 
ou  lies  puissances  quelconques  de  nombres  |)remiers,  le  nombre  des  va- 
leurs de  Cf.  sera  ou  nul,  ou  égal  à  2"  '. 

Supposons  en  second  lieu  que  a  et  b  aient  pour  plus  grand  commun 
<liviseur  le  nombi'c  2,  et  faisons  a  =  2/,  b  =  2g,  /et  pétant  premiers 
entre  eux ,  en  sorte  que  l'on  ait  A  =  ^/g. 

Dans  ce  cas,  on  pourra  faire  j3  +  a  =  2ij./i'l  [■j  -    x  =  2vg,  sans  que 

X  et  j3  soient  divisibles  par  2,  puisqu'il  n'y  a  qu'à  supposer  a  et  [i  im- 

f 
pairs;  on  aura  donc  a  ---  fxf —  yg,  d'où,  en  su|)|)osant  que  —  soit  la  l'rac- 

/■        .-  ^' 

lion  la  plus  procbe  de  -1  et  faisant,  pour  abréger, 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  —  <-;  et  le  signe  inférieur  pour 


f        f 
le  cas  où  —  >  — )  on  trouvera 
S^        g 

■?. 

Ici  il  est  visible  qu'on  peut  déterminer  le  nombre  m  et  le  signe  de  ^j  de 

lieux  manières  dillérentes,  en  sorte  ipie  l'on  ail  ^j  -  re  qui  donni  ra 

par  lonseqnenl  deux  valeurs  de  jS;  mais  il  peut  airiver  qui'  ces  valeurs 
se  trouvent  déjà  comprises  dans  celles  qui  résultent  île  la  ronsiileiation 
des  facteurs  premiers  de  A;  on  pourrait  même  déterminer  en  général  le 
cas  où  les  valeurs  de  |S  résultantes  de  cette  dernière  formule  seront  toutes, 
ou  en  |)artii'  seulement,  identiques  avec  celles  (|u'oii  pourra  ilcduire  de 
la  formule  précédente;  mais  ce  détail  nous  mi'neiail  trop  loin,  cl  d'ail- 
leurs il  serait  plus  curieux  qu'utile. 

Nous  nous  l'ontenlerons  de  remarquer  qui',  loisi|ii('  le  noinbrr  A  l'St 

ilivisiblr  par  '),  ;ilors,  si  ,3  est  unr  des  valeurs  de  it, ,5  en  sera  ton- 


DU   SECOND   DEGKÉ.  il3 

jours  une  aussi;  car,  soient  A  =  4E  et  ,S- —  B  divisible  par  lE.  pre- 
nant au  lieu  de  jî  le  nombre  2  E  —  |S,  on  aura 

(2E-;3r- b  =  4e^-4e;3  +  3=-  b, 

qui  est  évidemment  divisible  par  4E. 

25.   Considérons  maintenant  l'équation  du  n"  23. 

A,  =/>;  -Bq-, 

et  comme  les  nombres />,  et  q,  de  cette  équation  sont  déterminés  '23)  par 
la  condition  que 

il  est  facile  de  voir  que  ces  nombres  seront  nécessairement  premiers  entre 

eux;  de  sorte  que  l'équation  dont  il  s'agit  sera  parfaitement  analogue  à 

r('()uatiiin  ])récédente 

\=p'~Bq-. 

et  par  conséquent  sera  susceptible  d'opérations  semblables.  Donc  : 
I''  Si  B  est  positif  et  que  A,,  considéré  comme  positif,  soit     ;  yB, 

cette  équation  sera  déjà  dans  le  cas  que  nous  traiterons  plus  bas  (29;: 
2"  Si  B  est  négatif  et  égal  à  ~  b,  et  que  A,'=  h  ou     ;  h,  on  aura  le 

cas  du  n'^  27. 

Ainsi,  nous  supposerons  encore  ici  que  A,,  regardé  comme  positif. 

soit  >  s  B  dans  le  cas  de  B  positif,  el        h  dans  le  cas  de  B  =      /-.-et 

l'on  pourra  traiter  l'équation 

comiue  on  a  fait  ci-dessus  l'équation  A  =p'  --  Bq-. 

On  multipliera  donc  cette  équation  [Vàr  pi  -  Bqi    et  l'iui  déterminera 
p.,  et  q.,,  en  sorte  que  l'on  ait 

p,q:      q,p:-^^i; 
ce  (|ui.  en  faisant,  pour  abréger. 

\,=pl~BqU     x,=-p,p:  —  Bq,q,, 
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(lonih'i'ii  ri'(|ii:ilioii 


A,A,  =  «;  —  B. 


Or,  (mis(nroii  a  déjà  (  23j 


on  :uii"i,  fil  ajoutant  cette  e(|uati(iii  à  celle-ci 

iiii.  en  l'en  retraiieliaiil. 

(q,^q)p,  ~{p^::izp)q,  —  o. 


et  par  c(iiise(|ueiil 


q^^g      q< 


p,^lj.,p,±p,     q,^u.,q,±q. 


a,  étant  lin  iminlire  enliei'  (Hielc(nN|ne. 

Si  l'on  snlislitne  ces  valeurs  de  p.^  el  (j.,  dans   l'expiession  de  !z,,  on 
aura 

3£,  =  iJ.,  [p\  —  B^;  )±(pp,  —  liqq,  I. 

ou  liieii 

a,  =  a,  Al  ±  X. 

Ainsi  l'on    pourra  deleruiiiier  a,  en  sorte  (|ue  y.,     ^  —,  vv  i|ui  reiidia 

Ao  <  A,  (13  ol  14  ,  en  regardant  c/.,.  A,  et  A,  ((Miinie  positifs  pour  éviter 
toute  équivoque;  <;t  il  est  facile  de  voir  qu'on  ne  saurait  satisfaire  à  cette 
condition  (|iie  d'une  seule  manière,  de  sorte  que  la  valeur  de  p.,  et  le 
sitiiie  de  7  se  trouveront  par  là  entièrement  déterminés;  et  comme  les 
signes  and)igus  de  p  i'\  q  dans  les  expressions  de  p.^  et  (j.^  doivent  être  les 
mêmes  (|ue  celui  de  a  dans  l'expression  de  a,,  il  ne  resleia  plus  rien 
d'arliiliaire  dans  ces  expressions. 

l'ar  ce  inoyeii  la  icsoliition  de  ré(|iialion 

\^~p]-  bq: 
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sera  réduite  à  celle  de  l'é(|u;itii)n 

\i=L  pi  —  B^J, 

dans  la(|uelle  Aj  <  A,  (abstraction  faite  des  sii^iies  de  A,  et  de  A^;. 

En  ell'et,  dès  qu'on  aura  trouvé  les  valeurs  de  p.,  et  de  (/,.  il  n'v  auia 
qu'à  chercher  celles  de/>,  et  q,  à  l'aide  des  équations 

lesquelles  donnent      , 

/''"  A..        '     ^'^        A.       ' 

si  ces  expressions  donnent  (en  prenant  a  vidonté  les  signes  supérieurs 
ou  inférieurs)  des  nombres  entiers,  abus  on  aura  par  les  expressions 
de  p.,  et  ^2  trouvées  ci-dessus 

±p  =  p.—  ui,  p,.     ±q  =  Ç:—  a,i],, 

et  le  Problème  sera  résolu. 

Mais,  si  les  expressions  de  p,  et  q,  ne  domieiit  (|ue  des  nombres  rom- 
pus, ce  sera  une  marque  que  ré(]uation  proposée  n'est  |)oint  résolul)leen 
entiers. 

Maintenant,  puis(pie  l'on  a  p,c/.,—  '/,/>i^  —  "-  "•  t'^'  visiitle  (jue  p, 
et  (/,  seront  preiuieis  entre  eux:  d'oii  il  s'ensuit  (pie  l'eiiuatioii 

\,=:pl-Bq] 

seia  parlailement  semblable  à  l'ecpiatioii 

k,  =  p]-Bg]. 

et  (pie  par  conséquent  on  y  pourra  appliquer  les  mêmes  raisonnements 
et  les  mêmes  opérations  (|ue  nous  venons  de  laire  sur  celle-ci.  et  ainsi  de 
suite. 
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•m.   Doiic.  si  l'ctii  t'ait  coininc  dans  le  n"  12 

(    A  A,=-a=  — B,     «<— , 


,     ,  '  A,  Aj  =  a?  —  B,     a,  =  a,  A,  ±  «  <'  —  ^ 

(a)  '  "^  2 

A- 

A:  Aj  rrr  «5  —  B,        «j  :=  f/.]  Aj  ±  «i  -<   — '  ; 


/    .        .     ■•                A               A,             .  A,                             ,      . 
(•  cst-a-tiiré  a       —iC(,       — ■>  a,       —>•■•)  en  rci-ardant  «,  a,,  cf.., 

\  2  2  5 

A,  A,,  Aj....  coMimc  tous  positifs],  on  aura  vviiv  suite  d'éciuations 

A  =/)=  -Bç", 

A,=/>;-B9Î, 

(P)  {  A.=  />^-Bç;, 

A3  =  /»=-B</  =  , 


dans  lesquelles 

^p,^  p.  -  IJ-z p.,      3Z  9,    -:  g,  -    y.3 9, 


oii  il  faudra  toujours  se  souvenir  que  les  signes  ainl>ii;us  de  p,  q  et  a 

doivent  èlre  les  mêmes,  ainsi  que  eeux  de/?,,  y,,  îc 

De  plus  on  aura  aussi,  en  général,  les  équations 

ia„_,  p„±;Ba„ 
an-,q„±p,. 

les  signes  ambigus  étant  à  volonté,  [xuirvu  (|u'oii  les  prenne  de  même 
dans  les  deux  équations. 

Donc,  si  l'on  peut  résoudre  une  (iuelcon(|ue  des  e(|uati((ns  f/5j,  comme 

A„      pi      Wq;,, 
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c'csl-ii-dii'c  Icoiivcr  les  viilciirs  de/;,,  cl  q,,,  on  |)(iiirra  lioinci' niissi  \y,\r 
les  (■(|u;ilioiis  ffîy  les  viilcuis  des  (Hi;iiilil('s  |)r('C('(leiiles /j„_,  et  «/„_,,  et, 
CCS  (|ii;t(rc  valeurs  claiil  coiiinics.  on  poiii  ra  par  !<■  moyen  des  l'orninlcs  'yj 
l'cnionicr  aux  valeurs  de  />  cl  (/  (|ui  rcs(dvciil  rc(|ualion 

cl  (|ui  scnuil  uécessaircnicnl  des  nonilircs  enlieis  si  />„,  f/„.  //„___,  et  r/,,^, 
le  sonl. 

Récipro(juenicul,  si  I  e(|iiation 

.\„  =  p;,  -  Bq- 

n'adinel  point  de  solnti(Ui  en  nombres  cnlicrs,  ou  que  les  expressions  de 

/'„  !•  (/„-!  Ile  donnent  point  de  nombres  entiers,  on  en  devra  conclure 

(|iic  re(|nalion 

\=p'-  Bq' 

iiesl  point  résolu  hie  en  mtmhres  entiers. 

An  reste,  il  faut  remar(|uer  que,  comme  on  peut  prendre  également 
y  positif  ou  négatif,  eliaque  valeur  de  c<  donnera  deux  suites  différentes 
de  foiniules  telles  que  (v.j  et  ! yj,  qu'il  faudra  considérer  chacune  en  par- 
licnlici' pour  avoir  toutes  les  solutions  possihies  de  ré(|uation 

mais,  sans  être  obligé  de  faire  un  nouveau  calcul,  il  sullira  d'(d)scrvèr 
<|u'cn  prenant  a  négatif,  les  foinuiles    aj  resteront  les  niéuies  en  chan- 

geanl  simpicnicnl  les  signes  de  c/.,,  a,....  cl  de  a,,  u.., (r(ui  il  s'ensiiil 

(|u'il  n'y  aura  d'autre  ciiangeuM'ut  ;»  faire  aux  foinuiles  7  (|uc  de  pren- 
dre y.|,  ij..,,  rj..| —  avec  des  signes  contraires. 

A/ia/vsc  (ht  cas  où  B  est  ricsid/ij. 

27.  C(Uisi(lcroiis  d'aliord  le  cas  de  M  iicgalif.  parce  (|ii'il  csl  plus  facile 
à  résoudre  (|iic  celui  de  15  posilil'.  cl  l^ui  pr(Mi\cra.  C(unnie  (ui  a  l'ail    1  \  , 

(|uc  la  scilc  des  (luauliles  y\.  A,,  A.j,  A, piuii'ia  être  continuée  jus- 

II.  53 
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qu'à  ce  (|iR'  l'on  arrive  à  iiii  terme  eomme  A„,  le(|iiel  soit  égal  nn  moindre 
que  B  eonsidéré  comine  positif,  c'est-à-dire  (|u'en  supposant  B  =  —  />  on 
aura  A„  =  è  ou  <  A. 

i"  Soit  A„  =  b,  et  l'équation 

A„  =  pi  +  h  q'I, 

ne  pourra  sul>sister.  à  moins  que  p"^  ne  soit  divisilile  par  /;;  donc,  si 
h  =  c'-(l.  on  aura  nécessairement  p„  =  cclr,  et  ré(|iiation 

h  z=  p;,  -h  h  ql 

deviendra,  en  divisant  par  />, 


=  <//•=  -f- 


V"' 


laquelle  donne  ou  /•  i=  o,  et  par  conséquent  p„  =  o  et  ^„  =  i ,  ou  </„  =  o 
et  dr^  =  I,  c'est-à-dire  r=  i  et  d=  i;  donc  p„  =  c;  de  sorte  que  ce  se- 
cond cas  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  h  ne  soit  carré;  or,  si  l'on  cherche 
dans  ce  même  cas  les  valeurs  de  /)„_,  et  q,,^,  par  les  formules  du  numéro 

précédent,  on  trouvera  ^„_,  =  ±    ,  =  rb  -;  d'où  l'on  voit  (|ue  q„^,  ne 

saurait  être  un  nombre  entier,  à  moins  que  c  ne  soit  égal  à  i ,  et  qu'ainsi 
le  Problème  ne  peut  être  résolu  dans  le  cas  dont  il  s'agit  que  lorsque 
c  =  I ,  ce  qui  donne  h  =  i  et/»,,  =  i ,  q„  =  o.  Or.  lorsque  b  —  i ,  il  est 
clair  t|ue  dans  l'équation 

les  quantités  p„  et  q„  peuvent  s'échanger  entre  elles,  et  que  la  même 
chose  a  lieu  aussi  à  l'égard  des  autres  équations  analogues;  de  sorte  que 
la  supposition  de  p„  =  i  el  q„  ^=  o  rentre  dans  cidle  de  p„  =  o  et  q„  =  \ , 
que  nous  allons  examiner. 

On  aura  donc  en  général.  lors(iue  A„  =  b,  p„  —  o  et  q„  =  i ,  d'oii  l'on, 
trouvera  ^numéro  précédent j 

,  a»-, 

/'"-  =  -'•  i'-'  =  nr' 

de  sorte  (ju'il  faudra  dans  ce  cas,  pour  (|ue  \c  Problème  soit  res(duble. 
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que  «„_,  soit  (livisihlf  par  h;  si  ccUe  ('(jmlitiun  a  lieu,  alors  on  aura 

^„=o,  ^,,=  1, 

/.„-,  =  ..     9„-,  =  ^, 

et  l'on  pourra  en  remontant  trouver  les  valeurs  de  p  et  q\  sur  quoi  il  est 
bon  de  remarquer  que,  quoique  l'on  ait  trouvé /?„_,  =  ±  i,  il  serait  ce- 
pendant inutile  de  faire />„_,=  —  i,  parce  qu'il  est  facile  de  voir  qu'à 

cause  de/)„  =  o  les  valeurs  de/>„_2.  Pn-» p  "c  ililléreraicnt  (|ue  par 

les  signes  de  celles  qu'on  a  en  faisant  /?„_,  =  i . 

2°  Soit  A„  <  è;  dans  ce  cas  il  est  visible  que  l'cijuation 

A„  =^  pi  +  hq-„ 

ne  saurait  avoir  lieu,  ii  moins  (|ue  Ton  n'ait  q„  =  o  et  A„=y9|,  ce  (|ui 
donnera 

d'où  l'on  voit  qu'à  moins  que  l'on  n'ait  ^„=  i,  et  par  conséquent  aussi 
A„  =  i.  les  valeurs  de  />„_,  et  de  y„_,  ne  pourront  être  des  nombres 
entiers. 

Donc,  si  l'on  pousse  la  série  des  nombres  A,  A,,  Aa,...  jusqu'à  ce  que 
l'on  parvienne  à  un  terme  A„  moindre  que  h,  et  que  ce  terme  soit  ditfé- 
rent  de  l'unité,  on  en  devra  conclure  que  l'équation  proposée 

k=p--\-  hq- 

n'est  point  resoUililc  en  immbrcs  riilicrs. 

Si  au  contraire  on  a  A„  =  i,  alors  on  aura,  en  ne  donnant  à  ^„_,  que 
le  signe  -+- ,  par  une  raison  semblable  à  celle  que  nous  avons  dite  ci-des- 
sus à  l'égard  de  /»„_,. 

p„  =  i,  9„  =  o, 

et  l'on  pourra  en  remontant  ti'onvcr  les  valeurs  clierchces  de/>  et  y. 
De  là  on  voit  (|ue  cliaciuc  valeui'  (!<■  y    23    ne  pourra  donner  qn"uiir 

53. 


ViO       SUH    LA   SOI.ITION    DES  l'KUBLÈMKS   l  NDETKKM  IN  ES 

seule  solution  de  r('(|Uiiliou 

lorsque  B  est  négatif,  de  sorte  que,  coninie  le  nonihre  des  valeurs  (jue 
peut  avoir  la  quantité  «  est  nécessairenieul  limite,  celui  des  solutions 
de  re(|uiition 

A  =  />^  -t-  l>(/' 
le  sera  aussi. 

Ainsi,  si  A  est  un  nombre  premier  ou  une  puissance  (pielcoïKine  d'un 
nombre  pi'euiier  aniri'  que  2,  l'équation 

A  -  /,  +  /„/• 

ne  pourra  avoir  qu'une  seule  scdntiiui  en  noiidircs  entiers  I rovc:  plus 
liaut  le  11"  24;. 

Quant  aux  valeurs  négatives  de  Cf.,  il  est  facile  de  voir,  par  les  for- 
mules fy  ,  qu'en  eliangeant  les  signes  de  a,,  ij..,,  a,,...  et  de  c/.„  ,  les 
valeurs  de  /i  et  </  demeureront  les  mêmes  ou  changeront  siinplemenl  de 
signe,  à  cause  ((ne  l'on  a 

p„^o,    ;!„_,  =  I,     <y„=:i,     ,/-,=  -— ^-' 

ou 

p„=^\,     p,i—i=^  —  «„-i.     ^,1  =  0,     ^„_,  =  I . 

Ainsi  la  considération  de  y.  négatif  sera  tout  ii  fait  inutile  lors(|ue  B  est 
un  nombre  négatif. 

Analyse  du  cas  où  B  est  positif. 

28.  Supposons  prescntenicnl  (|iic  B  soit  un  nombre  positif;  on  pion- 
vera  d'abord,  par  un  raisonnement  semblable  ;i  celui  du  n"  KJ,  (|nc  les 
nombres  v.  ■>:,.  y..^,...  iront  en  diminuant  jnscpi'ii  ce  (pie  l'on  ai'rive  à  un 
nombre  comme  y.„  (|tii  soit  =  \  B  ou  <  \  B:  mais,  comme  B  est  supposé 
non  carré  23  ,  il  est  impossible  (pu'  c/.,, -^  \  B,  de  sorte  (pi'on  aura  né- 
cessairement y.„  ■<  \  B. 
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Oïl  iiiira  donc    26y  iiiii'  cquiilioii  de  ccUc  t'ornu' 

A„  A„+,  =^  a,ï  —  B,     im  liiiMi     —  A„  A„h.i  =  B  —  a,;, 

dans  laquelle,  à  cause  de  a,;  B,  il  est  clair  que  les  nombres  A„  el  A„_^, 
devront  ètie  de  signes  difléienls,  et  (|ue  de  plus  l'un  de  ces  nonilires. 
abstraction  laite  de  son  signe,  devra  être  <  y  B- 

Faisons  pour  plus  de  simplicité  a,,  ^  e,  et  nommons  ±E  l'un  «les 
nombres  A„,  A,,^.,  et  =f:  D  l'autre,  D  et  E  étant  des  nouibres  positifs  et  E 
étant  <  v'B.  fn  sorte  que  l'on  ait  l'équation 

DE  =  B  -  e\ 

et  comme  on  a,  par  les  loruuili's  f/3j, 

A„  =  p^,  —  B(];.     et     A„+,  =  pUi  -  B</,^^,, 

il  est  clair  que  les  nomhies  D  et  E  seront  de  ces  l'oruies 

—  D  =  p'— Ba=,      :r:E=/    —  B«=. 

Ainsi  la  (|uestion  se  réduit  à  res(Uidre  ces  deux  e(|uations  dans  lescpielies 
DE<B;  en  etlet,  les  valeurs  de  o,  7,  /-et  tétant  conmies,  on  aiu'a  celles 
de  /)„,  y,,, />«-*-(.  '/,l-^-^•  ft  l'on  pourra  à  l'aide  des  t'ornuiles  y  reiuonter 
aux  valeurs  de  p  et  (/. 

Il  suffît  même  de  résoudre  l'une  de  ces  deux  équations;  car  il  esl  lacilc 
de  voir  par  les  n""  23  et  25  «pie  les  cpiantités  o,  7.  /•  et  v  doivciil  ctrr 
telles  que  l'on  ait 

1    ;'!7  —  so  =  ±1 , 
(   rp  —  tisa  =  e, 

par  011  l'on  pourra  deteruiiner  0  et  7  dès  tpi'on  aura  /  cl  v.  ou  rtce  rcrsn. 
Il  faut  remarquer  ici  que  l'ambiguïté  des  signes  dans  i'ecpnition 

/•(7  —  sp  =  ±i 

n'est  poini  ailiiliaire,  mais  (pTcilc  doil  rc|)ondr('  ii  celle  dv  rcipialioii 

rtE=:/-— Bi'; 
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en  «'H'ol  ct'tle  oqiialion,  olant  combinée  avec  l'('(|iiati(in 

—  D  =  p'— Ba', 

duiint' 

(roii  l'on  voit  (|iic  la  t|iiaMlit('  r7  —  sp  doit  vUv  iicressairfmt'nt  [idsitivc 
DU  négative  suivant  (|ue  l'on  a  le  signe  supérieui'  ou  l'inférieur,  dans 
l'equaliou  dont  il  s'agit. 

A  l'égard  de  e,  e'cst-à-dire  de  !z„.  elle  pent  être  |)osilive  ou  négative, 
el  il  faudra  même  la  faire  sueeessivement  positive  et  négative  pour  avoir 
toutes  les  solutions  possibles  de  ré(|natinn  proposée  20  .  en  ayant  atten- 
tiuM.  comme  nous  l'avuns  lait  observer  dans  ce  numéro,  de  clianger  les 
signes  de  ix,,  fXj,  jj.3,...  dans  les  fuinuiles  (y^  lo.rs(|u"on  prendra  <■  néga- 
tive, tout  le  reste  demeurant  d'ailleurs  le  même. 

29.  Considérons  donc  ré(|uation 

±E=  r'  —  Bs\ 

dans  laquelle  E  •<  y  B'  *'t  supposons  pour  un  moment  (|ue  l'on  connaisse 
déjà  les  nombres  entiers  r  et  s  qui  y  satisfont;  il  est  d'abord  clair  que 
ces  nombres  seront  premiers  entre  eux  en  veiiu  de  la  première  des 
équations  dj  du  numéro  précédent;  ensuite  il  est  facile  de  prouver  (jue 
l'on  pourra  toujours  former  deux  suites  décroissantes  de  nouibies  en- 
tiers comme  r,  r,,  r^,  r^,...  el  s.  s,,  s..,  s.,,.:,  dont  la  première  commence 
par  r  et  se  termine  par  1.  et  dont  la  seconde  counnence  par  s  et  se  ter- 
mine pai'  (),  et  (|ui  soient  de  plus  telles  cpie  l'on  ail 

rs,  —  sr,^±i,      r,  S2  —  «,  /^  =  zp  1 ,     /'j  s,  —  Si  r,  ^  ±\ ,.  .  .; 
car,  si  l'on  divise  le  nombre  r  par  le  nombre  s  (il  est  claii  »|ue  r  doit  être 


>  j,  à  cause   (|ue   ré(|uation  ±E  =  r''  —  Bs'^  donne  -  =  v/B±-,  et 
i|Ue  E  <  \  B  ]î  qu'ensuite  on  divise  s  par  le  reste  de  la  première  division. 
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et  qu'on  continue  toujours  de  diviser  le  reste  précédent  par  le  dernier 
reste  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  division  exacte,  et  qu'on  nomme  a. 
jS,  7,  {?,...,  w  les  quotients  qui  en  résultent,  on  aura,  comme  on  sait. 


où  l'on  remarquera  qu'à  cause  que  les  nombres  r  et  5  sont  premiers  entre 
eux  le  dernier  reste  sera  nécessairement  l'unité,  et  par  conséquent  le 
dernier  quotient  sera  plus  grand  que  l'unité,  de  sorte  qu'on  aura  oj  =  2 
ou  >  2. 

Cette  traction  continue  étant  coupée  successivement  au  premier,  au 
second,  au  troisième,...  de  ses  termes,  donnera  autant  de  fractions  par- 
ticulières, lesquelles,  en  y  ajoutant  au  commencement  la  fraction  ^.  for- 
meront cette  suite  de  fractions 


où  l'on  aura 


a        c 

e 

m       p 
«'      ?' 

a  —  x. 

6  =  1, 

c  =  [3a  -1-  I, 

r/  =  (36. 

e^yc  ^ 

^  a, 

f^yd+b. 

de  sorte  qu'on  aura  aussi 

16   —  oa=  I, 
ad  —  6c  =  —  I , 
cf   ~  de  =  i. 


mq  —  np=:± 
ps    —qr  =  ^ 


De  plus,  ces  fractions  seront  convergentes  vers  la  fraction  -,  avec  cette 


'rl'4       SIH    LA   SOLLTIUN   DES   PROBLEMES  INDETLKMINES 

diU'crciU'c  iiiir  li's  l'iiiclions  -•  -.■^■■■^  i|iii  occiipciil  les  |tlac('S  impiiin's, 
si'idiil  lonjmiis  plus  sj;r;iiult'.s  que  -i  cl  (|ii'aii  coiilrairc  les  Irai  lions  (|iii 
oc(ii|K'iit  li's  places  paiics.  ((iiiime  ^i  -p^---,  scioiil  toujours  plus  petites 

(ilie  -■   ciunuie  il  est  l'acile  de  le  démontrer  par  la  nature  uièiue  de  ces 

tractions.  Au  reste,  nous  n'aurons  pas  besoin  de  tioiivei' ces  tractions; 
il  nous  sullira  de  considérer  {ju'il  est  toujours  possililc  de  les  tr(uiver. 

t|ucdle  (|ue  soit  la  fraction  donnée  -• 

M.  Huvglieiis  est,  je  crois,  le  premier  (|ui  ail  imaginé  de  réduire  une 
fraction  t|uelcon(}ue  en  une  fraction  continue,  et  d'en  déduire  une  suite 
de  fractions  parliculières  convergentes  vers  la  fiaction  donnée  r^oyez- 
son  Traité  De  Automato  planetario  .  D'autres  Géomètres  ont  ensuite 
étendu  et  perfectionné  cette  tliéorie,  surtout  M.  Euler,  dans  son  Inim- 
ditclio  in  Analysin.  et  dans  plusieurs  excellents  Mémoires  imprimes 
parmi  ceux  de  l'Académie  de  Pétershourg.  Cette  matière  se  trouve  aussi 
trës-l)ien  développée  dans  V Algèbre  de  M.  Saunderson,  qui  emploie  une 
méthode  indépendante  des  fractions  continues. 

Mainti'uaul,  si,  dans  ré(iuation 

±E=/--B5, 

c'est  le  signe  su|)erieur  (|ui  a  lieu,  en  sorte  (pie  l'iui  doive  avoir 

rs,  —  SI-,       1 .     r.  S:  —  s,  i\.  :=  —  i ,     ;•;«,  —  S:  i\^^  i 

et  que  le  nombre  des  termes  dans  la  série 

I        u       c  j)       r 

o       T>       (/  V       * 

soit  impair,  il  est  clair  (|u'il  n'y  aura  (|u'!i  faire 

/•,  =:  p.     r.  =z  m s,    -  (j.     Ht  —.«....; 
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mais,  si  le  iioinhic  des  termes  est  pair,  alors  on  fera 

i\^r  —  p,     n  =  p,     r,  =  m,....     s,=zs—q,     S:  =  q,     ,?,  =  «,...: 

en  etrel,  on  aura  dans  ce  eas  mq  ~-  np  =  —  i ,  ps  —  qr  =  \\  donc 

;-i,  —  sr,  =  —  rq  -\-  sp  :=  I , 
r, s.  —  s,  r.  ^  rq  —  sp  ^=  —  i , 
r-s,  —  s,  r,  =  pn  —  qm  =^  i , 


or,  comme  r  =  jjp  -^  m  et  s  ^=  ',)q  ^  n,  et  comme  w  =  ou  >  2,  on  aura, 
en  faisant  oj  —  i  =  'i/, 

/•,  =  d/^ -4- m,     s,  =:  (Lg -i- /j.      el     r^r,  +  r.,     sr=St-hs,, 

•l>  étant  un  nombre  positif. 

On  résoudra  de  même  le  cas  oii  ce  serait  le  signe  inférieur  qui  devrait 
avoir  lieu,  et  l'on  en  conclura  qu'il  est  toujours  possible  de  trouver  des 
nombres  /•,,  r.^,  r. —  et  *,,  *,,  ^3,...  qui  aient  les  propriétés  requises,  et 
que  ces  nombres  peuvent  être  supposés  tels,  que  l'on  ait 

/•  ^  À,  /■,  -I-  r,,     s  ^  >.,  s^-\-  s., 
;-,  ^  >.,  ;-2  -i-  Tj ,     s,  ^  X2  i,  +  S3 , 

r,  :=  ).;,  }\  -(-  Ti  ,       5i  :=  \  «3  +  «,  , 
Ta  =  ?.,  Tj  -i-  Ti  ,       53  =  /i  J,  -I-  S. , 


'/ ,,  /.,,  Ài,...  étant  des  nombres  entiers  et  positifs. 

On  voit  de  plus  que  les  deux  derniers  termes  de  la  série  /,  r,,  /.,,  r.^ 

.seront  a,  [la  étant  le  minihrc  enlicriiui  approchera  le  plus  de  la  frac- 
tion -  j ,  et  que  les  deux  derniers  termes  de  la  série  s,  s,,  s.,,  s.,,...  seront 

1,0;  de  sorte  que,  si  l'on  c(uinaissail  les  nombres  À,  ).,,  Ào,...  avec  le 
nombre  a,  on  pourrait,  en  remontant  par  les  formules  précédentes, 
trouver  les  nond)res  cbercbés  rvls. 

Les  conditions  par  les(|uelles  on  doit  delerminer  les  nombres  À,  À,,  >,..,... 
II.  -,4 


i-2«       SIH    LA   SOl.niON    DES   l'HOHLÉMKS  INDÉTERMINÉS 
sonl  que  ces  nuinlircs  soit'iit  loiis  rnlifis  posilils  et  tels,  que  l'on  ait 


>,) 


r  s,  ~  s  r,  =  ±  I , 
r,s,  —  5,  /',  =  zp  I, 
r,Si  —  s,r3  =  rt  I, 
r^  i,  —  îj  r.  =  zp  I , 


t'ii  pn'iiiiiil  les  signes  siipcricui-s  on  iiircriciirs,  snivaiil  iiuc  l'on  anra  le 
signe  supcrit'ur  ow  rintciieur  dans  riMinalidn 

±  E  =  /•'  —  BsK 

Or,  il  csl  Cacilc  de  voir  que  si  la  |)i('mii'rc  cqnarKui 

rs,  —  sr,  =;  ±  I 

a  lieu,  les  suivantes  annuil   lien  (rclles-rncines.  en  vei'tn  des  t'drnmles 

'^  ;  en  eUV-t.  mi  aura  par  ei's  lurnniles 

i\  =  ;•  —  À,  ;•, ,  s,  =  4-  —  /.,  .$,, 
done 

;•,  Si  —  s,  l'i  ^  r,s  —  *,  r  =  zï:  I , 
et  ainsi  des  autres. 

30.   (^ela  |»()sé,  re|)ren()ns  re(|iiatii)n 

drE=i'— B5% 

et  soit  d'aliord  le  signe  sn|)erienr,  en  sorte  ipic  l'on  ail 

E  =  i--Bs'; 

done,  divisant  par.v*,  on  aura 


B 


E 


s'  s' 

et  divisant  encoïc  nar  — i-  v  li. 


</» 


(;-»6l 
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(Idiic,  puisque  K<\B  Cpyr  liypotlii'sc^ ,   on   ;iuia  à  plus  forU-  raisiui 

E      V  B  - — :  donc vB>oel  <-• 

Or,  l'équation 

rs,  —  5r,  =  I 

(lonni- 

r        /•,  I 

s  s,  55,  ' 

(jonc,  avant \  B  ■<  -•  on   aura  aussi  —  —  vB  < ;   mais,  à 

5  5-  5,  5=  55, 

cause  de  s,  <r  s,  il  est  elair  que <  o;  donc  aussi  —  —  yl^  <C  "» 

T  5'  55,  5, 

et  multipliant  par-  -f-  yB-  "i  —  B<o,et  par  conséquent  rf  —  B^'f<o; 

ainsi  l'on  aura 

r;  — 8*;  =  — E,, 

E,  étant  un  nombre  positif. 
Dp  même,  l'équation 

/■,  5;  —  5,  r,  ^  —  I 

donnera  celle-ci 

5,  5,  5, 5, 

la(|uelle  étant  ajoutée  à  l'équation  ci-dessus 
r         r,  I 

5  5,  55, 

on  aura 

/•  T;  I  I 

5  5;  55,  5,  5j 

mais,  ayant  5,  <j  et  *.<*•,,  il  est  clair  ([ue  ^  <— "^  donc  -  —  7'<"' 
c'est-à-dire  -  —'->  o.  Or.  on  a  aussi  -  —  y'B  >  o:  donc  on  aura  encore 

5i  5  5 

-  —  y/B>o,  et  multipliant  par -  — \B.  '|  —  B  >  o  et  ri^  -  Bf  ^      «>; 

donc 

r\  —  Bs]  —  E„ 

E2  étant  un  uomhre  positif. 


54. 


i28      SUR   LA  SOLUTION  DES  PROBLÈMES  INDÉTERMINÉS 

L'o(|uation 

r,  ij  —  s,  r,  =  I 
(loiineia  |)areilloiiu'iit 

Li  —  H  —  — 

«3  i,  «2  *J 

et  ajoutant  ri'(|uation 

r  _  rj  _  j i_ 

on  aura 

r        r, I  I  I 

s  s,  SS,  s,  s,  s,  5,  ' 


<lonc,  puisque y  B  <  -7'  on  aura 

s,  5'  SS,  S,  S,        ■    S,  îj 

or,  à  cause  de  s,  <C  s,  ^2  <[  s,,  S3  <  .v,,  on  aura 

<o    et 

i'        SS, 

donc  aussi  —  —  y'B  <  o;  donc  r'î  —  B.vj  <  o,  donc  on  aura 

/»-Bi5  =  -E,, 

E,  étant  un  nombre  positif,  et  ainsi  de  suite. 
Supposons  en  second  lieu  que  l'on  ait 

—  E  =  r'-B4=, 
donc 

—  —  B  = et v/B=  — 


"■(r-v'ï) 


donc,  à  cause  de  E<  v'B,  on  aura vB  <  o  ''l  > ;■   ^^'■'  '*"  '' 

dans  ce  cas 

rs,  —  «r,  ^=  —  I  ; 

donc 

r        i\  I 

s  s,  SS,  ' 
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donc ,  à  cause  de \  B  > r'   on  aura  aussi   —  —  vB> -; 

s  s-  s,  ss,        s' 

mais ,  puisque  5,  <  s,  on  a r  ^  °'  donc  —  —  v'B  >  o,  donc  aussi 

r'-^  —  B.v';  >  o  ;  donc  on  aura 

r;-Bs?=E,! 

E,  étant  un  nombre  positif. 

On  aura  ensuite 

;•,  5,  —  s,  r,  =  I , 

donc 


donc,  puisque 


on  aura  aussi 


r,        1-2 I 

s,  S;  S,  5j  " 


r        r.  I  I 

--  = H >o, 

*  5;  SSi  s, S; 


à  cause  de  s,<Cs  et  ^^2  <  ■>"(  ;   donc ^>o,    et  par  conséquent 

<C  o;  mais v  B  <  o;  donc  on  aura  aussi  —  —  v  B  <  o;  donc 

f;       5  i  s. 

r'I  —  Bs'l  <  o;  donc 

E2  étant  un  nombre  positif. 

On  prouvera  de  même  que  l'on  aura 

ri  —  Bsl  =  Ej, 

E3  étant  positif,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  combinant  les  deux  cas,  on  aura  en  i^énéral  les  formules 

suivantes 

±E  =r'-  Bs\ 

zjzE,  =  r]—Bs], 

±E,—  r\-Bsl, 

z^E,  =  rl~Bs], 


WO       SLK    LA   S0LUT1()^    1>KS   PROBLEMES  INDETERMINES 

•iaiis  IfSiiuelli's  E  est  positif  et  inoindrc  (|iu'  \\\  p;ir  riiy|)ntlii'si' .  cl  M,, 
E...  E:, ....  sont  aussi  iii'ci'ssairciiit'iit  posilil's. 

'^\.  Qu'on  multiplie  présentement  les  (M|uatioiis    0  j  deux  a  deux,  on 
aura    9    : 

I"  —  EE,  =  (  /■/•,  -  Bss,)'  -  B  (  rs,  —  si;  )•■; 

mais  on  a  par  les  ioi'mules  (yjj 

rs,  —  «r,  =  ai  I  ; 


donc,  si  l'on  t'ait 


/T,  —  Bsst  -----  q:  £, 


on  aura  I  e(|uatnin 

-EE,  =  £»-B,     ou  bien     EE,— B  -  £'. 

2»  —  E,E:  =  (f, /v—  Bsiî,)'—  B(r,S:  —  *,/•,)=; 


donc,  faisant 


r,  5;  —  i,  r,  =^  ZiZ  1  ; 


/•,  ;•;  —  Bs, s,  =  ±i\. 


-E,E:=£;-B,     ou  liicM      E,E,  .:»-;[. 

V'  Faisant  Av  nu'Uie 


on  trouvera 


/■j  /-j  —  Biiij  =  jT  Ej, 


E,E,  =  e,'-B.     ou  bien     E,E,       B-£^, 


et  ainsi  de  suite. 

Maintenant  (tn  a,  par  les  formules  'Çj, 

Tj  =  /•  —  /,  r, ,       5j  =  4  —  ).,  5,  , 

(loin 

r,  r,  —  Bi,«,  =   ri\  —  Bii,  —  ).  r\  —  B«;); 
donc 

zt  e.  ^  zp  E±: /,  E,,     savoir     e,  —  À,  E,  —  £. 
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On  a  (le  iiièiiu' 

'■3  ^  /"i  —  ^2  r, ,     ij  =  .ï,  —  >,j  s, , 
(lonr 

i\  i\  —  Bij  s,  =  ;■,  r,  —  Bi,  i,.  —  ^i  (  r,  —  B5 '  ) , 
savoir 

q=  El  =  ±  e,  3:  X,  E: ,     ou  bien     s,  =  /.^  E,  —  c, , 

et  ainsi  des  autres. 

De  sorte  qu'on  auia  les  r(|uatioiis 

E  E,  =  B-ç% 
E,E2  =  B  — £;, 
E,E3  =  B-£^ 
E,E,  =  B-e;, 


dans  lesquelles 


e,  =X,E, -e, 

£,  =  /,£,  —  £,, 
S.i  ::=  AjEj  —  £2, 


32.  Nous  avons  vu  30  (|ue  les  nouiltres  E,.  E^.  E,,...  sont  nécessai- 
rement tous  positifs;  donc,  pour  que  les  équations '^x  puisseni  subsis- 
ter, il  faudra  que  les  carrés  s'-,  îf ,  il,...  soient  tous  moindres  (|ue  H. 

Or.  je  vais  prouver  d'ahoid  {\\\v .  \Hn\v  (pie  ces  coudilions  puisseni 
avoir  lieu,  il  faut  (]uc  les  iKinihres  £,  l^,  i.,,...  dans  les  c(|ualions  (À; 
soient  tous  posilifs. 

Car  :  i"  supposons,  s'il  csl  possible,  £  =  —  rj,  Ti  etani  un  uiunlui'  posi- 
tif, on  aura  donc  £,  =  À,  E,  —  n  el  par  conséquent  1,  positif  à  cause  de 
>.,  et  E,  positif;  mais  il  faut  que  £7  <  B,  donc  À,  E,  -t-  ri  <  \  \i ,  e(  par 

conséquent  À,  <  - — rr— ^;   mais  /,  doit  être  entier  positif,  dont    il   lanl 

que  E,  ■-:[  \ih  —  r,;  or,  on  a 

EE,  :^:  B  -  *]'  -^^  '■  y/B  -f-  ï)  )  (  v  B  -r,    . 


W2       SlIH    LA   SOLUTION    DKS   l'K(»BLÈMES  INDÉTEKMINÉS 
(loue  E,  ne  pi'ul  t'iro  <  yB  —  «j  (iiic  E  ne  soit  en  nu'-mc  Iciiips    >  ^  B  -<-  /j  ; 
mais  E  <^  V  1^    P'"'  liv|iiitlièst'  .  (loue  il  est  iinpossiitlc  (jnc  i  soil  iici;;itir. 
2"  Supposons  £,  =  —  fli,  yj,  éliuil  positif,  on  aura  î^  =  ^^2^2  +  Vi^  et 
par  conscciiiciit  i^  positif;  mais  on  doit  avoir  s^  <B,  donc  il  faudra  que 

X.K., -t- /j,  <  v'B  et  par  conséciuont  l.,  <  ^  p~^'"^  donc  pour  (\nr  Àj 
puisse  elre  enliei'  positif,  eonune  il  le  doit,  il  faut  (|ue  E.^  <  v^B  —  fli  ;  or, 

E, E,  =  B  - -flj  =  f  VB  +  ^')  (  v'5  - -/J.  J, 

donc  Eo  ne  saurait  être  <  v/B  —  vj,  que  E,  ne  soit  >  y  B  +  o,-  'l  ;>  p'iis 
forte  raison  E,  >  v  B;  mais  l'équation  s,  =  ).,  E,  —  •  donne,  ii  cause  de 
£,  =  —  ■/;,,  ),,  E,  =£  — ï)),  '■'  |'<"'  «■onsé(pienl,  puis{|ue  £  \  B.  '/.,  E,  ■  \  H; 
ce  qui  répugne  tant  que  >.,  est  entier  positif. 

Donc  3,  sera  nécessairement  |)ositif,  et  l'on  déinonlrera  de  même  (pie 
les  iioud)res  i.,,  £3 dans  les  é(piations  '/ i.  devroni  elre  aussi  tous  po- 
sitifs. 

I{3.  Maiiili'nant ,  puis(|u'on  doit  avoir  {-,  £;,  £'^,...  moindres  que  B.  il 
est  clair  qu'il  faudra  que  £,  £,,  i-,,  £3,...  soient  tous  <,  yB. 

Supposons  donc  {|uc  £  soit  en  effet  <  y'B,  et  voyons  commeni  on  doil 
deleiiiiiuci-  les  uondires  ).,,  Ào,  /:,....  dans  les  é(|ualiiuis  "/.  pour  (pu'  les 
nomi)res  £,,  £2,  £.,....  soient  tous  moindres  (|ue  y  B. 

I"  Soil  £,  <  y  B,  donc  5,  E,  —  £  <  y/B,  dom- 

.    ^  V  B  -t-  e 

^■<     ET- 

.Mais,  comme  >,,  doit  être  un  nomhre  enlier  positif,  il  landia  (pu' 
E,  <  y  B  -I-  £,  et  par  conséquent .  à  cause  de 

EE,  =  B  -  e' =  (v/B -)- e)  (  VB  -  £j, 
que  E  soit  >•  v'B  —  £;  ainsi,  le  tÈOiid)re  c  devra  être  •<  y  B  et  >■  y  B  —  E. 
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2"  Soit  îo  <  vB,  «loiic  >, E,,  —  s,  <  V  B.  fît  (le  là 

^^  <       E. 

Mais,  pour  que  ).■,  puisse  être  entier  positif,  il  l';ui(lrii  (|ue  Ej  <  \/B  -h  £,, 
et  par  eonséquent.  à  cause  de 

E,E.  =  B-e;  =  (vB-H£,)(v'B-  £,), 

que  E,  soit  >  v'B—  '-,<  ou  bien  s,  >■  v'B-^E,  ;  tl(uie  À,  E,  —  £>  \/B  —  E,, 
et  par  conséquent 

i"  Soit  £3<vB.  donc  /■:,  E3  —  s.,<Z\B.  et  par  conséquent 

Or.  puisque  ).3  doit  être  entier  et  |)ositir,  il   l'imdra  (|iie  E3  <^\B  -\-  b-,; 
par  conséquent .  à  cause  de 

E,E,  =  'b  -  si  =  is/B  -h  E,)  is/B  -  e,) , 

il  faudra  que  E.,  >  yB  —  £j.  c'est-à-dire  £,  >  \IB  —  E,;  donc 

).,E, -£,>vB  -E.. 

et  |)ar  conséi|uenl 

v'B-f-E, 


A,  -+-  I  > 


E, 
cl  ;iiiisi  de  suite. 

Si  la  (juanlilé  Iv,  elait  la  dcrniéfc  de  la  série  E.  E,,  E-, en  sorte  que 

re(|ualion 

fi'il  la  dernii're  des  ccuialioiis    /.   ,  aliu's  on  auiail  ^clllclllcMl  .  pour  la  dé- 

Iciiiiifialidii  de  >.,,  I:i  cundiliou  >..,  <  ^^-— ^ — -■  mais,  si  l'on  \ciil  de  plus 
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(|iit'  le  (liTiiicr  terme  de  la  série  E,  E,,  E-,,...  soit  ^v'B,  alors,  en 
supposant  t|ue  ee  soit  E».  on  aura  E,  <v'B,  et  à  plus  lorle  raison 
E,  <  V  B  —  £:i  ;  «loue,  à  cause  de 

E,E.  =  (v/B  +  £j(v/B -£,,), 

Kj  >  VB  —  £3,  e'est-à-dire  £3  ;  >  y/B  —  E3,  et  par  riiiise(|iienl 

À,Ea—  S,>v/B-    E3, 


d'où 


C'est  la  même  condition  iiu'on  aurait  par  la  eonsidération  de  l'équation 

suivante 

E.E^  =  B-e;, 

si  le  terme  E4  n'était  pas  le  dernier. 

Doue,  en  général,  si  la  série  des  nombres  E,  E,,  Ej,...  est  supposée 
continuée  jusqu'à  un  terme  ;  \j\i,  il  l'atidra,  pour  queleséquations(/)  et 
(X)  puissent  subsister  en  ne  prenant  pour  E.Ei.E,,...  et  pour  1,,  X.,,  À,,... 
(|ue  des  nombres  entiers  positifs,  il  faudra,  dis-je,  que  l'on  ail  d'abord 


et  ensuite 


£<v/B     ei     £>v'B-E, 


v/ÏÏ  +  £,  ^(B 


—  I , 


iH-)  {      ^       E,      '       '-^       E, 

,    ^y/B  +  e,  .    s/B  +  e, 


On  voit  pal'  là  que  b'S  nombres  À,,  '/..,,  À^,...  seront  absolument  détermi- 
nés, de  sorte  que,  les  nombres  E  et  c  étant  connus,  tous  les  autres  le  se- 
ront aussi  par  le  moyen  des  formules  ('/.),  (1)  et  {(j.). 
En  eiïet,  connaissant  E  el  s,  on  aura  E,  par  l'équation 

EE,      B-£'; 


ensuite,  a  eause  de  /.,  <  J^        "•        - 
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et    >  ^~„'      — I,  il  est  claii'  (lu'uii  ne 


E,       ""  ' '        E, 
|((piiiia  prendre  pour  À,   (|ue  le  nond)re  entier  qui  est  inimediatenieiil 

plus  petit  que  ^~, —  ^  et  il  est  facile  de  voir  (|ue  ce  iKunhre  sera  néces- 

saireuient  positif;  car,  à  cause  de  E  >  y  B  —  £  (  par  hypothèse  ,.  ou  aui  ;i 
E,  <  vB  -•-  =•  ''"  vertu  de  l'etiualiiui 

EE,  =  B-£==(VB  +  ej(v'B-£); 


le  nombre  À,  étant  ainsi  (onuu,  en  aura  e,  ="/.,E, 

tirera  E,  de  l'équation 

E,E,  =  B-£;, 


après  ([uoi 


l'on 


et  connue  A.>  <  ^^— p et    >  i— =; i,  il  tandia  pieudie  uecessaire- 

meut  pour  /.o  le  uomhi-e  entier  qui  sera  iininediatemeut  moindre  (|ni' 
^    "^  '-,  et  il  est  clair  (|ue  ce  nombre  sera  positif,  à  cause  que.  À,  étant 


> 


E, 

v/B-f- 


/.,E, 


==c,>v/B-E, 


et  par  c(Uise(|ueul 


E,>vB-ï,     et     E,<v'B-^£„ 

en  vertu  de  ré(]uati(ui 

E,E,  =  B-  c;  =  (vB-(-£,)(vB-£.), 
et  ainsi  de  suite. 

34.   Ainsi,  pour  résoudre  l'équation 

±:E=  /■■  -   B.v. 

où  E  <  VB,  ou  ((Miimencera  par  chercher  un  nombre  entier  i  <  vB  el 
>  VB  —  E,  et  tel  ijue  B  —  £-  soit  divisible  par  E;  si  aucun  des  nombres 
(|ui  tombent  entre  vB  —  E  et  yB  "t"  satisfait  à  cette  condition,  ce  sera 
une  mari|ut'  (|ue  rcqnalion  pioposee  n'est  point  résoluble  eu  entiers. 
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Ayant  trouve  iiiir  (ui  |ilusieurs  valeurs  de  e,  on  formera  d'après  clia- 
eune  de  ces  valeurs,  et  par  le  moyen  des  formules  du  numéro  précédent, 

les  séries  E.  E,,  Eo,  E,,...,  i,.  s...  î;,,,..  et  >.,,  )..,,  À:, et  si  ré(niarKm 

proposée  est  résoluble  en  nombres  entiers,  on  parviendra  néeessairemeni 
it  un  terme  de  la  série  E,,  Ea,  E3,...,  (jui  sera  égal  à  l'unité,  et  (|ni  occu- 
pcni  une  place  paire  ou  impaire  suivant  que,  dans  l'équation 

±  E  =  ;•'  —  Bs\ 

ce  sera  le  sii^iic  supérieur  du  rinlerieur  (|ui  aura  lieu.  En  ell'el .  nous 
avons  vu  (29)  qu'en  continuant  les  séries  des  nombres  r,  r,,  /•.,...  et 

.V.  s,,  s., on  arrivera  nécessairement  à  des  lei'mes  comnu'  /•„,  et  *,„,  tels 

<|ii''  >'m  =  '   ''•  •^m  =  o;  or  on  a,  |)ar  les  fornuiles  iO), 

ri,  -  B«,;,  =  ±  E,„     ' 

lorsque  le  quantii'iue  m  est  pair,  cl 

/•,-,  —  ^sl,  =  zp  E,„ 

liij'S(|iii'  le  (juanliiMiie  m  est  inipaii';  donc  on  aura  dans  le  picniier  cas 
rc  E,„  —  i,  et  dans  le  second  q=  E,„  —  i;  d'où  l'on  voit  (|ue  le  premier 
cas  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  prenant  le  signe  supérieur  et  faisant  E„,  =  1 , 
el  le  second  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  prenant  le  signe  inl'érieui'  cl  iaisani 
de  nuMue  E,„  =  t ,  à  cause  (jue  K,„  (loi!  être  positif  30,. 
Donc,  lors(|ue  l'équation 

±  E  =  /■'  -  B«' 

peut  se  résoudre  en  nombres  entiers,  il  doit  \  avoii- (bins  la  série  E,  E,. 

E.. un  teinu'  comme  E,„  =  1 ,  le  (|uantième  m  étant  pair  ou  impair 

suivant  (|u'on  aura  le  signe  supérieur  ou  l'inférieur  dans  ré(|ualion  dont 
il  s'agit;  et  comme  1  est  toujours  <  yB,  il  est  clair  (ju'on  doit  parvenir 
à  ce  tei'Mie  E,„  par  la  métbodi;  du  numéro  précédent,  el  alors  on  fera 
r,„  =  I  et  s,n  =^  o.  De  plus,  il  est  clair  par  les  formules  ' r,  ]  (juc  l'on  doit 
avoir 

/■„,_,  S„  —  5,„_,  /'„=  +  ! 
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si  m  est  pair,  et 


»•„,_,  s„  —  s„- ,  /'m  :=  z:;  I 

si  m  est  impair,  c'est-îi-dirc  'à  causf  que  le  qiiaiitièiiie  ni  doil  èlre  pair 
pour  le  signe  supérieur  ri  iin|i;iii'  pour  l'int'érieui' 

/•„i_l  ■$»,  *m-i  Tn,  =  —    I  , 

d'oii,  en  faisant  r,„  =  i  et  s^  =  o,  on  aura  i,„_,  =  i:  entin.  il  est  l'ariie 
de  voir  par  les  formules  du  n"  31  (ju'on  aura  aussi 

r„,_,  /•„  —  Bi„,_,  s,„  =  ±  e„,_, 
lorsque  ni  est  pair,  et 

;•„_,  ;•„  —  Bi„,_,  i„  =:  qz  £„  -, 

lorsijue  m  est  impair,  c'est-à-dire,  pai*  la  remarque  pi'ecédenle, 

l'„-\  l'm  B5„,_,  S„  =  £m_i, 

d'où,  à  cause  de  r„  —  i  et  s,„  =  o,  on  aunr  r,„_^  =  =,„_,•;  de  sorte  (|u'on 
aura  ces  quatre  valeurs 

/•„  =  I  ,  s„^  o, 

/m-i  ^  îm-l  ,        •Sra-i  =  '  ■ 

à  l'aide  desquelles  on  pourra,  en  remontant  par  les  formules  ''^;  du 
n"  29,  trouver  les  valeurs  clierchées  de  r  et  s. 

35.  Comme  tout  se  réduit  à  trouver  un  terme  de  la  sei'ie  E,  E,,  E.,... 
«jui  soit  égal  à  l'unité,  considérons  plus  particulièrement  la  lui  de  cette 
vsérie.  Et  d'abord  il  est  clair,  par  ce  qu'on  a  enseigné  33i,  (jue  cette  série 
peut  être  poussée  aussi  loin  que  l'on  veut,  parce  (|ue  les  opérations  par 
lesquelles  les  nombres  E,,  E^,  E,,....  e,,  s.,,  £;,,...  et  /.,,  '/..,,  >.i,...  doiveni 
être  déterminés  peuvent  être  continuées  tant  qu'on  voudra. 

D'autre  pari,  il  est  évident  par  les  formules  y.  (|ue  les  nomlues  E, 
E,,  Eo,  E3,...  doivent  être  nécessairenuMit  moindics  ijuc  H;  de  sorte  (|iic. 
comme  ces  nombres  doivent  être  en  inéuH-  temps  entiers,  ils  ne  pourront 
avoir  ([u'un  nombre  limité  de  valeurs  dillerentes,  et  (|u'ainsi.  en  suppo- 
sant la  série  poussée  à  l'intini.  il  faudra  absoliimcnl  t|ne  le  même  Icrinc 


W8       SLH    LA   SOIJTION    DKS   l'H(  (ULEiM  KS    INDETERMINES 

levieiiiie  une  intinité  de  fois;  par  conséquent,  il  faudra  aussi  que  la  même 
combinaison  de  deux  termes  consécutifs  revienne  une  inlinité  de  fois. 
Supposons  donc  que  dans  la  série 


E,  E„  E,,  E„  E.,  E„  E,„  E,,  E„  E„  E,„. 


les  deux  termes  consécutifs  E,,  Eg  soient  les  mêmes  que  les  termes  Ej, 
E,,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  E,  —  E3  et  Eg  —  E»,  il  est  facile  de  voir  (|ue 
l'on  aura  aussi  nécessairement  E,  —  E.,,  E,„  —  E„ 

En  effet,  puisque  E,  =  E3  et  Eg  ~  E^,  (Ui  aur;i ,  par  les  foriiiiiles  (k), 
E,  =  c,i;  donc,  par  les  formules  (p.), /g  = /.j,  et,  par  les  fornmies  fX), 
«8  =  £,;  donc,  pai-  les  formules  !>,j,  Ej,  =  E5,  et  ainsi  de  suite.  En  géné- 
ral, il  est  évident  (|iic,  deux  t(!rmes  consécutifs  étant  donnés,  tous  les 
suivants  le  seront  aussi  par  les  formules  {-/.),■[/.)  et  (/j,);  de  sorte  (|ue, 
di's  que  la  même  coiiihinaison  de  deux  termes  consécutifs  ro^vieiidra  après 
un  certain  nombre  de  termes,  tous  les  termes  suivants  reviendront  les 
nn-nies  aussi,  et  par  conséquent  la  série  ne  sera  plus  (jii'une  suite  de  pé- 
riodes identiques  à  la  première. 

Mais  il  y  a  plus  :  je  vais  démontrer  (|u'en  supposant  les  termes  consé- 
cutifs E,,  Es  idenli(|ues  avec  les  termes  E3,  E^,  les  ternies  précédents  E^, 
E5,...  seront  les  nn-mes  aussi  (|ue  les  termes  Eo,  E, — 

Pour  démontrer  celte  proposition,  il  est  clair  (pi'il  sullit  de  faire  voir 
que.  lorsque  deux  termes  quelcon(|ues  consécutifs  comme  E3,  E..  sont 
lionnes,  tous  les  précédents  le  .seront  aussi.  Or,  il  est  visible  par  les  for- 
mules (/j  que.  E3  et  E^  étant  donnés.  £3  le  sera  aussi;  mais  on  doit  avoir 
=2<Cv'B»  donc  par  les  formules  !).)  il  faudra  ipie  '/.3E3  —  £3<vB.  t'< 
par  conséquent 

'^       E, 
De  niriiie.  on  doit  avoir  s, -^    y'B,  donc  ÀjEj  — £2<CVB.  et  de  là 


oi',    )..,  devant   être    iiii    noinliic   entier    jiositif,   il    faudra    ipie    E^   soit 
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<  v'B  -f-  £2;  donc,  à  cause  de 

EjEa  =  B-  £,'  r.   (v'B  +  E,)  (^B  -  e,j, 

il  faudraque  E3    >  v'B  — co,  savoir  Sj      VB—Ej.et  comme  £2  =  ),:,  E3  — e,, 
il  faudra  que  (X,  +  i  j  E,   >  v^B  +  £3,  d'où 


On  trouvera  de  même,  par  la  considération  de  la  condition  e  <  ;  \/B.  ces 
deux  conditions 

Ensuite,  comme  E  est  <  \/B  (par  hypothèse),  on  aura  h  plus  forte  raison 
E<  \/B  -+-  £,  et  par  conséquent,  en  vertu  de  l'équation 

EE,  =B-£^=(v'B  +  £)(vB-e), 

E,  >  vlï  —  £,  savoir,  à  cause  de  £=:X,  E,  — £,,  (X,-Hi)E,  >  \/B-f-£,,  d'où 

y/B  +  S, 


X,> 


E, 


Ainsi  l'on  aura,  en  considérant  les  séries  X,,  Xj,  X,,...,  £,,  £.j,  £3,...  et  E, 
E,.  Ej,  E,,...  à  rebours,  les  conditions  suivantes 


(V) 


X3<-g— ,  X3^.— ^^ ., 

lesquelles  étant  combinées  avec  les  formules  (x)  et  (X)  S(!rviront  à  detcr- 
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iiiiiici'  Ions  les  leriiH'S  de  ces  mêmes  séries,  en  sii|t|»()Saiil  deux  teinies 
nmseculifs  comme  E^,.  E^  donnés.  Car  E,  et  E3  étant  donnés.  £;,  le  sera 
aussi;  par  cousé(|uent  ).;,  sera  aussi  donné,  à  cause  (lue.  À.,  devant  être 
ciilici-,  un  ne  pourra  |)rendre  pour/:,  que  lencnuliic  ciilief  (jui  sera  immé- 

dialciuciil  uKiiudif  (lue  ^— jj — -;  avant  ainsi  /,,  on  aura  £0  par  la  l'ornuile 

£,i-=Â3E:. —  £2,       savoir       e,  =r  >i,  E.,  —  Es, 

et  ensuil<'  1'],,  par  l'ecuiation 

E..  Es  ^=^  B  —  Êj  ; 

or,  Ej  el  t.,  elanl  donnes.  À.,  le  sera  aussi,,  parce  (|ue  l'on  ne  pourra 
prendre  pour  À^  que  le  nombre  entier  qui  sera  immédiatement  moindre 

(lue  -^ — r^ — -^  et  ainsi  de  suite. 
'  Es 

Il  résulte  de  la  (|ac.  dans  la  suite  E,  E,,  E.,,  E,,  E, une  comliiiiai- 

son  i|uel((Ui(|ue  de  deux  termes  conséciilirs  comme  E3,  E^  ne  peut  reve- 
nir, (|ue  toutes  les  combinaisons  précédentes  E.,,  E;,,  E,,  E.,...  ne  soient 
déjà  revenues,  de  sorte  (jue  la  première  combinaison  E,  E,  devra  néces- 
sairement être  aussi  la  première  à  revenir.  Donc,  puiscpril  est  absolu- 
ment nécessaire  (|u'une  combinaison  (|uelcon(|ne  revienne,  à  cause  du 
nondirc  limite  des  valeurs  (|ue  peuvent  avoir  les  nombres  E,  E,,  E.^,..., 
connue  nous  l'avons  observé  dans  le  numéro  précèdent,  il  est  évident 
que  la  première  combinaison  E,  E,  devra  revenir  nécessairement,  aussit()t 
que  toutes  les  autres  combinaisons  possibles  seront  épuisées,  el  abu's 
tonte  la  série  devra  aussi  revenir  la  même  par  le  numéro  précédent;  de 
sorte  (ju'après  la  première  période,  le  reste  de  la  série,  (piebiue  loin 
qu'elle  soit  poussée,  ne  sera  plus  composé  (|nc  d'une  snile  de  périodes 
identi(|ues  à  la  première. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  trou\e  E,  =  E  et  Eo  =  E,,  la  série  sera  de 
celle  l'orme 

E,  E„  E„  E„  E..     E.  E„  E„  E  ,  E„     E,  E„  E„  E„  E.,.  .  . 
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il  l'iiitiiii;  (le  soilc  (jiir  les  Icrinos  (|iii  ne  se  li-ouvcnuil  [xtiiil  diiiis  l;i  pi'c- 
niit'ir  période  K,  E,,  Iv,,  E;,,  E^  ne  se  Irouvenml  pus  non  pins  ihiiis  Innt 
h'  reste  de  la  série  eonlinuée  même  à  l'iiitiiii. 

'M').    Dime,  [)()iir  piMivoii'  résoudre  re(|ii;iliiui 

il  ne  s'agira  que  de  continuer  la  série  E,  E,,  Eo,  E3,...  justiii'a  ce  (|ue  les 
deux  premiers  termes  reparaissent  dans  le  même  ordre,  ce  cpii  arrivera 
nécessairement  avant  qu'aucune  autre  couple  de  deux  termes  consécutifs 
puisse  reparaître;  et  si  dans  cette  première  période  de  la  série  il  ne  se 
trouve  aucun  terme  égal  à  l'unité,  on  en  devra  conclure  que  cette  équa- 
tion n'admet  point  de  solution  en  nombres  entiers. 

.Mais  si  l'on  trouve  dans  la  première  période  un  terme  comme  E,„  =  i , 
alors  ce  terme  donnera  d'abord  une  solution  de  l'équation  proposée  (34), 
pourvu  que  le  quantième  m  soit  pair  ou  impair  suivant  que  dans  cette 
équation  on  prendra  le  signe  supérieur  ou  l'inférieur.  Si  l'exposant  m  du 
rang  n'est  pas  tel,  alors  on  continuera  la  série,  et  comme  le  terme  i  doil 
reparaître  dans  les  périodes  suivantes,  on  verra  s'il  se  trouve  avec  nu 
exposant  qui  ait  les  conditions  requises;  et  alors  ce  nouveau  terme  don- 
nera de  même  une  solution  de  l'équation  dont  il  s'agit;  ensuite,  en  con- 
liiuKiut  toujours  la  série,  on  pourra  retrouviT  ce  même  terme  autant  de 
l'ois  (|u'on  voudra,  cl  par  conséquent  en  tirer  eiiccn-e  d'autres  solutions  ii- 
l'intîni. 

D'où  l'on  voit  (|ue  si  l"é(|iKitioii 

rnE=:/'— B.Ï- 

admet  une  solution  t]ni'lcon(|ue  en  nombres  entiers,  il  lant  aussi  qu'elle 
en  admette  une  iiiliuilé  d'autres. 

M.   Un  a  vu    33    (|ue  les  séries  E.  E,,  En 1.  =,.  £>•••■  '''  ''1.  ^j 

sont  entièrenu'Ut  déterminées  par  les  deux  termes  E  et  E,.  |)arce  ipie.  |{ 
et  E,  étant  doinu's.  i  l'est  aussi,  et  ainsi  des  antres;  d'oii  il  s'ensuit  (pu- 
ll. 56 


4'rJ       SI  K    L\    SOLITION    UKS   l'KOHI.liMliS   iNDKTKKMINES 
l(irs(|uc  la  série  K,  E,.  E-,,...  iccommciicc.  los  iIcun  itiilics  ddivcnl   re- 
(•omiufiin'r  aussi. 

Su|)|)()soiis  ddiic  (|uc  (hiiis  l;i  série  E,  E,,  E-,,-.-  le  tenue  E,,  soil  ei;al 
à  K  et  le  lei'Mie  suivaul  Eu-^,  égal  à  E,  ;  alors  ou  aura  eu  i;éuefal  35) 
E,,-^,  =  E,,  el  par  eousé(|ueut  E. „  =E„  =  E,  E.„^-v=  E,  —  ;  doue  aussi 


//  elaul  un  uouihie  quelconque  positif  el  eutier. 
De  uuMue  ou  aura  ^„^-,  =  =, ,  et  en  général 


et  paieilleiuenl  ).„-hv  "À,,,  el  en  général 

ainsi,  eouuaissaut  les  termes  E.  E,,  E.,,....  E„    ,.  i,  ;,,  i-, îy-i.  et).,, 

/..,  À., A„,  ou  counaitra  tous  les  termes  suivants  ii  l'intini. 

Soit  maintenant  E„,  =^  i,  //i  étant        y.;  on  aina  doue  aussi  Ey,-^,„=  '. 
E..„-^,„=  I,...,  et  en  général 

donc,  si  le  (|uanlii'me  nu.  —  ni  est  |)aii'  on  impair  suivant  {\\w  dans  l'ecpia- 
tion 

OU  aura  le  signe  snperieui'  (Ui  rinlerieur.  nu  pourra  l'aire,  eomme  dans 
le  n"  .'{'i    en  mellani  n  <j.  -h  ni  \\  la  place  de  ta). 


l„.,  -^  ,„  -  ,  =  h,  y.  -i-  »,  -  , .       ««y +  m  -,  '  • 

d'où,  en  rétrogradant,  ou  ti'ouvera  /cl  .v  pai'  les  formules  'Ç,,  et  il  esl 
clair  que  ces  valenr's  seront  toujours  d'aiilant  plus  grandes  (|m'  n  sera  un 
plus  grand  Udinlire;  de  sorte  cpu'  |)onr  avoir  les  plus  petites  valeins  pos- 
sibles  de   /   cl    V,    il   lamlra    prendre  //   le   pins  (>elit   pnssilile;  ensuite,  eu 
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Hiij;iii('iil;iiil  siiroêssivi'UR'nl  //,  pu  aiini  piir  iinlic  liuiU-s  U-s  antres  va- 
Ifurs  <lt' /■  et  *  qui  peuvent  satisfaire  à  re([uali(m  dont  il  s'agit,  à  moins 
([ue  dans  la  première  période,  K.  K,.  K......  E„_,,  il  ne  se  trouve  pins 

d'un  Icnne  E,„  égal  à  l'unité,  an(|U(d  cas  il  i'andia  l'aire  sureessivenient  oi 
égal  ii  l'exposant  du  quantième  de  ees  termes. 

Donc,  puis(|ue  nn.^m  doit  toujours  être  pair  ou  impair  suivant  que 
dans  re(]iialioii 

ztE       ,--\\s 

on  veut  |)rendre  le  signe  supérieur  ou  riut'erieiii-.  il  s'ensuit  : 
i"  Que,  si  l'équation  est 

E^  /    -Bi, 

elle  ne  sei'a  pas  solulilc  eu  luuuhres  enliers.  ii  moins  que  Ton  n'ait  ///  pair 
ou  m  el  y.  impairs  a  la  t'ois:  car  il  est  cvidriil  que  iri.~iit  ne  peut  être 
pair,  que  na  et  m  ne  soient  tous  deux  pairs  ou  impairs.  Si  m  est  pair  et 
(|ue  '}.  le  soit  aussi,  alors  Ji  pourra  élre'un  nombre  (pielconque  entier  j)o- 
sitif:  mais  si  m  étant  pair  u.  est  inq)aii'.  alors  il  taiidra  (|iu'  //  soit  pair, 
de  sorte  qu'on  ne  pourra  prendre  pour  n  (jne  des  nombres  positifs  pairs. 
Mais  si  m  est  impair,  alors  il  faudra  (|ue  n  a  soit  aussi  impair,  et  par  con- 
se(|uent  (|ue  a  et  n  soient  tous  deux  iuipaii's;  ainsi  m  et  ;;.  étant  iuqtairs 
en  même  temps,  on  ne  pourra  preudic  piuir  n  (|ue  des  noud)res  (pnd- 
con«pn's  positifs  impairs. 
2"  Que,  si  l'équation  est 

—  E  =  /-^  -  B*% 

alors  l'Ile  ne  sera  pas  résoluble,  à  moins  (pu-  ///  ne  soil  im|iair,  on  i|ue  m 
ne  soil  pair  et  a  impair.  Car,  puis(pie  ii'j.^ni  doit  être  impair  dans  ce 
cas.  il  faudra  nécessairement  {\\\v  iri.  et  m  soient  l'un  pair  et  l'antre  im- 
|iair.  Donc,  si  m  est  impair,  il  laïuha  que  //y.  soit  paii';  par  conséquent, 
si  [}.  es!  pair,  on  pourra  piciidrc  |iniir  //  des  ntunbres  tpudiiuuiues  entiers 
positifs:  et  si  a  est  im|)air,  il  ne  laudra  pieiidre  p(Uir  //  (pie  des  nombres 
positifs  pairs.  Mais  si  m  est  pair,  aloi's  il  faudra  (pie  n-j.  soit  iuq)aii-:  pai- 

56, 
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(•(tns('t|iu'nt  il  faiidni  (iiic  /;  cl  a  le  sd'umi^  aussi  cliaciiii  t'ii  iiarliciilicr;  ilc 
soili-  (itic,  w  claiit  [)air  «'l  u.  iiii|)air,  le  Probli-nic  sera  irsoliililc.  poiirvii 
(|ii'on  ne  |treiin('  |)(tiii'  ri  (pie  des  ikhiiIiics  (|iicIc(iih|II('s  pairs  posilil's. 

3S.   Ndus  avons  vu    Mi  cl  31,  (|iic  rr,  —  B.v.v,  ^  q:;:  cl  rs,  —sr,  =  ±  i; 
(li)iii'  (III  iiiiia 

q:  (  £  +  \/B  j  =  f  (■  +  .5  vB  V  '•,  -  :s.  V  B  j  ; 
(le  miMiic.  à  cause  de  r,  r.,  —  H.v,  .y.,  =  ±  i,  et  /•,  s.,  —  s,  r.,  =  rp  i ,  on  ani'a 

±  (  £,  -t-  v/ B  J  =  ^-i  -)-  4,  V  B  )  f  r,  -  s ..  v' B  j , 


cl  pareilleiiieiil 


f  £,  -h  v/B  )  =  (;•,-!-«,  ^/B  )(/•,-  s,  ^  \i   , 
:  I  £,  H-  s/B  j  =  f  r,  +  *3  v'B  )  (  r,  -  s>  v' «  i • 


et  ainsi  de  snilc. 

Ddiic,  niiilli|dianl  ces  c([iiaii(ins  siiccessivcinciil  cnirc  elles,  et  l'aisaiit 
alIcurKUi  (|ue 

;•,  —  s,  yir  j  (/•,  +  s,  y/B  j  =  /•■  —  B«;'  =  zç:  E,, 
/•:  -  5..  v/ B  j  (  ;•,  -1-  s,  VB  ) .-  rj  -  Bi^  =  ±  E,, 

et  ainsi  des  autres,  on  aura 

fê^  VBjfï, -4-  yBj  —  ±E,  (/•-(-*y/Bj(/-,  — «,v''Sj' 

fsH- v/B)(e,  +  v'B  )'''-+-  vS"j  =  ^:E,E,  (/■-(- «vBi  '/■,  ~  i.vBj, 

(e  +  vB  J  f  c,  +  V  B  j 's,  +  V  B  J  (e,  ■+■  y  B  j  =  =t  E,  E.  E,  f /•  +  5  y/B;  <  r,  -  s,  y/fi  ), 

et  en  général 

'£H-y^Bji£,  +  y/Tï)('£,+-y/B).,.f£„_,+  V«)=±E,E,E3...E„_.//'  +  iyÏÏj^'„-5„vB), 

les  siijiies  anil)ii;iis  devant  être  les  mêmes  (|ne  dans  re(|iiarKiii 

±  E  =  /•=  -  Bi' 
lors(|ue  M  est  pair,  et  dillV-rciils  liiis([ne  ii  est  impair. 
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Supposons  niiiinti'iiiiiit  u^n'x-i-ni,  vi  Ton  ;iiiia  37;  r„  ^  i ,  i„  =  o, 
pourvu  que  n'j.^m  soit  pair  ou  impair,  suivant  que  le  signe  supérieur 
ou  l'inierieur  aura  lieu  dans  ré(|uation  ±E  =  r-  —  Bs'- :  clone  la  formule 
préeédente  deviendra,  en  ((uiservanl  ii  à  la  place  de  na-hm  pour  plus 
de  siiuplieilé, 

■  +  v'B]  '  î'  -^  vB.)  (£=-;-  v'B).-.  .(e„-,  +  v/B  j  =E,  E,E,. .  .E„ .,  (r-4-  *  yB /• 

e(|uation  d'où,  à  eause  de  l'ambiguïté  naturelle  du  signe  du  radical  ^  B. 
on  [(oiiira  tirer  /'el  s. 

.Maintenant,  puisque  u  =  nij.~mel  (jue  nous  avons  vu  37j  »|ue  l'on 
a  en  général  E„  „^,  =  E,  et  £„„-,_,  =  z.,,  il  est  facile  de  voir  que  l'équation 
précédente  peut  se  ramener  à  celle-ci 

[(£  +  v'B)^î.+  vë;i£.-^S/Bj...f£„-,  +s/B)J 
X  [^c  +  v'B  )  (^.  +  v'B  )  f  E.+  vë). . .  (c-,_,  +  vB)]" 
=  E,E,E  .  ..E„_,  EE,E,...E^_,  '■    r^s^Kj. 

De  sorte  iiuc  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

E,E.E.,...E„^, -R+byB, 

f£+ y/B j  (s, +  VB)(£=  +  s/B).. .(£„_,  +  v/B) 
EE,E....E,,_.        =  X  -*-  \  VB 

(car  il  est  évident  qu'en  devcdoppant  les  produits  continuels  de  £  -h  y/B. 

j, -t-yB, )n  doit  avoir  des  quantités  composées  d'une  partie  toute 

rationnelle  et  d'une  antre  partie  tonte  multiplii'c  par  y  H),  on  aura 

Il  -h  S  yl  )  f  X  +  Y  v/B  )"  =  /  -H  s  V  B. 

Kl  si  l'on  l'ail  de  plus 

''X-t-Vv/B)"---;^-'J'vB, 
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Cl'  (|ui  (loiiiic,  en  j;cii('i"il,  à  ciiiisc  de  raiiiltiiiinlt'  de  \  15, 

,  _  (X-t-Yv/ÏÏ]"  +  (X-Y^/B)" 


^^ 


l\  +  \  y/B)"— (X-  V  yb/  ^ 
2y/B 


savoir 

(l'uii,  en  ((iiiiparaiil  ht  partie  rationnelle  avec  la  ralionnelie  et  l'irration- 
iielle  avec  rirrationnelle.  on  aura  enliii 

c'est  l'expression  générale  des  nomlires  /■  el  .v  (|iii  peuvent  salisl'aii-e  à 

riMjnation 

±E=;-=-Bi^ 

Si  l'on  vonlait  avoir  aussi  les  expressitnis  de  /■,  et  v,  dans  ré(|ualion 
suivante 

zpE,  =  r?-B.î;, 

il  n'\   aurait  (|u'ii  i('inar(|uer  (|ue.  puis(|u'(»n  a  trouve  ci-dessiis 

q:  f  £  -f-  V  B  r  -\-  s  y  B  )  '  /',  —  s,  y  B    , 

on  aur'a 

=p  (  e  -I-  y/B  j  (  r,  +  .s,  y  B  ,1  =  (  ;•  +  *  y/B  J  (  /•;  -  B*;  )  -^  q:  E,  i  r  -f  s  y  B  ) , 


r, -4-JÎ,  y'B  --;   -       --^  W-i-.Vy/B 


Donc,  si  l'on  l'ail 


£i  -h  v'B^  I,  £;+  y  By  ....c„,^,-+-  y' B  ;  _  ,,  ^      TT 

E.Ë,...E„,..,  -  "'  -^  ^^  "  ' 
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(tii  li'iuiver;i  coimiif  ci-dcssiis 

;' R,  +  S,  v/ÏÏ j  ("H  +  I  ^b)     :  ;■,  -4-  *,  V  B, 

(l'iMI 

r,  ^  R,  ?  +  BS, '|,     i,  _R,|+S,ï. 
(]t's  vjileiiis  servinint    20)  à  trouver  (•elles  de  o  et  c  dans  ré(|iiiiti()ii 

coiiiine  nous  le  t'erons  voir  ci-après    13  . 

3!».  Qiioi(|iril  soit  facile  de  trotivei-  les  valeurs  de  R,  S.  X  el  V  par  le 
developpenieut  des  produits  de  (eH-yB),  i£|-l-vB) v(iiei  une  ma- 
nière l>eaueou|i  |)lus  simple  et  plus  coniuiode  d'v  parvenii'. 

On  a.  par  les  l'ornuiles   ).    du  n"  31 , 


donc 


d(Uli' 

i  £  -h  V  B  i  !  e,  -T-  v'B  )  =  ^,  E,  I  £,  -^  v'  B  y  +  B  —  £; 

=  X,E, '£,  -t-  vB  i  -t-E,E,, 
!i  cause  de  B  —  ij  =  E,E., ;  savoir,  eu  dixisant  |iar  K,, 
i-h^B)(s,  -h  v'By 


E, 


E,  -*-X,  i£,  -<-  v^Bj. 


De  nièuie,  ;i  cause  de 


s,  =X,E,  -  £,, 


E_.  -+-  >.,  ''  e,  -4-  v'B  j  =  (  Xa,  -I- 1  )  E,  +  X,  (  v/B  -  £=  )  : 

donc,  niulti|)lianl  [)ar  c.^  ^- \  B.   nietlaiil  E.E,  ii  ht  place  de   B  —  c^:  el 
divisant  ensuite  par  E...  on  aura 


E,E, 


:  X,  Ej  H- (  X,  À,  -4-  l)(£, -H  v'B, 


v'.8     SI  h  \.\  soi.i  iioN  i)i:s  JMu»Hi.ÉMi:s  im)i:ti:kmim:s 

Sulisliliiaiit  (le  noiivi'au  ÀjE;,  —  £3  à  la  place  ch'  î.,,  iiiullipliaiit  tiisiiilc 
|tar  £, -r-  \  B  l'I  Hivisaiil  par  E,,  a|)rès  avoir  mis  E;,E,  pour  B—  jrj,  mi 


et  ainsi  de  suilc. 

D'dii  il  csl  lacili'  (Ir  ((iiicliirc  (|ii(',  si  luii  loriiic  la  série  suivante 

j   /  =  1 , 

j />  =  >../,+  /..     . 


III  aura  en  gênerai 


El  £1  Es . . .  Eip 

W.    Dune,  pnis{ju'(in  a,  par  les  lorninles  du  n"  I5K. 

+  y/Bjfei+y/B  ,)■■■(£,„    ,  +  v"  B 


/,_,E,^,  +  /jj,, -Hv/B, 


R  -t-S^B: 


E,E,...E„, 


si  l'on  fait  dans  la  dernii-re  forimile  du  nniiiero  précèdent  0  =  m  —  i ,  011 
aura 

R  -+-  S  V  B  =-  /„,_,  E„,  -¥-  /,„_,  (  £„,_,  -t-  v' B  J  ; 

mais  on  a.  par  l'iiypotlii'Se  31 1,  E,„  =  i;  île  plus,  on  a  vu  '^i)  (pie  les 
(piaiitites  E,,  Eo,...  doivent  être  telles,  (|ne  l'dii  ait  l']|>vB-=. 
E.  ^  yB  —  c ,  de  sorte  (jn'il  faudra  aussi  ipToii  ail 


et  par  eonse(|Uent 


E.  =  i>vB-£„, 
€„_,>V/B-.; 
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Hdiic  ,  puisque  £,„  ,  (l(»il  èlrc  eu  uiéuic  tt'm|is  un  nnnihic  ciilici-  posilit' 
«CvB  (32),  il  est  chiir  (|n'(iii  ne  pcul  |iicu(lri'  [luiir  c,„.  ,  (|ui'  le  uonilne 
entier  qui  est  immédiatcuK  ni  nioinilic  (jik'  \H. 

Donc,  si  l'on  dénote  ce  iHinilni'  |(;ir  j'i,  en  smlc  (luc  ,';  sdil  la  raciue 
caiTée  â|)|)ro(hé('  di'  B.  un  aura  £,„_,  =/5,  et  paf  conséciucnt 

R  4-  S  V 5  =  L-,  +  L-,  (  (3  -(-  V  B  J  ;      • 
donc 

R  =  (5 /„_,-)-/„,_,,    s  =  /,„_,. 

Ainsi  l'on  connaîtra  aisément  R  et  S  par  le  moyen  des  fornmles  fro).  Il  y 
a  cependant  deux  cas  (jui  paraissent  devoir  soudrir  (piel(|ue  exception: 
l'un  est  celui  où  m  =  o  el  l'autre  celui  où  w  =  i;  en  ell'et,  dans  ces  cas 
on  aurait  des  exposants  de  /  négatifs,  ce  qui  n'a  point  lieu  dans  les  for- 
mules (sr)  du  numéro  précédent. 

Or:  i"  si  m  =  o,  ce  ([ui  arrive  l(>rs(|ue  E  ==  i ,  on  aura,  dans  les  foi'- 
uiules  du  n"  38,  u  =  /?;/,  et  r(Ui  ti(Uivera  simplemenl  ré(|uati()u 

|'£^  vBJ  (e.  +  n/ËJ  ie,-h^hj...{i„_,  -h  yB  )]"=  (EE,  E,.  •  .E^_,j"  (/-H-i  y  B  j, 

savoir 

(X  -!- YvB"=r  +  *vB, 

laquelle,  étant  comparée  à  l'étiuation  générale 

'  R  H-Sy  B    iX  + YyB  "  =  '  -^  iyB' 

donne  R -h  S  \  B  =  i .  et  par  consecpu'Ul  R=i.  8  =  0.  Ainsi  j'cui  aura 
d'abord  dans  ce  cas  /■  =  |  et  s  =  6  (38). 

2°  Si  m  =  I ,  ce  qui  arrivera  lors(|ue  K,  =  1 ,  il  esl  clair  (|ue  la  fornuile 
générale  _ 

(£+    V'B;(î,  +  yB;...(£„-  +  VB)    _  ^^ 

E,E,...E„,_,  '  ^ 

se  réduira  ii  celle-ci 

3.  on  ania  ilan>  ce 
i-as  R  =  /5  et  S  =  I 
II. 
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il.   Faisons  niiiiiilciiinil  p  ^= 'J-  —  i,  •''  l'(»ii  iiiiia  pai' les  roriiuilcs  des 
II-  -M  .■!  :?!) 

Cl 

Or  iiji  a.  par  los  tnrimilcs  ').), 


donc,  il  cause  de  K,;,  =  E,  £^  ;—  £    37  j  et  /„  =  \,J^-,  -+-  /„  _  _,  par  les  loi- 
mules  {zsj,  on  aura 


d'où 


^  "  ."  E  E 


Or,  (|uoi(]Uc  CCS  expressions  de  X  el  de  ^  soient  sous  une  l'ornie  Iraclion- 
naire.  ou  peul  neamiioins  ('Ire  assure  (]u"elles  (louiieiiuil  loujiMirs  des 
nombres  euliei's;  aiitrenienl,  les  nonilires  /)  el  q  ni'  seiaieul  pas  loupuirs 
entiers,  ce  qui  est  contre  la  nature  de  nos  Corimiles. 

Mais,  pour  ne  laisser  aucun  doute  là-dessiis,  je  vais  donner  d'anlres 
expressions  de  X  el  de  Y,  où  il  n'y  aura  poini  de  rracti(Mis. 

Pour  cela,  j'ohserve  '37;  qu'il  cause  de 


la  (|uautile 


E„  =  E,     E,,^.,=E,,. 


+  V  Bre. -t-vBj(e.-nv/Bj...(£^_,  +  y'B 
EE,E,...E„_, 


peul  se  niellre  aussi  sous  celle  l'orme 

E„E„,+,  E™+,. . .  E,„  ,  „_, 
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l'I  l'on  pruiivcia  (l'iiiic  iiiiiiiii'i'c  si'nilihihic  à  celle  du  ii"  'V.)  (|iie  l'dii  inii'ii 


(£,„+v/Bj(e„,h-, +  v/B, 


E„,+, +  X,,,.,  (e„,+, -hv^), 


-^^— -^ ^^--^ ^^^  ■■--  •''».+.  E,„+3  +  (  ln,+,  X„^,  +  I  )  (  £».+ï  +  V  B  J. 

et  iiiiisi  (le  suite:  de  sorle  (|iie  si  l'on  coiisidi're  l;i  série 

lat|ii(dle,  il  (îuise  de  /.„s-i  =  >' i .  ^//-hi  =  ^2,....  revient  ii  celle-ci 

-      /.„,„,     À,„+„     >.„,+„...,     /,,^,     /,,     h,     ),„...,     ).,„, 

et  qu'on  l;i  re|)résenle.  |»(uir  pins  de  simplicité,  ;iinsi 

A,,     A„     A:,,...,     A,^, 

(|u'ensuite  on  forme  par  son  moyen  l:i  série  suivante 

L  =-  I. 
L,  =  A,L. 

L.,  =  A,  L ,  +  L, 

L  ^A,L. +  L, 


I>--,E,„-.,.-l>^.l^»^.-.-^N^B] 


.M;.i> 


donc 


d'où 


X  +  Y  V  B 

X  -<-  Y  v'B  =  L,,_,  -H  L„_,  (  f5  -f-  v'B), 


Il  est  liiui  de  reniar(|ner  cpu'  les  (juanliles  \  et  V  ne  dependctil  ipu'  de 

5,. 
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la  valeur  de  15  et  iiiillcinciit  de  (l'Ilc  de  K.  de  soilc  (iiic,  ces  (|iiaiilités 
fiant  iiiif  l'ois  li'ouvcfs,  elles  serviioiil  pour  lésoiidie  loules  les  e(|ua- 
tioiis  (le  la  l'oniie 

011  la  valeur  de  B  sera  la  même. 

\'a\  ellet .  si  l'on  considère  ré(|ualion 

i|ui  est  une  des  e(|uatioiis     /  ;  du   u"!il.  on  aura     ii  cause  de   !'',„  =  i  et 

±E„,_,  =  B- (3=, 

de  sorte  (jue  K,„  e|  l';,,,^,  sei'onl  donnes  in(le|ieiidatnnienl  de  la  valeur 
de  K:  donc,  si  l'on  forme  par  la  niétliode  du  n*'  'Xi  les  suites  E,„,  E-,,,^,, 
E,„4.o....  et  £,„,  £„,+,,  s,„^2.---'  ''^'S  suites  seront  aussi  tmites  données  i  35j; 
doue  la  (|uantilé 

U»  H-  vB  j  (e™+.  -I-  vB  j  (e™+.  +  v/B). .  •  (e,„^  „_,  +  y/B) 


E,„  EniH-,  Em+î .  ■  .  E,, 


seia  aussi  donnée;  donc  X -^  \  \i\i  sera  donne,  par  consé(|uent  X  et  V 
le  si-ronl  aussi. 

Maintenant,  je  dis  (|ne  les  (juantitcs  X  et  ^  soûl  telles  (|im' 


V^  —  BV  =  ±  I . 


Car  on  a  '38 


\  -f  V  ,  B 


+  V'Bjfe,  +  v/B)  (s>  +  vB;- ••(£„_,  4- yB] 


EE,E,...E„ 


donc,  [U'enanl  le  ladical  ^  H  en  — ,  on  aui'a  aussi 

U-vBj(e,-v/B)(£,-v/Bj...(c-,,   -,-vB) 


X- YvB 


EE,E,...E„ 
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(Idiic,  iinilti|)li;iiil  ces  deux  (■(|u;itioiis  ciisciiililc,  il  viendra 

V  . _  Rv^ -  ' '' -B)(^^-B)(^'-»)>--(^^--° ) 

~'  E  E;E=...E^_, 

.Mais  (Ui  a.  par  los  tbrimilos  ixs 

£-B=-EE,,      £;-B=- E,  E,,...: 


(loue 

EE,E,E,E,E3...E^_,E„ 


\=-BY^  =  ± 


E^EÎE^..E?, 


E, 
X-BY^  =  ±-=±.. 

e  signe  supérit-iir  élaiil  pour  le  cas  où  a  esl  |)air,  et  riiiferieiir  pniir 
celui  iiù  7.  esl  impair. 

42.  A  l'égard  des  valeurs  de  R,  et  S,  cpii  entrent  dans  les  expressions 
de  r,  et  s, ,  on  peut  les  trouver  de  la  même  manière  que  eelles  de  R  et  S, 
par  le  développement  de  la  (|uantité 

fg,  +  V'B)(£=+\/B)...is»,-.  +  vB) 
E,E,...E.  .  ' 

et  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  les  mêmes  expressions  (juc  pour  K  et  S. 
en  augmentant  seulenu'nt  dans  les  formules    roi  les  exposants  d'une 

unité,  c'est-à-dire  en  y  mellanl/,,4.  /..•■•  ;>  ':<  place  de  /.  /,,  /, et  '/..,: 

> à  la  place  de  /,.  Ào,...;  ainsi  l'on  aura  nécessairement  |)onrR,  et  S, 

d.-s  nombres  entiers,  ainsi  que  pour  R  et  S;  mais,  pour  ne  pas  avoir  de 
nouvelles  foruuil.'s  à  cal.'uler,  il  suHira  de  prendre  l'cMpialion  du  n"  :?S. 

savoir  j 

-      E,  (r  +  JyBj 

laipudle,  à  caus.'  de  B-  £-  =  EE,.  se  (  liani-e  eu  celle-ci 


'',  -<-  «1  \ 


-        ^  B  _  ej(i'  +  5v/BJ  _  Bi— 6/-H(<  —  e>)vB  _ 
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(l'un 

lis  —  £/•  /•  —  ts 

,,^^     __,      s,=  -^-. 

Ainsi,  ('(mnaissaiit  les  valeurs  de  r  et  s,  on  connailia  sur-le-clianip  celles 
lie  r,  el  .v,.  el  (|ii()i(|ue  ees  expiessions  soient  sons  une  loi  nie  IViotion- 
naire.  on  pent  être  assure  (jn'elles  donneront  Ituijonrs  des  lunnbies 
entiers,  jiarce  (|ue  ees  ex|)ressions  doivent  être  é(|uivalentes  à  celles  du 
11"  3S.  lesiinelles  donnent  évideumient  des  nonilires  entiers,  puis(|ue  R,, 
S,,  X  el  Y  sdul  loiijKlirs  des  ii(unl)res  l'iiliers,  cdiiiiiie  nous  venons  de  le 
voir. 

43.  Nous  avons  donc  donne  une  méthode  directe  et  i;eneiale  pour 
resoiulre  en  uomlues  entiers  florsque  cela  est  possilile^  toute  ét|uation 
de  la  i'nrnie 

K  eiaiil  '  \  n  .  <■!  /  el  s  premiers  entre  eux,  de  sorte  (pi'oii  est  inainleiianl 
en  ((al  (le  lesdiidre  aussi  toute  t'(|uation  de  la  f(uiiie 

A  elanl  1111  iKiinlire  (|ii('l('(Ui(|iie  entier  positilDn  neiiatif  (28;. 
Poni  (■(•la  (01  i('iiiai(|iiera  (|ue  l'on  a.  par  les  t'oriniiles  (zj  et  fr,), 

fj  —  «p—  rti      el      /•«,  —  AT,  ^  ±  I , 

d'oii  l'on  tire 

r  (  <j  —  *,  )  —  s  (  p  —  f  I  )  =  o 

el  de  lii 

r        p—  r, 


s       3-  —  s, 

de  sorte  (|iie.  coninie  r  el  s  sont  premiers  entic  eux.  on  aui'a  nécessaire- 
ment 

p  —  ;•,  =^  Ir,     17  ~  s,  :-■  '/.s, 

et  de  la 

0  =  //•-!-;•,,      7—f-S-*-S,, 


'/  étant  1111  iKiiiiloc  (|ii(dcon(|ue  entier. 
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De  plus  on  a.  \y.w  les  inèiiics  loiiniilcs  fsj, 

;-p  —  Biff  —  e; 
ilnnc.  iiit'lliiiil  il  l;i  |)l;ic{'  de  p  et  7  les  valciii's  prcccdciilcs.  tm  aiiia 

e  =  /(  ;•-  —  B«-)  -+-  r/',  —  Bss,; 
or,  r^  —  B.V-  =  ±;  E  et  rr,  —  Bss,  =  q=  =  :  31  j,  donc  on  ania 

±e  =  ÀE— £,     d'où     s  — >.Ezpf-. 
Or  il  i'aul  de  plus    33    (|iie  l'on  ail 

£<^B     et     >s/B  — E: 
donc  ÀE  jre<^  \  B  el  ).Eq:('>  \  B  —  E.  ce  (jui  donne  ces  dcnx  conditions 

par  lesquelles  on   pourra   déterminer  À.   |tarce   (|ue.  /   devant  être   un 

nombre  entier,   il  est  visihie  (ju'il   ne  pourra  être  antre  chose  (jiic  le 

,                         .B±e 
nombre  entier  (jui  sera  inimedialemenl  plus  petit  que  ^ — =; 

Aiusi,  puisque  E  et  e  sont  connus    28  ,  on  connaitra  /.  et  =  sans  avoir 
besoin  d'aucun  tâtonnement. 
Maintenant,  piiis(|u"on  a  '42) 

Bi—  £/  /•—  es 

r,=    ^^,      ^'^--l-' 

et  que 

(Ui  aura 

(XE— £)r  +  B5  _  (XË-  £)*  +  /■. 

E  '     '^  ~  E 


savoir,  à  cause  de  ÀE  —  •  =  ±  e, 

Bs±er 
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t'xprfssidiis  (|ui  (loiincrunt  toujours  des  nombres  ciilicrs,  puisque,  r,  5, /•, 
et  *,  eliinl  ciUhts  aussi  bien  (juc  À.  il  est  nécessaire  (|ue  &  et  «7  le  soient 
aussi.  Or.  eonnaissaiil  r,  s,  o  et  7,  on  pourra,  en  rétrogradant,  trouver /; 
et  q    2S  . 

Il  faut  remarquer  que  le  signe  ambigu  de  e  dans  les  ronnnles  |)ré(é- 
dentes  se  rapporte  à  celui  de  E  dans  ré(|uation 

n)ais  nous  avons  vu  28  que,  pour  avoir  toutes  les  s(dulions  possibles 
(le  re(|iialion 

il  faut  prendre  successivement  epositil'et  négatif,  en  cbangeant  dans  ce 
dernier  cas  les  signes  de  p.,,  <u,  .'-/-i,---  dans  les  l'ormules  •//,  de  sorte 
ipie  (■lia(|ue  valeur  de  e  donnera  toujours  deux  valeurs  de  i  a  moins 
(|u'i'lles  ne  reviennent  au  mémej,  et  par  consé(|ueiil  deux  valeurs  de  R. 
S.  de  /•,  .V  et  de  o  et  n,  d'où  l'on  tirera  deux  expressions  générales  de  p 
et  q. 

V4.   Comme  on  a  pai'  le  n"  38 

/•=:R; -t- BS(]/,     «-R^z-t-Sç, 

et  |iar  le  iiuiiiero  piecedeni 

B«±e/'  r±es 

?=        g—'     ^=— E 


.^       BSieR       ,        RrteS 

1  :-    = -1        V  = 


si  I  on  l'ail,  poui-  aliréger, 

BS 

on  aura 

p  =  T|-t-BVA,     i^J'h  +  M,. 

et  il  est  facile  ^\v  voii-,  |(ai-  la  nature  des  formules    y   ,  que  ces  valeui'S  de /•. 
s.  Cl  et  7,  savoir  de  />„,  q,„  pn^\,  (jn^x     ^^  •  douiieidnt   pour  ji  et  q  des 
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l'xpressioiis  de  rctlc  t'oi'iiic 

/et  pétant  des  nombres  entiers  dépendant  des  nombres  a,,  tu.  jxj, — 
Donc,  puisqu'on  a  (28, 

■r  _  (  X  +  Y  ^B  /  +  (X  -  Y  y/bj\ 

^  :X+YvB^/-^X-Yv^B/ 
"^  ay/B 

ou  l)ien,  en  développant  les  puissances  n"""', 

;  =,  X"  +  "'"-''  X-  V=B  +  n(n-,nn-^)(n-Z)  ^„_.  y.R,  ^ 
■>  3.3.4 

|^nX-V^"<"-^"^"~"^X"-3Y'B^.... 

et  que  /?  peut  être  un  nombre  quelconque  entier  positif  tel.  que  nu.  —  m 
soit  pair  ou  impair,  suivant  que  le  signe  supérieur  ou  riuférieni'  aura 
lieu    37    dans  i'é(|uation 

—  E  =  r=  -  Bi=. 

il  est  clair  que  toute  équation  de  la  forme 

k-p-^H'. 

H  étant  positif,  lorsqu'elle  est  résoluble  en  nombres  entiers,  admet  néces- 
sairement une  infinité  de  solutions;  de  sorte  que  le  nombre  des  solutions 
de  ces  sortes  d'équations  sera  toujours  nul  ou  infini,  au  lieu  que  ce 
nombre  est  toujours  nécessairement  limité  lors(iue  B  est  négatif  :  27  . 

45.  M.  Euler  a  donne,  dans  le  tome  IX  des  .Nouveaux  Commeniaires  de 
Petershourg.  une  très-belle  métbode  pour  trouver  une  infinité  de  solu- 
tions CM  nombres  entiers  des  équations  de  la  forme 

\  -H  Cl]  -^  H'/       /'' 
Il  58 
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l(irs(|ii'()ii  CM  coiiiiail  une  seule.  Suivant  celte  méthoile,  si  l'on  fait  pour 
plus  (le  sini|>li(il('  {;  =  o,  et  qu'on  nomme  Pet  Q  les  valeurs  connues  de /y 
cl  (/,  CM  sdite  (|ue  l'on  ait  P^  —  BQ-  =  A,  et  que  X  et  Y  soient  des  nombres 
entiers  tels  (lue  .\-  — BY-'=i,  on  aura  en  sj-éncial.  en  conservant  les 
expressions  de  :  et  6  du  numéro  précédent, 

l'exposant  «  des  (|uantités  ■}  et  ?  pouvant  être  un  nciinhi'c  (|iielcoii(|ne. 
positif  ou  négatif. 

Il  ne  seiail  pas  dilHcile  de  faire  voir  à  priori  que  toutes  les  solutions 
(|uc  penveni  tournii'  ces  formules  se  trouveront  nécessairement  parmi 
ctdies  (|ne  donnera  notre  méthode;  cela  suit  évidemment  de  ce  (|ue  cette 
méthode  doit  donner  absolument  toutes  les  solutions  possibles.  Mais  on 
aurait  tort  de  croire  que  les  formules  dont  il  s'agit  puissent  donner  tou- 
jours tontes  les  solutions  possibles  lorscpi'on  ne  connaît  qu'une  seule  va- 
leur de  Pet  Q. 

Pour  le  faire  voir  d'une  manière  générale,  nous  commencerons  par 
remarquer  qu'en  faisant  n  négatif  on  n'a  point  de  nouvelles  valeurs  de  ^ 
et  de  i,  mais  que  la  (juantité  =  demeure  la  même,  et  (|ue  celle  de  L  de- 
vient simplement  négative.  Kn  elfet,  en  niellant  n  an  lieu  de  n,  on 
aura  '  i-4y 

(X-YvB)"  +  (X  +  Y/B)" 
?.(X'-BY»)"  ' 


2(X'-BY')"v/B 
ruais  on  a  |(ar  hypothèse  X-  —  BY"  =  i  ;  donc 

^_>X-4-YvBj°-t-(X-Ys/B/' 


I  =  _  (X-I-Ys/Br-_(X-Yv/B)" 
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Do  sorte  qu'au  lieu  dr  sii|i|m)sci'  //  [lusitil'  cl  iici;;itir,  il  siillii;i  de  l'aiii' 
//  positif  et  (le  prciHlrc  '^  en  plus  et  eu  moins,  (j'ia  posé,  su|)posoiis 
(|ue  P,  et  Qi  soient  de  nouvelles  valeurs  dey>  et  q  dans  l'équation 

en  s(U'te  (|ue  l'on  ait  aussi 

Pï  — BQ;=:A, 

et  voyons  si  ces  valeurs  seront  néeessairemenl  renierniées  dans  les  ex- 
pressions préeédent<'s  de  p  et  q.  Soit  donr 

P,=  ±Pç-hBQil;,     Q,=  -rP|+Qï, 

et  tirant  les  valeurs  de  |  et  6,  on  aura,  à  cause  de  P'  —  BQ'  =  A. 

y      ±PP,-BQQ,        ,        ±PQ,-QP, 

?=  A '        +=  1 


Donc,  puis(jue  les  niunlires  '1  et  'l  sont  toujours  entiers,  ii  cause  (|ur  \ 
et  Y  sont  des  nombres  entiers  par  l'Iiypotlù'se,  et  (|ue  n  est  aussi  un  n(un- 
bre  entier  positil',  il  faudra  (|ue  les  deux  quantités  ±  PP,  —  BQQ,  et 
±  PQ,  —  QP|  soient  toujours  divisildes  par  A,  en  picnant  l'un  (Ui  l'auti'c 
des  signes  ambigus.  Or,  j'observe  d'alxu'd  que,  si  la  seconde  de  ces  (|uan- 
tités  est  divisible  par  A,  la  piemière  le  sera  aussi;  car,  puis(|u'on  a 

A  =  P'-BQ^     el     A  =  P;-BQ;. 
on  aura  aussi  (9) 

A=  =  (  PP,  ±  BQQ,  )  -  B  (  PQ,  ±  QP,  )=  : 

d'où  l'on  voit  que,  si  PQ,  ±  QP,  est  divisible  par  A,  PP,  ±:  BQQ,  lésera 
aussi.  Ainsi  tout  se  réduit  a  savoir  si  la  (piantité  PQ,  zc  QP,  sera  toujours 
divisible  [lar  A,  sup|)ose  (|u'(m  ait  P- —  BQ^  =  A  et  P'f  —  IJQf  =  A:  lU', 
comme  ces  deux  équations  de  condition  renferment  le  nombre  B,  cpii  ne 
se  trouve  point  dans  la  (piantité  PQ,  rtQP,,  (ui  aura,  en  cbassant  B, 
cette  con(liti(Ui  unicpie 

A(Q;  -  Q\  :-  P'Q;  -    Q^';  -   (  K>.  +  QI' >  l'Q.  -  Q'')- 

58. 
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par  lii(|iicll('  (III  voit  (lu'ii  n'est  pas  alisolumeiil  ncccssaii'c  t\\\c  riiiic  mi 
l'antre  des  (|naiilitcs  PQ,  -l-  QP,,  PQ,  —  QP,  soit  (livisil)le  par  A,  à  moins 
qne  A  ne  soit  un  ii()iiil)i('  premier.  Ainsi,  toutes  les  l'ois  que  A  ne  sera 
pas  un  iKiinlirc  iircmicr,  l'eiiiialiiiii 

[Kiiiria  a\(iir(les  soliitioiis  (|iii  ne  saiiiaicnl  ('Ire  coiilfiiucs  dans  les  l'or- 
iiuiles  de  M.  hlnler. 

Pour  s'en   ((invaiiicre    par  iiii    lixeinple,  soit   A  ==«/>,  et   supposons 
<i  =/'  —  B^".  /'  =  /'■  —  B/-,  on  aura 

A  =r  (//(  ±  B /n  )'  -  B  (./•/  ±  figY  ; 

de  sorte  (pToii  pourra  prendre 

P  =///  +  H/-.     Q      f/^  /ig, 
P,=///-H/^.,     Q,      //-%, 
cl  alors  on  aura 

PQ,  +  QP,  --^  ■-.. //,  [p  -  B  -=  ),     PQ,  -  QP,  :-  -  xfg  (li^-Wn 


PQ, +QP,       '//(«, 


PQ,-QP,---^./k''  = 


doue,  [)onr  que  rnne  ou  raiilre  de  ces  deux  (|uanlités  soit  divisible  par 
A  :=  ah,  il  faudra,  ou  (|ue  •->///  suit  divisihle  par  h,  ou  (|ue  2/0-  le  soit 
par  (/;  or  c'esl  ce  ipii  naiira  point  lieu  dans  une  intinile  de  cas,  et  sur- 
tout si  a  et  h  sont  des  nomltres  premiers  dillérents  de  2,  parce  (ju'alors  il 
sera  impossilile,  a  cause  des  e(|iialions  a  = /^  —  B/,'-  et  b  =  /i^  —  B/-, 
(|ue  /  (Ui  :,'  soit  divisililc  jiar  <i,  ou  (jiie  //  (Ui  /  le  soit  (lar  h. 

On  voit  par  lii  (pie,  pour  (pie  les  rornuiles  de  .M.  Eiiler  pussent  donner 
toutes  les  s(diitio!is  possibles,  il  faudrait  (|ue  les  valeurs  de  ;  et  de  i/ 
pussent  cire  rompues;  en  ell'et ,  ce  j>rand  (je(mi('trc  reiiiar(pic  lui-im''iiic, 
an  II"  25  du  pi'einier  Mémoire  du  tome  cite,  (ju'eii  |)rcnanl,  lors(pic  c(da 
est  possible,  pour  X  et  Y  des  muiibres  nniipiis  dont  le  dénominateur 
soit  y,  (Ui  trouvera  souvent  lieauc(uip  |)lus  de  solutions  (pi'cn  ne  prenant 
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|)uur  X  et  Y  iiiu'  des  ii(»tiil)n's  ciilicrs.  et  il  |)af;iit  ii'dirc  (|ii'oii  |)uiiir;i 
avoir  de  cette  manière  toutes  les  solutions  possibles  de  ré(|uatioii  dont  il 
s'atjit.  Supposons  donc  en  général  que  X  et  Y  soient  des  IVacliiuis  dont 

X       Y 

le  dénominateur  soit  2,  ou  hien  mettons  —  et  —  à  la  place  de  X  et  Y  dans 

les  expressions  de  :  et  'i,  et  il  csl  clair  (|ne  ces  (|Manliles  (lr\i('iidiiMil 
-^  et  -^;  de  sorte  qu'on  aura  dans  ce  cas 

;  _  rh  PP,  -  BQQ,        i]/        nz  P(j,  -  QP. 
2"  ~  A  '     ^  ~  A 

DU  bien 

.,  _  2"(PP,-BQQ,)        ,        .>."(±PQ, -QP.) 

A  '   .  "^  ~  A 

d'où,  à  moins  que  A  ne  soit  une  puissance  de  2,  on  pourra  tirer  les 
mêmes  conclusions  que  ci-dessus.  Ainsi  cette  généralisation  ne  sullil  pas 
encore  pour  avuii'  loulcs  les  solulions  possibles  dans  Ions  les  cas. 

EXEMPLES. 

46.  Donnons  à  présent  quelques  E\em[)les  pour  nionlrer  l'usage  des 
méthodes  précédentes.  Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  B  est  un 
nombre  négatif,  ensuite  celui  où  B  est  positif. 

Exemple  I.  —  Soit  propose  de  résoudre  l'etiualion 

loi)  II-  -^  '  >'. 

en  supposant  (pie  k  et  /  soient  des  nombres  entiers. 

Je  remarque  d'abiu'd  (|iic,  comme  le  nombre  k»)  ne  coiilienl  aucun 

facteur  carre,  les  nombres  u  et  /  seront  nécessairement  premiers  filtre 

eux  '22i;  ainsi  l'on  fera  k  —  p,  /  ^  y.  .V  =  loi^  et  B  =      7.  pour  a\oir 

l'équation  du  n"  23:  de  sorte  {|u'on  n'aura  a  icsondre  cpie  celte  seule 

é(|ualion 

io<)  -  p'  -\-  -q-. 

On  (■iiiiimciiccra  donc  par  cliercbcr  lui  nombre  5r  ^'^  — ^-  et  tel  cpie  y'-\-  7 
soit  divisible  par  loç),  ou  bien  on  cberclii'ra  un  ninlliplc  de  10.)  ipii  soil 
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(le  hi  rniint'  c('-  ^-  7  (  n"  20.  Exomple  I;,  et  l'un  tioiivcrii 

ioc).23  =  5o'  +  7; 

(le  sorte  (|iie  v  =  5o.  L;i  valeur  de  y.  étaiil  edinuie,  iiii  rorineia  mie  stiile 
irequations  analogues  à  colles  du  n"  26,  insciu'ii  ce  (|ue  l'on  |)arvieinie  ii 
un  terme  A„  --  ou  <  7,  et  l'on  aura 

IOC).23  ^  5o' -4-  7,      X   =  5o,  A,  =:  23, 

23.    1=    4'-+-:.     a,  =  —  2A, -I- «=-4-     A,  —  i=:A„, 
ensuite 

et  foniuie  on  a  trouvé  A„  =  i  =  Ao,  on  aura  (27, 

/»='.  ?'  =  "' 

/'.  =  =.^4.     ?.=^'- 
Do  ne 

P  ^  9-  <l       ■•■ 

Or,  lOf)  étant  un  uonilire  |)reiniei',  il  n'existe  jjohnt  d'autre  uiMuhre  y 
(|ui  ait  les  conditions  r'equises  f24j;  donc  ré(]uali(ui  proposée  n'est  sus- 
ceptible que  d'une  seule  s(dution  en  noinlnfs  eutieis,  hupudle  est  11  =  (> 
et  /=  2. 

Exemple  II.  —  Soit  proposée  l'équation 

9OC)  =  U'  -A-  l"j  i-, 

Il  et  /  devant  être  des  nombres  entiers. 

Comun-  le  nombre  909  n'est  pas  premier,  on  verra  d'abord  s'il  ren- 
l'ernie  (|uelque  faeleur  carré;  or,  909=  101.9,  101  étant  premier;  ainsi, 
on  pourra  faire  (22)  deux  suppositions,  savoir  11  =  p,  t  —  q,  A  =909, 
ce  ([ui  donnera  ré(|tiation 
(  Aj  i)0()  — />'  -T-  i'(]\ 

ensuite  c,  —  3,  et  par  conséquent  u  =  3/>,  /  =  'j<jr,  A  =  101 .  ce  qui  don- 
nera cette  autre  équation 
(B)  ioi—p'  +  \',(]'- 
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(!(Hiiim'iu;niis  par  l'f([u:iti()ii  A  ,  li  il  t'iuidia  clii'itliiT  mi  iioinhir  a<  ^-^ 
tel.  (jiio  x' -K  1 7  soit  divisililc  par  ()i)(),  ou.  cf  (pii  icvii-nt  an  iiièiiie'. 
iiii   iioiiiln'e   A,  < -J^ -I- I  •<  229  (pii,  miiltipliaiil  9<)().  diinin'  iiii   cairc 

plus     17       20y. 

A[)i'ès  quelques  essais,  je  trouve  A,  =  i  iq  et  %  =  368,  et  à  l'aide  de 
ees  valeurs  je  tbrnie  les  é([uations  suivantes,  analogues  à  eelles  dn  n"  20. 

901).  149  =^  3(J8-  —  17,     ^  =  368,  A,  =  149. 

149.   33=    7o=-r-i-,     a,  =  —  2A1  — 3t=7o,     A;  =  33, 
33.      I  =      4'  +  •''     3:,  =  —  aA,  ^  a,  =    4'     A,  -=  i  =  A„; 


et  par  eonsé(|uent 


p  =p,-^i.p,,     q  =q,-^  ?.q, 
p,=p,-^ip,,     q,:=q,--iq. 


et  comme  A,  =  1 ,  on  aura    -H , 


Doue 


p.  =  x,  =  /i,     q.^i. 

p,  =  9,       (/.  —  2, 
p  =  ?.i,     q    -  5, 


ee  qui  doune  cette  première  solution  de  ré(|uatioii  pidpd.sée 

Il  =   >.2,       /         5. 

Maiuleuaut,  comme  909  n'est  pas  premier,  on  pourra  24  trouver  en- 
core d'autres  valeurs  de  7.:  or.  résolvant  909  eu  ses  facteurs  premiers, 
on  aura  ioi.3.3,  de  sniie  (|u"ou  ne  pourra  l'aiic  ipie  a  =  101  et  /^  =  9, 
ce  (jui  ne  donnera  (pi'uue  seule  valeur  de  y.    numéro  citi'  .  Ou  clieicliera 

(lonr  la  dernièrf  des  tVaclions  converiii-ntes  vers  .-  =  —    29/.  cl  l'on 

h         9 


(5 


lrou\rra   ',  ■  de  soite  iiu'un  aui'a  a,  =   jJ,   h,  —  '|,  et  cumme   -y  > 

I  t  ;• 


-i)  ^  (  I  -f-  •^ .  1 0  r .  4  )  3£  ; 
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cVsl-ii-dii't'.  il  ciiusc  de  y  =  36iS, 

'.)  =  2977  1 3. 
\iiisi  l'oii  iiiiiii,  il  cause  do  A  =  «joç). 

j3  =  909/»  ±  3.977 1 •.>.      44° ' 

l'ii  |irciiiml  le  sii^iif  iniV'ricur  et  l'aisanl  ///       '^2(S,  allii  (|ii('  la  valeur  de  /B 

devieuue   <    — ;  e'esl  la  uouvelle  valeur  de  y,  et  la  seule  (lu'on  puisse 

lioiivei' de  celle  luanii're,  de  sorte  (|u'il  serait  iuutile  d'eu  clieiclier  eu- 
coi'e  d'autres. 

Mettaut  ddiic  eu  <euvre  cette  valeur,  un  trouvcia  les  e(|uati(ius 

909.9.13  =  44*'"  "^  '7>       *    =  44o.  A,  =:2l3, 

7i3.      I—     i4--i-i7,     a,  =;  —  aA,  4- «  =  i4.     Av^^i, 


et  connue  Aj  =  1 ,  on  aura  (27) 


/*  =  '.  9^  =  0, 


Dou( 


p  —  29,    ^  =  ?.. 

Ainsi  l'on  aura  cette  seconde  sidution 

«  =  29,     /  =r  2. 

Or,  coninie  (Ui  ne  saurait  trouver  d'aulics  valeurs  de  c/..  re(|ualiou  I  A) 
ne  fournira  pas  non  plus  d'autres  s(dutious:  c'est  |iour(|iuii  u(uis  passe- 
rons il  l'équation  f  B ,. 

.\vaut  ici  A  =  mi ,  ou  cherchera  nue  valeur  de  '/  telle,  (|ne  a*  -)-  17 

soil  divisihie  pai'  101,  et  (|ui  soit  eu  iiiéini'  temps  --"  —  <  5i;  ov,  ayant 

déjà  tr(Uive  ci-dessus  (|ne    M>H'^ -h  17  <'sl  divisihie  par  ()0()  et  par  couse- 
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(|iii'iil  ;iiissi  |);ir  loi,  il  n'y  ;iiii"i  (lu'ii  l'iiirc  y  =  ioim±  %8,  cl  dclcr- 

m  =^  l'i .  et  l'on  preiidr;!  le  signe  inlV-rienr,  ce  <|ui  donnera  7.=  M). 
Au  moyen  de  eette  valeur,  on  tormera  les  équations 

■loi.iS      36-+17,     x^-36,     A,=  i3<i7, 

d'oii  l'on  voit  d'abord,  ii  cause  (pie  A,  est  moindre  t\[\c  17  et  en  memr 
temps  dillerenî  de  l'unité,  (|ue  l'equalion  'B,  n'est  point  res(dnlde,  an 
moins  d'après  la  valeur  de  «  (pu'  nous  venons  de  trouver  27  ,  et  eomme 
le  uoiid)re  loi  est  premier,  il  .s'ensuit  (pie  l'équation  B  n'admet  abso- 
lument aucune  solution  en  nombres  entiers.  De  sorte  (pie  re(pialioii  pro- 
posée 

C)OC)  =«=+17/= 

n'est  susceptil)le  (pie  des  deux  s(dutions  (pie  nous  avons  Irouveesei-dessns. 
Supposons  inaintenani  (|ue  B  soit  un  muiibre  positif. 

lîlxEMPLE  III.  —   Soit  proposé  de  résoudre  re(piali(Ui  de  rKxeinpIe  I 

du  n"  20,  savoir 

109  :=  ;<^  —  7  i\ 

avec  cette  condition  (|ue  //  et  /  soient  des  iKunbres  entiers. 

Puisque  109  est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  taire  (pie  11  ^  p, 

/=q;  donc  A  =109,  B  =  7, de  sorte  (pi'oii  n'aura  ;i  résoudre  (pie  cette 

seule  (Mpiation 

(0()  ---  p-  —  7^'. 

Or,  avant  déjà  trouve  dans  i'Kxeniplc  cite  5<=  iS,   .4,  =  ?.,  on  aura 

109.2  ;=i 5- — 7,      a  ^  i5.  Ai  ^2, 

2.{— 3)  =  i— 7,     a,  -   —  7A,4-a  =  i,      A, =  —  3, 
et  de  là 

DoiK  ,  puisipic  2<,       \  B,  et  aussi  .\,  <  yBi  •'"  '<"'"'  '28 

«,  =  <-=!,     A,r=±:E  =  2,     A,=  q:D  =  -3: 
11.  59 
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donc  E  =  2,  I)  =  —  i,  avec  les  signes  Mipoiicurs;  et  par  conséquenl 

lie  soilc  (in'oii  aura  à  résomliv  ri'(|iiali()ii 

Or.  avant  K  =  a,  H  =  7  et  e  =  i.  on  aura  (43;  X <  ~ '^et  >^^^^ '-  —  i; 

donc,  à  cause  c|ue  la  racine  approchée  de  7  est  2, 

A  ^  I     cl  de  là     £  ^  E  —  e  :=  1 . 

Avant  trouvé  i  on  formera,  à  l'aide  des  formules  fxj,  f).)  et  (p.)  des  n"'31 
et  32,  les  séries  suivantes,  où  le  signe  <^  indique  qu'il  faut  prendre  le 
nnuilire  eiitiei'  i|ui  est  iniuiédiatement  moindre, 


E,  = =3,     X,  <  — ^ —  =  I ,     ê,  =  1 . 3  —  I  =  2^, 

2  3 


V  7  -^-  '  3 

a  3 

Donc,  puisipu'  E,  =  K  et  E-,  =  E, .  ou  Icia  37  E,  =  E„,  savoir  a  =  4.  pI 
comme  Eo=  i,  on  fera  E2  =  E,„,  savoir  r?i  —  .>.:  dduc.  à  cause  (pic  l'on  a 
pris  les  sii^nes  su|)éi'ieurs  et  (|uc  m  esl  pair,  on  en  conclura  <\{\v  l'ctina- 
lion  est  résoluldi'  '37  . 

On  chei-clicr;i  diiiic  les  valeurs  de  /,  /,.  /., /„,  couiuie  dans  les  (or- 
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mules  irs ,  du  n"  39,  et  l'on  aura 

/  =1, 
/,  =  i/  =  1, 
/,  =  4/, -f-/  =5, 
/3  =  i  /,  +  /,  =  6, 
/,  =  I  /3  -+-  /,  =  1 1  : 

d'où,  par  les  formules  des  n"^  40  et  41.  on  trouvera  d'abord,  à  cause  de 
/5  ^  2  qui  est  le  nombre  entier  immédiatement  niniiidic  (|ue  v7. 

R  =  2/,-i-/  =  3,     S  =  /,  =  !, 
X=/,+  -=:8,     Y=-=3; 

1  2 

donc    38 

.,        (8  +  3v7r+!8-3v7r 

^^  (8  +  3v7)°-(_8-3v7/ 

2v'7 

où  n  pourra  être  un  nomi)re  quelconque  [)Ositif  entier  le!  (|ue  riij.-hni 
soit  pair,  c'est-ii-dire  que  4" +  2  soit  pair,  d'où  l'on  voit  que  //  pcuirra 
être  un  nombre  quelcon(|ut'  entier  positif.  Donc  '38 

et  ensuite,  par  le  n"  44,  en  prenant  toujours  les  sii^iies  supérieurs. 

'-ri  -  .  3^1    

2  '  2 

de  sorte  qu'on  aura 

Donc,  puisque  r=p,.  s  =  q,,  p  =yy-,  ^  =  q^.  •'"  i"""a 


/(  ^  p  +  7  #•  :^  26  i  -4-  63  4'. 
g  =  ff  -(-  75  =  7.6<\i  -t-9?. 


5çi. 


\{\H       >l  K    1   \    Siil  l   llitN    DKS   l'IiOlU.l'.MKS   I  M)  K  r  KK  M  I  NKS 

N(>ii>  ;iV()iis  pris  <'  —  I ,  c'i'sl-ii-dirc  posilil';  |M('II<iii>  in;iiiilfii;iiil  e  =  —  i . 
et  l'iui  ;iui;i  ilaiis  ci"  cas    43 

l>      Jh-    :/',.      </       (/:--  7(/,. 
(>i .  l'aisaiil  e  ^        I .  (PII  ama  À   ^  ~ cl  >  — i  ;  tloiio 

À  — -  i>      cl  (ic  là      e  =  —  e       I . 

coiiiiiic  plus  iiaiil:  ainsi  du  aura  les  lucnics  valeurs  île  H,  S  el  Af  \,  Y,  cl 
par  C(iiisc(|iiciil  ilc  :.  0  cl  de  /,  .v. 
Maiiileiianl  lin  aura 

?.  '  ?.  ' 

drtnc 

P  =  ?.  ;  -H  7  •]/,    5-  =.  •>.  «I'  '-*-  ;  ; 

d'iiii  \'i)[]  IrnuM'ra  cihmm'c 

P~P  —  1''=  -  '9^  -  4'|. 

^  =  7  —  7,î  =-    —   !()■]/  —   (>i, 

iiu  liicii,  en  cliani;eaiil  les  sii;iies, 

Or,  coniinc  mi)  csl  un  iiunihre  preiiiiei-,  mi  ne  pourra  Iruuvcr  aucune 
aulrc  \ali'Ur  de  7  'l'i  .  de  snile  (|Ue  les  expressions  precedeulcs  leulcr- 
nicronl  necessairenienl  toutes  les  sululions  possibles  de  re(inali(Mi  (Ud- 
poscc. 

l'IxcMiM  i;  I\'.  —  Soit  pioposcc  r(''(|ualion 

l.pji)         /(  So/-. 

(j>innic  I  '|')()  csl  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  l'aire  (pn- 

[)  rr     II,         q   —    /,        A      -  1  {'><.)•         ''  ■=    ^"' 

de  sorte  ipi'on  n'aura  «pie  l'eipialion 

'4'"';)  =  /''^  3of/'. 

()n  ehereliera  doue  UU  Uolllluc  y.  •<  -"— ,  cl   l(d  (pU'  '/-'  '>(•  S(Ul  di\  Isilde 
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par  1459:  ou  Iticii  ou  cliciclicra,  coiiii laiis  l'K\ciii|)lc  l\  du  11"  20,  un 

nombre  A,  <-<-^^  dont  le  itiodiiil  par  1  Vu)  étant  aui>nienté  de  3o 

soit  un  carré,  et  l'on  lr(tuvera  A,  --  24 1  et  <x=  :k)3,  nioyeiii l  i|ui>i  dii 

formera  les  équations 

1459.241  =593=—  3o,        a    3=  593,  A,=:24'' 

3.4' •   5i  =  iii'— 3o,  a,  =  —  aA, -<- a  :^  1 1 1,  A,=  5i, 

5i.      1=     9=— 3o,  a..  ^  —  ?.  Aj-i-a,  =  9,  Aj=ri, 

i.(-5)=      5=-3o,  «3  =  -  4  A3 -t- a,  =  5,  A,=:-5; 
et  de  là 

p    ^p.^np,,        q    =q,-^-n(j,, 

p,=p,-i~i/K,     ç,  =  93 +  ?.?.., 
/;,  =  /;, +  4/73,     ?.  =  ç,-4?3- 

Or,  puisque  «3       y  B,  et  ([ue  A3  et  A.,  sont  aussi  eliaeun   ^  \  H.  on  Ici  a 

«3=5  =  6,     A3  =  ±E  =  i,     A,  =  q:D=-5; 

donc  E  =  I  et  D  =  5  avec  les  signes  supérieurs.  Ensuite  on  fera 

Pi  =  '',     ^3  =  *>     [h  =  p.     ^4  =  ff» 

et  l'on  aura  à  résoudre  l'équation 

I  =^  c^  —  3os'. 

Maintenant,  à  cause  de  E  =  1,  B  ^  3o  et  e  =  5,  on  aura    i3)  X  <;  ^^ 

'  I        ■ 

et  > I ,  donc 

f—io     et     e  =  XE — e  =  5. 
Avant  ainsi  ;,  on  formera  les  séries  suivantes  (31  et  3.'i 


E  r^  I, 


5, 


E,=  ^°~"^=5,     X,<^^^=«.     .,=   ..5-5  =  5. 


_  3o  -  a5 
fcî—  r =  1,      ^< 


5 
\/^o  -+-  5 


10,         £,  :-^IO.I    —  5^5, 


„  3o  —  25         ^        ^       ,  i/3o  -h  5  ce 

£3=  -=5,     X,<i- =    I,     £«=^    1.5  —  5      o. 
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Donc,  ooiiime  E,  =  E  et  E3  =  E,,  on  tci;i  37j  En  =  E„,  c'csl-à-dire 
a  =  2,  t'I  ((11111110  on  a  en  nK-iue  tciiips  E  =  i,  on  fera  E,„  =  E.  savoir 
m  =  <),  ce  qui  donnera  sur-le-cliaiii|)  R  =  i.  S  =  o,  et  par  eonse(]nen( 
r  =  |.  s^'l>  (iO,. 

0\\  lormcr;!  donc  la  série  /,  /, ,  A,    39 

/  =  1, 

/,— lo/, +  /       ■>.i, 

et  l'on  aura  (M),  ii  cause  de  a ^  2,  les  valeurs  suivantes 

X  =  /.-5/,  =  ii,     Y=/,  =  2; 
donc    38 

y  _  (ii-4-2^/3^)'+(ii  — av/3Ôj" 
■'  2 

fii  +  2^/3o)" — (il  —  1^30 f 

2  y  3o 

ri  (Mant  tel  (|ue  nij.-hm,  savoir  2«,  soit  pair,  de  sorte  que  n  pourra  f'tre 
un  iioinlire  entier  positif  quelcon(|ue  (31).  Maintenant,  puis(|ue  R=  1, 
S  =  (),  E  =  I  et  e  —  N  on  aura  f  44] 


d'où 

Donc,  avant 


T  =  5,     V:^i; 


p,  -  r,      q,       s,     p,       p,      </.  —  7, 
ou  trouvera  eu  r'eniontaul 

p:—   p     -H  4''    =      y?"*"     3o'|,        tj,         5-    -t-  4'S        -      9"^  -*~      2> 

p,=  r  -t-  2/>i=:  19H  -t-   ^oi\i,     q,^  S  -¥-  2^,=  19]/  ■+■  2^, 

/>    =^,  +  2/>,  =  47;    "•"  '5o.j/,         y  Ç, -t-  2(/,  =^  47+   +  55. 

Faisons  inainlcMaiil  e   négatif  f 43),  c'est-à-dire  f=  — 5,  cl   l'on   anr;i 


DU   SECOND    DEllKE.  i'I 

dans  ce  cas 

p^p,-.p„      q-^q,-y.q„ 

p,=p,-7.p„     q,  —  q,-7.q„ 

lh  =  p.-ip„      qs  =  q,-^q,. 

/3o  —  5  ^    1 3o  —  5 


A  =  o,    et  par  conséquent     e  =:  /,E  —  e  —  5, 

comme  ci-dessus;  de  sorte  que  les  valeurs  de  |  et  -i/  seront  les  mêmes 
que  nous  avons  déjà  trouvées.  A  l'égard  de  T  et  V.  ou  aura  à  cause  de 
R  =  1,  S  =  o,  e=  —  5,  E  =  I  ) 

T=:-5,      V=:i; 
donc 

p=  —  5ç -1- 3oI/,      3-=  — 5'|-t-ï; 
donc 

/>!=  p   —  4''  =  —     9?  +    ^oJ;.      ^ï=  5-  —  4*   =  —     94'  "^     --' 
/>,=  /■—?./?,= -4- 19H  —  6o4',     ^1  =  «  —  7.q,^= -\- xçfif  — -y.l, 

P    ^  P:  2^1  =   47?  +   •^O'I''         9    ^=  ?■•  '•'/■=   47^   "•"  ^?- 

Ainsi,  en  combinant  les  deux  t'ornuiles.  on  aura  eu  licneral 

/;=i±47?  + '5o'.!>,     ç  =  ±47  J> -I- 5E. 

Et  comme  1459  est  un  nombre  premier,  il  n'v  aurait  |)a>  d'inilrcs  -.olu- 
tions  (]ue  celles  que  nous  venons  de  trouver. 

EvKMPi.i;  V.  —  Etant  pi'ojiosee  l'eiiuation  , 

710  =  H-  —  4^''" 

dont  ou  ciuniait  dcja  celte  soliilion  :  «=292  et  t  =  !\,'S .  ou  (IcmiiukIc 
toutes  les  autres  solutions  po.ssiltles  en  nombres  entiers. 

Comme  210  ne  eoulient  aucun  l'acteur  carre.  //  et  /  devront  être  tou- 
jours premiers  entre  eux  ;22j;  ainsi  Ton  fera 

u—p,     t~q,     .\=^o.io.     B  =  4*^' 

de  sorte  que  re(|uation  it  résoudre  sera 

?.io  =  ;>' —  4'^V'- 
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.Maintenant,  puisqu'on  connaît  ili-jà  une  valour  dv />  et  q,  savoir  p=  292 
et  q  =  43,  on  pourra  s'en  servir  pour  trouver  la  valeui'  de  a  dans  l'équa- 
tion 

AAi  =  a"  —  B,     savoir-     ?.ioA,  =;  a'  —  4*'- 

Pour  cchi,  il  ii'v  aura  (|ii"a  (herchci'  la  liaclion  -  -  ijui  piceédera  ininiédia- 
Icniciil  la  iVatiion  '  dans  la  suite  des  i'raetions  eonveriieules  vers  -  ("29), 
et  i'aisanl  a  =  mp  —  Briq,  on  aura  en  général    23; 

a  :=  f/.A  dz  fl. 

Divisant   ■ja)a  par  V^.  ensuite  13  par  le  l'este  3'|,  et  ainsi  sueeessive- 
inenl.  un  aura  les  (juolients 

6,  I,  3,  I,  3,  2,. 

à  l'aide  des(|uels  on  i'ormera  les  tractions 

I     6     7     ■.>7     34     i?.<)     '^y^ , 
o    I     I     4      ^      'il     43 

ainsi  l'on  aura  m  ^=  129,  n  =  i<),  donc  a  —  (Sd;  de  siote  (|ne,  couinie  <S() 

est  <i  —1  on  fera  \5.  =  o  et  l'on  aura  a.  ^^  a  ^^  HO.  et  de  la  ou  Irduvera 
2  ' 

A,  =  35.  On  liuinera  donc  les  écpuitions  suivantes 

aio.35  =  (b6)=— 46,     a  =.86,  A,  =  35. 

35.   6=  (i6)=— 46,     a,  =  — 2A, +a^  16,     A,=:6, 

6. (—7)=    (2f— 46,     «1=  3  A,  —  a,  =  ■^.,  A3=  — 7, 


et  par  conséquent 


Donc,  puiscjuc  c/..  <  \  \i  et  que  Aj  est  aussi  <  y  B.  on  leia 
a,  =  e  —  2,     A,--±E  =  G,     A,  =  q=D  =  -7; 
donc  E  =  (J,  D  =  7,  avec  les  signes  su|)érienrs.  liiisuite  (in  fera 
p,  =  r,     q,=  s,     ih  —  p.     f/s  =  ^. 


DU   SECOND  DEGKÉ.  '*T.i 

(H  l'on  aura  a  résoudre  l'é(iiiali(iii 

(j  :^  ;■'  -t-  46*"- 

Or,    puisque   B  = /|G ,   E  =  6,    e=2,   on   aura    '43;    )■  <  ^     ^"^  '    et 

-     v4^  "^  2  I 

>  ii_ I  ;  donc 

D 

>.       I     et     £  =  ÀE  —  e  =  4. 
Avant  i,  on  formera    3t  el  33j  les  séries  suivantes,  où  le  signe  <  in- 
dique qu'il   faut  prendre  les  uoiuhres  entiers  qui  s(MiI  iminédiateuient 
plus  petits, 

E    r=6,  E    =4, 

E,  =4^^=.5.     À,  <v4^^,,     e.  =    2.  5-4  =  6, 
o  5 

„        46  —  36               ,     ^  V  46  +  6        ^  ,,  ,.      ^ 

E,  =  2 — =2,     ^,  <  ^-î =    b,     £,  =    b.   ?.  —  t>  =  b, 

5  2 

_,         46  —  36         p      -,     ^  V  46  +  6  et:/ 

2  5 

„  46—16  ,        ,  1,46-1-4  r        / 

Ei  =  ^î — 1, =    6,      l.  <  ^-^ — -  =     I,      î.  =     1.6—4  =  2, 

'^  b 


5 

46- 

4 

6 

46- 

25 

7 

46- 

16 

3 

46- 

36 

lO 

46- 

36 

6 

\P  + 

T 

vP  + 

5 

3 
v46  + 

4 

10 
v46  + 

6 

I 
V  46  + 

6 

10 
V  P  + 

4 

I .  lo  —  4  =^  6, 

E,  =  '^"~""  =    I ,     ?..  <  ^  "*"/"  "  =  12,     ss  =  1 2 .    1—6  =  6, 

I ,     e.,  -^      1.10  —  6  =  4, 
10 

E,.=  fcll^_    . 

10  '  3 

_        46—25  ,        V  4^  "•"  ^  c 

E,,=  -î— rj =     7,       X„  =  ^-^i-;; =      I,      £11=      I.    7  —  5  =  2, 


E,,: 


46—4         -      ,         1^46  +  2  a  / 

~ i=  ô,    x„  =  j!-^!-t7 — =   1,    £„=   I    6  —  2  =  4, 


E,3=^^7'*^=    5,     >,„=v46^   _    ,,     ,,^^    ,.  5-4=6. 
0  j 

II.  60 
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l).)iir.  piiisiin.'  K,,  =  E  et  E.^  =  E,,  on  fera  E,,  =  E„,  savoir  a  =  i  2. 
et  foinnit'  E»  =  i ,  on  fera  E,  =  E,„,  savoir  m  =  8. 

On  formera  donc,  par  les  formules  fro)  du  n"  3!).  la  série  /./,./. 

justin'à  /, o,  en  cette  sorte 

/  =  I, 

/,  =  2/  =2, 

/,  =  6/,  +  /  =  i3, 

h  =  2/3  +  /,  =28, 


h=    1/3 


/. 


4  —  I  /,  4-  /j  =  69, 

/,,  ^  3/,  +/.  =248, 

/,  =  il,  -h  h  =317,. 

/,    =12/;    -h  te    =4062, 

l,  =  I  /,  -4-  /,  =  4  36*), 

/,„=  34  +  /,  =  17  iSi), 

/„=  i/,„  +  4  =21  528, 

/„=  1 /,,  +  /,„=  38687, 


£/„ 


/„ 


el  l'on  aura     ÏÙ.  il; 

K  =  ^/, -H/„     S  =  /„     X  =  /,j—    ^,      --£' 
savoir,  à  cause  de  j3^=  6, 

R=:2.5o,     s  =  317,     \=^  24335,     Y  =  3588. 
Donc,  supposant  en  i!,énéral 

.  _  ,  X  -t-  Y  y/B  j"  +  I  X  -  Y  yB  J"  X  +  Y  yB /' -  .  \  -  \  yB  j" 


on  aura    38 


^B 


1 5o ;  -H  3  i  7  X  4tJ  '4''     *'   -  '  1 5o '.!>  +  317^, 


et  l'exposant  //  |»ourra  être  quelconque,  pourvu  que  mx-hm  =  i6n  -i-  8 
soit  positif  et  |)air;  de  sorte  que  n  pourra  être  un  nonihre  (jueleonque 
entiei-  |i(isilir   37j. 


DU  SECOND  DEGRE.  ^'o 

M;iiiitcn;iiil  on  ;iiirH  ( iï  ,  en  |iicn;tnl  les  siiincs  snpcritMirs, 

_,       BS+eR      -   ,        ..       R  +  eS       ,.,, 
T=— £-=3.47.     V=^^^--=4b4. 

et  par  »(>nséi|nent 

p  =  3  147;  -f-  464  X  ^i^à,    5  =  3  i47'I/  -1-  4<>4;- 

Donc,  puisque  p.^  =  ' .  q,  =  5,  y»,  =  r,,  q^  ^  7.  un  aura 

p,  =  —  p  ^3*- =3 303^  +  487  X46A,     9,  ==  -  0-,  -i-3s  =  33o3ïi/  +487?, 
p  =  r  -h  ip,  =  875<3Ï  +  1291  X  46t^>      ç  =s  -+-  2«/.  ^=  8756'li  +  i  291  L 

Faisons  à  présent  e  négatif  '43  ,  et  l'on  aura  dans  ce  eas  À  <  ^^^^ — ^   et 


46-2  , 

-î— ; I  :  (jonc 

b 


/.  =  o,     donc     £  =  — f;: 


Ainsi,  en  prenant  E  =  6  et  £  =  2,  on  formera  de  nouvelles  séries  sem- 
blables aux  précédentes. 

Mais,  sans  se  donner  celte  peine,  il  suffira  de  remarquer  que  les  valeurs 
deE  et  de  c  répondent  à  celles  de  E^  et  de  s,  des  séries  précédentes;  d'où  il 

s'ensuit  que  celles  de  E,  E,,  E,,....  s,  a,,  s,,...  et  >.,,  X, dont  il  s'agit 

ici,  répondront  à  celles  de  Ej,  E^.  E^, —  3i.  î^'  =6'---  <"'  's-  Xg,...  des 
séries  déjà  trouvées,  et  qu'ainsi  il  n'y  aura  qu'à  diminuer  dans  ces  mêmes 
séries  tous  les  exposants  de  4  pour  les  accommoder  au  cas  présent:  et 
comme  les  termes  qui  ont  12  et  i3  pour  exposants  sont  les  mêmes  ([ue 
ceux  qui  ont  o  et  i,  il  est  évident  que  pour  continuer  les  séries  il  n'y 
aura  qu'à  les  recommencer  après  les  termes  dont  l'exposant  sera  1 1 
(voyez  l'Exemple  suivant  et  la  Rcuianiuc  du  11"  47  :  de  cette  manière  ou 
trouvera  dans  le  cas  présent 

E  =  6,     E,  =  7,     |;,  =  3,...,     E.  =  !,...,     E„  =  6,     E„=7. 

et 

À,  =  1,     /,=  3,    /a  =  ',    ?..  =  12,...; 

60. 


VTC.       >l  li    I    \    xU.l    IKiN    KI.S    PliOlil  I.MI.S    I  M>  I.  I  K I!  M  I  \  KS 
iliiiic  ///  -     'i  l'I  V.  --  I  •>  1(1111  me  plus  liant.  Oi\  |)ui--(|iic  les  (|  nanti  tes  \  et  N 
scuil  liMijiiiirs  les  iin'inrs   |Hinr  la  nii'nic    \alriir  de   15      'i  I    .    il    siillira   ilc 
ilicnlici-  H  fl  S  en  Taisant  la  s<ii(' 

/        I. 

/.       3  /,  -f-  /  -^  :\  , 


i\\>\\  l'un  aniM 


•t   |iar  innS((|llcllt 


K       pA, +  /.,  ^  lî.     S      h       "i. 


[;  -.   5   ■:4(;!;.     v  -    '^'i-l  -t 


ri'\|insanl  //  |ion\ant  rtrr  de  iiirnii-  un  nuiulirc  i|U('lc(in(|nt'  (■iilici'  [lusilil 
a  rallie  (|nr   \  :/i         \    l'st  tiui jiini'S  pai r. 

Of.  il  caiisf  (le  r  =  -- ?. .   nn  aida  T         '.-et   S-      '|;(l(iiic 


■^  ^-''i  -+  i  -■  i'''-!^'    ■^      '7'!^  I   u- 


Dune    2S 


/»,        -    c-    >;•=  —  1  •.);  -   1.)   -    {('i!;,     7,         -7-    i.v        -    I  '..)^]j  —  II);, 
/<"=/•->/;,         ?<)•';  +43    •-•   î<i'^.  (/     -s-uj,         ■>()>•];  -f- 43  ï. 

I,c>  c-\|nrssiciil-~  ili-  /<  cl  Y  (jilr  m  Mis  Nflliiiis  (le  li(Ml\rr  rrsil  lient  (le  la  sil|i- 
|ic)sitinn  ilr  '/  -  Si,:  ,,i.  coinmc  Ir  iiiuiiIiit  A  Mo  n'est  |ias  |(reinier.  il 
e>t  clair  ijii'on  |Mjnna  eiieoie  Irniixer  (l'aiitres  \aleiirs  de  y  2 '1  .  l'niir 
eela,  lin  de(iim|)(isera  le  iKiinlire  uo  en  den\  l'ictenrs  (/  et  //  pi'einiers 
entre  en  \.  l't  II  un  nie   •),  1  o     ;  ■^, .  'i .  "> .-.  lui  aura 

(/       iG,    >i,    ')(),    >'"),    \\   7C1,    io5, 

/'     1).  Ml.    7,   <i.    ■;.    3. 

de  Siule  iju'iUI   |MUI|-|a  trullNCr  eliedre  sept   autres  Valeurs  de   y. 

I"  S'iit  (I-  \'i.  A—  I '1  :  on  (dierehera  ,  siiisaiil  la  nietlinde  ipu'  nous 
aviili>  déjà  platii|nee  ri-de>sils.  la  IViKtioU  ■  (|Tli  précédera  i  m  média  te- 
ni'lit    la    Iraitiou   donnée       ;     et    l'on    trollNcra    a,         1  .    /',         1;    et    eoiiiliie 


DU   SECOND    DI:GHE. 


.V77 


h,     -  6' 
donc 


; I  —  ■?. al),)ci  —  —  ■?.()  X  HtJ ; 


{3  =  m  A  zt  0)  ^  a  i  o  m  rt  :>.  .'(ol  • 
donc,  faisant  m  =  12  et  prenant  le  signe  —,  pour  {|ue  la  valeur  de  [■i 
soit  <'  ^^ — 5  on  aura  jS  =  aG. 

■2"  Soit  rt  =  21,  />=  10,  on  trouvera  «,  =  2,  6,  =  i,  et  connue  j        j^ 


donc 


M  —  [i—  >.ab,  )  a  =  —  4i  X  >S6  =  —  3526; 
P  =  210W  ±  352(1, 


't,  faisant  m  =  i-j  et  picnant  le  sii;ne  inférieur,  /3  =  44- 
3"  Soit  (T!  =  3o,  h=z-j,  on  trouvera  rt,=  i3,   />,  =  '3;  donc,  connue 


i3  ^     3o 

^r  >  — '  on  aura 
3         7 


donc 


=  (i  -I-  ■}.ah,)x  =  181  x86=  i5566; 


(3  =:  210»!  ±  t556(); 

donc,  faisant  m  —  —  74  '"t  prenant  le  signe  +,  ou  aura  jS  —  2(1,  coiunu' 
dans  le  premier  cas. 

4"  Soit  rt  =  35,    6~6,   ou  trouvera  ^/,=().   />|  =  i:   donc   |)uis(|ue 

6  ,      35 

-    >  T^î   on  ain-i 


donc 


',)  —  { I  +  2 rtè,  )  a  =  7  I  X  86  =  (i  1 06  ; 


j3  =  2ro»/  zt  6  106; 


donc,  prenant  m  =- —  2()  avec  le  signe  supérieur,  ou  aura  ^j       i(i. 

1"  Soit  «  =  42,  />=").   ou  tiouvera    (i,-r.\-,   ^,  —  2:   donc,   connue 


'7-42 

— ^  >  V'  on  aura 

2  5 


>.(ih,)x       i()()X  86       i4;)3-i: 
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tloiic 

(3  :^  9.IOW  ±  14534. 

l'I  |ircii;iiil  m  =    -69  avi'c  le  sii(iii'  supérieur,  ou  aura  /S  =  4'l.  •'Oiiiine 
il;iiis  le  (leuxii'Uie  cas. 

()"  Sdil  «  — 70, /;      3.  on  trouvera  «,  =  21 ,  h^^\\  donc,  à  cause  (|iie 

M  =  (1  —  ?.a6i)«=  —  '3»)  X  8()  =  —  1 195  j, 

liour 

(3  =  y  I  o  /H  ±  1 1  954  ; 

(loue,  jirenaiil  //,—:")  7  avec  le  silène  iui'eiieur.  on  aura  /i  =  16,  eonime 

ilans  le  (|uatriènie  cas. 

7"  Soil  a  =  io5,   /.(  =  2 ,    on    lr(Uivera    «(■;='">2,    //,  =  1;    et    coinnie 

■î?.    ,  io5 

—  <  — )  on  aura 
I  3 

'.)  =  (  I  —  2a6,  )  a  =  —  aoc)  X  86  -  —  17974  ; 

(lune 

j3  =  i\om  ±  1 7 974  ; 

donc,  faisant  m  =  8G,  et  prenant  le  signe  inférieur,  on  aura  p  =  86. 
Ainsi  les  valeuis  de  |S,  c'est-à-dire  les  nouvelles  valeurs  de  a,  seront 
eu  excluanl  S(),  i|ui  est  la  valeur  de  u  dont  nous  avinis  déjà  fait  usage) 
■?yi,  W  et  iC);  et  uietlanl  ces  valeurs  dans  l'é(|Ualiou 

A  Al       X-      U,     savoir      'loA,       y.' -  /{('i. 

on  trouvera  que  les  valeurs  correspondantes  de  A,  seront  i,  9  et  1 . 
Faisons  en  picuiier  lieu  «  =  26  et  A,  =  3.  on  aura  les  é(|uations 

210.3  =  (  9.6  )'—4(;,  X    =7.6,  A,=:3, 

3.(—  l4)  =  (a)'—  4(i,  a,—  —  «A,  +  5(:       -2,        Aj=  —  ij, 

et 

p  z=  p,-t-  H/).,     q  —  ry,  +  H(y, . 

Doue,  comme  c<,       ^  H  et  A,  ■<  yB-  ""  '*''■' 

«,=:«  =  2,     A,  =  ±E=3.     A,-q:D^-i4, 
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pt  par  conséqueni,  vu  piviiiinl  les  siijiu's  siipc-rioiirs,  I-:  =  3,  I)  =  i  'i  :  i-ii- 
suite  on  fera 

p<  =  ''.     (/.  —  .s,     pi  =  p,     ^j  =-  7, 

et  l'on  aura  à  résoudre  l'équalion 

Or  on  a  (43)  ),  <  v^5j±*  et  > ^^^=^  -  i  ;  doue 

X  =  2,     donr     s  =1  ÀE  —  e  =  4- 

Ayant  donc  E  =  '^  et  s  =  4.  on  verra  si  dans  les  séries  précédentes  il 
se  trouve  deux  termes  comme  E,,  e.,,  tels  que  E„=  3,  î,  =  4  (roYcz  plus 
bas  la  Remarque  du  u"  i7];  or,  on  trouve  précisément  E^^  '3  et  i^  =  4, 
de  sorte  que  v  =  6;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  diminuer  dans  ces  séries  tous 
les  indices  de  6  à  l'imitation  de  ce  que  nous  avons  déjà  fait  ci-dessus;  de 
cette  manière  on  aura  pour  le  cas  présent 

E  =  3,     E,  =  10,     E,  =  i,...; 

donc  m  =  2,  et  ensuite 

>.,  ^  I,      \j=zii,.  . .; 

donc 

1=1, 

donc 

et  par  conséqueni 

/•  =  7^  +  4(i4'>    i=74'-'-H- 
Or 

donc 

p=:  20^  +  3  X  4*''4'>        T  =  9.0  ij;   -1-   3  ï. 

Donc,  puisque  p^  =  r,  q,  =  .v,  p.,  =  p,  q.,  =  7,  on  aura 

p  =  p  -hSr=  7(5?  -(-  1 1  X  4*^^^'     y  =  (7  -f-  8i  =  't^t^i  +  1 1  ï. 
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A  l'c^iiid  (le  ri'\|MPs;iiil  n  de  :  cl  i/,  il  pourra  t'irc  un  noiiiln'c  (|Ui'l((>u(|U(' 
fiilitT  positit',  ;i  cause  (|uc  ni  est  cgal  à  2,  cl  (juc  [j.  csI  toujours  cgal  ii  i(j, 
roiiiiiic  nous  le  tlcinonlicrons  en  général  (47);  de  soilc  que  uji  ~  m 
sera  loiijdurs  paif. 

Soil  niaintcnanl  c  negalilet  égal  à  —  2,  on  aura  À  =  i  et  î=  '">;  or  ou 
trouve  dans  les  séiies  précédentes  E,o  =  3,  £,„^5;  donc,  diiniiiuant 
tons  les  indices  de  10,  et  recommençant  les  séries  apirs  les  leiuies  K,,, 
3,,,  eoinnic  nous  l'avons  déjà  dit  plus  haut,  on  aura  dans  le  cas  présent 


E  --  i,     E, 

par  Ci)iise(|ueiil  m  =  10.  et 


7,     E,=  (i,...,     E.p^^i, 


À,  =  1,     À,  =  1,     /s  =  2.     À,  =  6,     Xi  =2, 

/«^l,      X,  =  1,      Xa:=3,       X9=I,       Xi,^I2,...; 


donc 


/  =1, 

/,=  ./  = 

, 

/,=  !/,  -H  i 

=  2, 

l,=  2l,+ 

f,  =  5. 

/.  =  6/,+ 

',=  32, 

4=2/.+ 

,  =  69, 

h--=lh-hl 

,=  lOI, 

/,  =  I  4  -4- 

fj  =  1 70, 

/.  =  3/,-f- 

'.  =  611, 

/,=  i/,-+-^ 

,  =  781, 

donc 
et  de  là 


R  =  (i/, -(-/,=  6297,     S  =  /.=  78i, 


r—  5297  H  -h  781  X  46'-}'.     *=  5297^}/  -t-  781  ;. 
Or,  à  cause  de  e  =  —  2,  on  aura 


„       BS-i-eR       „,,,      ^.       R-heS 
T  = p- —  =8444,    \  =  —^— 


12.45; 


donc 


p  =  8 4442  -t- 1 245  X  461^.    !7  =  8444 '1  -I- 1 7.45?, 
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donc 

p  =:  p  —  8r=^  —  33  982  ^  —  5oo3  x  46J'.     7  =  u  —  8i  =  —  33i)32ij>  —  5oo3H. 

Quant  à  l'oxposaiil  /;.  il  |HMiri;i  ctif  de  nK'UU'  un  iionihic  (|ut'lc(ii)(|uc  en- 
tier positif,  à  cause  que  m  et  fj.  sont  |)aii's. 

Faisons  en  second  lieu  «  =  44.  A,  =9,  on  trouvera  les  ('(|uati()ns 

210. 9  =  (44)=— 46,     a  =44,  A,=;ç), 

9.(— 5)  =  i-46,     a,  =  5A,— a=ii,     A,=  — 5, 

et  par  conséquent 

-p^p,~5p.,     -q  =  g,-5q,. 

Donc,  ayant  a,  <  \B  et  A2<  y  B.  on  fera 

a,  =  e  =  i,     Ai=±E— —  5,     A,  =:rpD:=:9, 

et  par  conséquent  E  =  5  et  D  =  ç)  avec  les  signes  inférieurs;  ensuite  de 

quoi  on  fera 

p^^  r,     Çj  =  i,     p,=^p,     ^,  ==:  tr, 

et  la  nouvelle  équation  à  résoudre  sera 

—  5  =  r'—  46*"- 

Or.puisqu  on  a  ici  les  signes  intérieurs,  on  aura  a<-^-^ — et  >^ ■:    , 

donc 

X=i,     donc     £  =  >.E-i-e  =  6. 

En  examinant  les  séries  précédentes,  on  trouvera  justement  E,  =  .">  et 
£,  =  G;  ainsi  il  n'y  aura  (ju'à  diminuer  tous  les  indices  de  1 ,  et  l'on  aura 
dans  le  cas  présent 

E  =  5,       E,=:2,       E.r_-5,....       E,=ii; 

donc  m  =  "x  et  ensuite 

X  =  6,     !,=  ■?.,    >„=!.     /..=  i.     ^=3,     /.  =  i,...; 
IT.  6i 
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donc 

/  =^  1, 
/.  =  6/  =6, 
l,=  f.l,  +  l  =i3, 
/,=  !/,-!-/,=  19, 
/.  —  I  /,  -H  /,  =  32, 

/>=:3/.  +  /,=  Il5, 

/.=  ,/,+  /.^  ,47; 


donc 
et  (le  là 


R  =  3/,  +  A  — 997,     S—/.  =  147, 

r=  997i -f- 147  X  4t>'T'.     *  =  997  4' "*" '47?- 
Or.  nyniil  pris  les  sij^iics  iiifcriciirs.  on  aura 


_,      BS— eR  ._      .,       R-eS 

1= = =:ll53,      V  =  __  170; 


(lon< 


p  =  I  i53ï  -I-  170  X  4*''-t''     ff  =  '  r)3'J/  +  170;. 

Oonr.  comme  p^  =  r,  q.,  =  s,  p,  =  6,  y,  =  7,  on  aiii'a 

p  =  —  r  -h  5p  =  1768;  -+-  703  X  4*3']'.     </  =  —«  +  5o-=:47*'^'-j'  -•-  7«^?- 

OiianI  a  l'cxposaiil  n  des  (|iianlilés  ç  et  J/,  il  landia  (|iic  u.ri  -h  ///  s(tit  im- 
pair, à  cause  <|n'on  a  pi'is  les  signes  inleiieurs   37   :  or,  a  est  toujours 

ffial  à  i(j.  comme  on  peut  s'en  assurer  en  continuant  la  série  \i.  E, 

jusipi'ii  ce  (|ue  l'on  iclrouve  les  deux  premieis  termes  i-oyc:  aussi  [dus 
lias  le  n"  i7,,  cl  r?i  est  égal  à  7;  d'oii  l'on  voit  (|ue,  (|U(d(|ne  valeur  eii- 
lière  qu'on  donne  à  n.  u.n  -+-  m  sera  toujours  impair;  ainsi  //  pourra  être 
un  iiomlire  i|uele<in(|ue  entier  positif. 

l'reiKins  il  présent  e  négalil',  savoir  p=  —  1,  on  aura  )  =  1  et  £  =  4- 
(tr,  dans  les  séries  précédentes,  on  trouve  K3  =  ">  et  :3  =  /|;  donc,  dimi- 
nuant liius  les  iudiers  de    ».  un  auia  pour  le  ia>  présent 

E=5,     E,  =  6,     E,=  7,...,     E,=  i; 
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donc  ni  =  .^.  et  ensuite 

X,=;r,      À,  =  1,      /i=3,      X«=l,      Xi  =12,..., 
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d'où 


donc 
et  de  lii 
Or 

donc 
donc 


i, 

i/  =1, 

',=   1/,  +  /    =2, 

•  /.  +  /=  =  <); 


R  =  |3/,  +  /,  =  6i,    S  =  /.  =  9, 


BS-<îR         .      ,        R-eS        , 


p  =  95i  +  i4x4(>4''     0"  — 95J>-)-i4H. 


r—  5fi  =  —  53t>4—  79  X  4^4''     9  =  —  .<  —  5a=  —  536i]/  —  79;. 


Ici  l'exposant  n  pourra  être  aussi  un  nombre  ([ueicon(|U{'  entier  [(usilil'. 
à  cause  que  /«  =  5  et  que  |x=  16,  ce  qui  rendra  toujours  nu.  —  m  impair. 
Soit  enfin  a  =  16  et  A,  =  i ,  on  aura 

210.  I  =  (16)'— 4<J,      a:  "  16,  A,  —  I, 

i.(  — 45)=i  — 46,     a,  =  —  i5A,-4-a  — I,     A, =  —  45, 
et 

Donc,  comme  y.,  et  A,  sont  <  y  B>  on  fera 

a,  =  e  =  i,     A,  =  ±E=i,     A,=  =pD  =  -45; 

61. 
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donc  E  =  I ,  D  =  45,  avec  les  signes  supérieurs;  ensuite  ou  fera 

p,  =  r,     q,  =  s,     pi=p,     93=o-, 

el  l'(Ui  aura  à  résoudre  l'eciuatiou 

I  =  /•=  —  4^*^ 
Or,  avant  E=  i.  on  aura  d'abord  m  =  n,  donc  ( iO  )  R  =  i,  S  =  u,  el  de  là 

'■  =  ?.     «=+• 


De  |)lus  ou  aura 


.„       BS  +  eR  ,,       R-i-eS 

1= î^ =  1,     V  = 


E       ""    ' 
donc 

p^l-{-  ^6<\i,     a='\'-+-'L 
Doue 

/>  =  p  +  i5r=  i6£  +  4<>4'>     </  =  ff  +  '5i  =  16^  +  H. 

Faisant  (Misai te  e  négatif  et  égal  à  —  i,  ou  aura  toujours  m-^o.  et  par 
conséquent 

|{  =  i,     S  =  o,     (;t     '  =  ?,     •5  =  4'! 

mais  on  trouvera 

T  =  -i,     V=i; 

de  sorte  (jiidn  aura 

0=:—  ï+464,       0-=  —  4+S. 

et  ensuite 

/>  =  p  —  i5r=:  —  ifi?  -i-  4^4'»     (/  =  7  -  i5i  =  —  i(i4  -I-  c- 

Quant  a  rex|)osant  //,  il  poiiiia  être  de  uiéuie  un  notulue  (|ueleou((in' 
entier  |tositil',  ii  eiuisc  de  m  -~  o  el  di'  y.  -^  Mi,  ce  (|ni  reiidr;i  toujours  //p. 
pair. 

Rassen)ldant  toutes  les  l'orniules  (|ue  nous  venons  de  Irouvei',  on  aura, 
pour  la  s(dMlioii  de  r('(|uation  pro()()sée 

110  -  p'  —  4*''/"' 
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les  expressions  suivantes 

/>  =  76E-1- II  x464''  q  =  ']6t\i  -h  ni, 

p  —  2Ç)i'E,-h^3>c/i6'\i,  y  =  292i|+43i, 

/>  =z  536^  +  79X4<J4'»  ?  =536(j;  +  79g, 

yy  =  4  768^  + 708x464/,  g  =  4  7684; -1-703^, 

p  =  8  756Ï  -I-  I  •zgi  X  ^(3<1>,  q  =  8  7564>  -1-  i  291c, 

y;  =  33  93?.  i  H-  5  oo3  X  46']'.  q  ^  33  <)32t|;  h-  5  oo3i, 
[)Ù 

j.  _  (24  335  +  3  588  y'p)"  +  ( 24  335  -  3  588  y/p j" 

'  ~"       "  2 

(24  335  -t-  3  588  y/p)"  —  (24  335  -  3  588  ^  46y" 


4.= 


2  y/46 


«  étant  un  nombre  quelconque  entier  positif. 

Et  ces  formules  renfermeront  nécessairement  toutes  les  solutions  pos- 
sibles de  l'équation  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  fait  n  =  o,  on  aura  |  =  i  et  ^  =  o,  et  les  valeurs  de  p  el  q  de- 
viendront 

p  =^  16,  q  :=  i, 

p  =  76,  y  =  1 1, 

p  =  292,  9  =  43, 

p  —  536,  q  =  79, 

^  =  4  768,  q  =1  703, 

p  =z8  756,  y  r=  I  291 , 

y»  =  33  932,  (/ =:  5  oo3, 

(|ui  sont  les  plus  petiti-s  (|ui  puissent  avoir  lien:  ensuite,  faisant  succes- 
sivement n  ^  I,  2,  3,...,  on  trouvera  des  valeurs  de  /i  cl  (j  l(ui joins  plus 
Jurandes. 

KxKMPi-K  VI.  —  Soil  encore  proposée  re(jualiou 

10  =  m' —  43'  ''• 
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l'uis(|iic  ro  lit'  ciiiiliciil  aiiciiii  l'actciii'  cari'c,  et  (|ii"il  est  en  inrinr 
temps  <  V  ^■^i  •  •'"  ''''''I  •!  aliord 

«  =  r,     /  =  *,     E—  lo,     B-    Sr, 

c[  l'on  iiiira  une  équation  de  l'espèee  de  eelle  du  n"  34. 

Siiivanl  la  méthode  de  ee  numéro,  on  elieirhera  [iremièicment  un  ou 
plusieiiis  nombres  £  <  yB  ^^  >  V  ^  —  H,  tels  (|iie  B  —  £"  soit  divisible 
parK;  ibuic,  puisque  v/|-^'  esta  peu  pri'séiial  à  20,  il  est  clair,  par  les 
deux  premières  eonditions,  que  t  devra  être  <  21  et  >  10;  ainsi,  en 
essayiiut  pour  3  tous  les  nombres  naturels  depuis  10  jusqu'à  21  inclusi- 
vement, on  n'eu  ti'ouvera  (pie  deux  (jui  satisl'assent  à  la  lioisii'me  condi- 
tion, lesiiuels  sont  11  et  uj:  de  sort(^  qu'il  faudra  l'aire  successivemeul 
£ --  1 1  et  £  =  19. 

1°  Soit  £  ^  1  I,  on  l'oiinera  les  séries  suivantes 


E    =  10,  E    =  I  1, 

E,  = =3i,  /,  <  ï-L— =    I,      e,    -"    i.3i  —  II  =  îo, 

10  il 

431—20=  ^43«  +  20      ,  . 

E,  —  - — ^ =1,  Aj  <  ^-^ =  40.      éï  ~  4"-    I  —  •io  =  20, 

431—20'  v'43>+20  . 

E,  :^ =  3 1 ,  /.j  <[  -'— ^ — ■ =^     ' ,      £j  ==     I  •  3 1  —  20  =  I  I  , 


E. 


43 1 


3i 


10,       >.,    < 


|0 

v43i  -h  II 


3,      £i  =   3.10  —  1 1  =z  19, 


7,      /i  <  ^^ — 2 =^5,      £1  —     5.    7  —  19  --  16, 


7  •  20 

431  —  9'  ,  1       ,  v^43i  +9  / 

E,    — ^-^    ---    14,  /;    <  -^'-^ } ^  —      2,         E;    =      2.  l4  —      9  =    I9, 

V.J  l4  T  :7  J' 

p  431  —   19'  r  -,        ^   V43l    +19  t  /• 

E.  = V— ^  =5,  ^  <  J-î — =7,      £,=    7.5—19=16, 

14  5  -^ 

431  —  16'  v'43^  -t- 16 

E,  =  ^i :: =  35,  A,    <r  ^'-^ — TT}^ =      I  ,        £»    =      I  .  35  —   ib  ^  IQ, 

i)  35 
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E..=:  ^^'  -  'g!  =  o       )    ^v437+i9 


■?•  '       "^         35         -    •' 


.35  —  n)=i  i(i, 


E,.==i^il^'-    5  >    ^v'43i  +  i6 

35        -    ^'  ^'^< ^ =  7.      £.=  =    :■   5-i6=K,, 

g   _  45i  -  19=  p7 _^ 

,4        --^-  '-< Ï5 '.      .,  -    ..■'5-    9._-,(i, 

E„=  ^li^lii'' -    -  >    ^vP^-^'6  ^ 

25        ~     ''  ''^~- -. =  5,      e„=    5.    7-ib=-,g, 

E.=  4i•^IiiL^.,o.  /,„<v4E±_i9_  3       _    ., 

'-  ^^             ,„             —  J,        £ic=     i.  to  —   1(1  =  1  1. 


E,:  =    ^1^   '-'-    =.  3  . ,         A„  <  V4ii_ 


1 .3i  —  11 


D.)nc,  piiis,|ue  E,„  =  E,  E„  .^  E,,  on  aura  E,„  ^  E,„.  c'esl-à-dir,.  ,a  =  ,(i: 
01  comme  E,  =  i.  on  aura  E,  =  E,„,  et  par  eonséquenl  m  =  2:  .le  sorte 
que  l'équation  est  résoluble  (^i  . 

Ainsi  l'on  foi-mera,  suivant  les  formules    zs,,  la  série  /,  /,./..,  4 

jus.in'au  tenue  /,,.  et  l'on  tiouveia 

/  =    1, 

/,  =    1/  =1, 

h  =4°/,  +/  :^  41, 

/,  —  I  /,  +  /,  =  4,., 

A  =  3/,  +4  =  167, 

k  =  5/,  +  k  =--■-  S77, 

/.   =     I  /s   -4-  /,  1  044. 

/;     =      0.1,     +1,    V=    2f)65, 

h   =    7  /,    4-  /«   -     21  799, 

/,  =    I  /.  +  A  --  a4  764, 
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/i,=^IC)/i,    -t-  /,    =:  49231 5, 
/,,=r      I /,„-!-/,    =517079, 

l^,=u    7/„  +  /,.  =  4iii868, 

/,3=      ?./„+/„  =  8740815, 

/,.=  i/„-i-/,j=  i2  852(i83, 
/,i  =  5 /,, -H /,j  =  73004280, 
/.,=--   3/,s-i-/,.  =  3.31865373. 

Donc  :  1"  lin  ;niiii.  |i;ii  le  11"  iO, 

R=î3/, +  /    et    S-^/,, 

(•"t'sl-à-dirc,  ii  caii.se  de  ^  —  20  racine  approclife  de  YU, 

R=:2I,      S=i. 

2°  On  aura,  pai'  le  n"  41 . 

savoir,  a  cause  de  E  =  ro  et  £  =  i  i . 

X^i5i  560720,     Y— 7300423. 
Donc,  faisant 

i  =  (X.  +  Y^437j°+(X-Yv/437j\ 
^  "2 

.  ^  ( X  +  ¥^437)"-  ( X  -  Yy/pT)"  ^ 
'  2v'pT 

on  aura  en  j^enéral  '  38^ 

r  =  2 1  ç  -4-  43 1  •]/.     f  -  -  2 1  ij(  -t-  ç , 

«  clanl  un  nombre  (|ueleon(|ue  pctsifif'  enlier,  tel  que  nu.  -f-  m,  .savoir 
iftn  ■+-  2,  soit  pair,  de  sorte  que  n  pourra  être  un  nombre  positif  entier 

(|Ueb'<iiii|lM'. 
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2°  Soit  i  =  ic),  011  fornicra  de  iiiriiiê  les  séries 

E  ==  lo,  £  =  19, 


Or,  comme  les  termes  E  et  E,  soiil  les  nicnies  que  les  termes  E,  et  E5  des 
séries  précédentes,  il  est  elair  (iiie  tons  les  termes  suivants  seront  les 

mêmes  aussi  ^35),  de  sorte  que,  pour  avoir  les  valeurs  de  E.  E,,  Eo 

H,  £,.  s., ).,,  À,,,  ).., dans  le  cas  de  £  =  19.  il  n'v  aura  (ju'à  prendre 

celles  que  nous  avons  trouvées  ci-dessus  en  diminuant  tous  les  indices 
de  4,  afin  que  le  terme  E.,  devienne  E;  mais,  conmie  les  deux  premiers 
termes  de  E  et  E,  sont  ici  10  cl  7.  il  faudra  continuer  les  séries  précé- 
dentes jusqu'à  ce  qu'on  retrouve  les  mêmes  termes.  Or,  pour  cela  il  sullit 
de  remarquer  que,  puisque  les  deux  derniers  termes  E,6  et  E,,  sont  les 
mêmes  que  les  deux  premiers  E,  E,.  le  terme  E,8  sera  le  même  que  le 
terme  E.,  et  ainsi  des  autres.  De  là  il  est  aisé  de  voir  (ju'en  prenant  E., 
pour  E.  E5  pour  E,,...,  on  aura  E,,  =1,  E,6  =  10.  E,,  =  7,  par  consé- 
quent m  =  ^!^  et  ^a=:i6,  et  que  les  valeurs  de  /.,.  Ào....  jusciu'à  /..j 
seront 

X,  —  5,     >,.  =  I ,    ^3  =  2,    À,  =  7,    h—i,    >.6  =  19, 

>..  ^I,       l^  —  '],       1,-1,       Àk,=  ',       Îv„=5,       In  —  l,       X„=I, 

a  l'aide  desquelles,  si  l'on  forme  la  nouvelle  scric  /.  /,.  /, /,,, 

/  =  I, 

/,  =  5/  =5. 

/,  =  I  /,  +  /  =  6, 

/,  =  il,  -(-/,    -  17, 

/,  =  7/3  +/.       '^5. 

l,  -  \L  +h  ---■  "42. 

/.    =19/,    -(-/.    -=:   Î.823, 
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/,   =     1  /j   -4-  /i  =  2  965, 

/,  =  7  /,  +  4  =  23  578, 

/,    =:     2  /,    -I-  /,    =  5o  I  2  I  , 
/,„=     !/,-(-/.   =73699, 

/„=  5/„-i-/,  =418616. 
/„=  3/„  +  /,o=  i3?.9r)47, 

/,,=      !/„+/„=    I  748163, 

on  :iiir:i 

R  =  [3/,, -I- /,j    el    S  =  /,,, 

el  |);ir  «•c)ii>ii'(|ni'n(.  ,'3  clant  égal  à  20, 

R  =  36  29?.  807 ,     S  =  I  748  1 63, 
d'où 

/■=  36292807;  +  7534582531,     s-  36292807'^  +  1  748i63H. 

A  l'f'gard  des  valeurs  de  q  et  i,  elles  seront  les  mêmes  (|ue  ei-dessus,  ear 
X  et  Y  sont  toujours  les  mêmes  pour  une  même  valeur  de  H  fil),  el, 
(|tiaul  au  iioMilni'  //.  il  [loui  ra  être  de  même  un  nomlire  (|ueleoii(|ue  entier 
positif,  paire  que,  à  eause  de  [j.  =  16  et  m  =  i4.  'J-ri  4-  m  sera  loiijours 
paii'  comme  il  le  faut  (Zl ,. 

On  voit  par  là  que  les  plus  petits  nombres  (pii   rêsolveiil   l'êcpialion 
proposée  sont 

;■  =r  2 1 ,      5  ^  I , 

(|ui  résultent  de  la  première  fuinuile  eu  y  taisant  //  ^-  o,  ce  (|ni  donne 
I  =  I  el  '!(  ^  o;  ensuite,  en  faisant  de  même  «  =  o  dans  la  sccfuide  for- 
mule, on  aura  les  nombres  immêdialemcnl  |)liis  i^faiids  (|iii  peuvent  l'e- 
soudre  la  même  êipiation,  et  qui  son! 

/•  =^  36  292  807,     s  =;  I  748  163, 

et  l'on  peut  êlre  assuré  qu'entre  ces  nombres-ci  el  ceux-là  il  n'y  eu  a  pas 
d'autres  (pii  pnisscnl  satisfain?  à  l'équation  dont  il  s'ai^it. 

Au  rcsic.  puisqu'on  a  trouvé  a  et  m  pairs  à  la  fois,  il  s'ensuit  i|iu'  celh- 
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équation 

—  lo  r^  r'  —  43  li- 
n'est  point  i'ésoliil)l('  en  nomhres  entiers  (37j. 

47.  Remarque.  —  Quand  on  a  une  t'ois  trouvé,  pour  une  é(|uali(ui 

queleonque, 

±E  =  /  =  -  Bs-, 

les  valeurs  de  E,,  Eo,  E,,...  jnsciu'ii  E„  'E„  étant  égal  à  E  et  E^-t-,  =  E,), 

ainsi  que  celles  de).,,  X.,.  Àj,...,  À^,  et  que  dans  la  période  E,  E,,  E-, 

E^_,  il  se  trouve  un  terme  égal  à  l'unité,  ee  (jui  est  nécessaire  pour  que 
l'équation  ±  E  =  r-  —  B5'-  soit  résoluble,  alors  les  n)éuies  valeurs 
peuvent  servir  polir  résoudre  aussi  toute  autre  é(|ualiou  comuii' 

±F^r'—Bs\ 

Fêlant  <  yB-  Car  nous  avons  déjà  démontré  (41)  que  les  valeurs  de  X  et 
de  Y  sont  toujours  les  mêmes  pour  une  même  valeur  de  H,  et  nous  y  avons 
vu  que  la  série  E„,,  E,„+|,E„,+o,...,  E,„-,-„_,  (E,„  étant  égal  à  1  ,est  toujours 
aussi  nécessairement  la  même,  pour  la  même  valeur  de  B;  d'où  il  s'en- 
suit, à  cause  de  E„  =  E,  E,,.^,  =  E ,  que  la  série  E„,,  E,„^, E,    1, 

E,  E,,...,  E„,_,  sera  aussi  toujours  la  même,  et  que  par  consé(|ueul  la  série 
E,E,,  E,,...,  E^_,  contiendra  toujours  nécessairement  les  mêmes  termes, 
quel  que  soit  le  premier  teiine  E,  pourvu  qu'il  s'y  trouve  un  teime 
comme  E,„  égal  à  l'unité. 

Ainsi,  étant  prcqiosée  ré(|ualioii 

±F  =  /-  -  B,ç-, 

on  verra  si  le  nombre  F  se  trouve  parmi  les  valeurs  de  E,  E,,  Ej,..,,  Eu_,; 
si  l'on  trouve,  par  exemple,  F=  Ep,  alors  il  n'y  aura  (ju'à  prendre  ce 
terme  E^  le  premier,  et  continuer  la  suite  K,,  Ep^-,,...  jus(|u'à  ce  (pi'ou 
retrouve  deux  ternies  conséeulil's  idcnlMpies  avec  Ep  et  Ep-^.,,  en  recom- 
mençant toujours  la  série  E,  E,,  K.,...  ipiaud  on  sera  parvenu  au  dernier 
terme  Ej„._,,  ou  bien,  pour  que  le  premier  terme  soit  loujcuirs  désigne 

62. 
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par  K,  il  ii'v  aura  (|ii'à  (liiniimcr,  dans  la  sri'ic  (li'ja  ti'ouvoe  E,  E,,  Ej,..., 
Eu-  ,.  tous  les  imlii'es  (lu  nonihir  ?>,  en  les  aiignicnlaiit  de  y.  lorsqu'ils 
deviendront  négatifs. 

On  en  fera  de  même  à  l'égard  de  la  série  correspondante  X,,  An,  À,,..., 
Au,  et  l'on  aura  par  ce  moyen  les  nouvelles  séries  E,  E,,  E.,,....  Eu_,, 
ot/|,  Xo.  Xj Xu  relatives  à  l'équation 

±  F  =  /•-  -  Us-, 

et  a  l'aide  desquelles  on  cherchera  seuleuieul  les  nombres  R  et  S,  pnis- 
(ju'on  counait  déjii  les  nomhresX  et  Y.  il  l'audra  cependant,  pour  (juc  le 
Proldènje  soit  solnhle,  (|ue  les  nouveaux  indices  m  et  ij.  aient  les  con- 
ditions requises  1^7  ;  c'est  ce  qu'il  faudra  (l'ahord  exafniner  pour  no  pas 
faire  des  calculs  inutiles.  Quant  ii  a,  il  aura  louj(Uirs  la  même  valeur, 
parce  (pie  chaque  période  de  la  série  contenant  toujours  nécessairement 
les  mêmes  termes,  il  t'audi'a  aussi  que  le  nombre  a.  de  ces  termes  soit 
toujours  le  même;  ainsi  il  ne  s'agira  qiu'  d'avoir  m.  Or,  si  l'on  appelle  m' 
l'exposant  du  terme  qui  était  égal  à  l'unité  dans  la  première  série,  il  est 
clair  (]u'on  aura  m  =  m' —  p  si  /n'  >•  o.  ou  m  =  u.  -h  m'  —  p  si  m'  <^  p; 
(le  celte  manière  on  connaîtra  sur-le-champ  si  la  nouvelle  équation  est 
résoluble  ou  non. 

Si  au  contraire  le  nombre  F  uc  se  trouve  point  dans  la  série  E,  E,, 
E,,...,  Eu-i,  alors  ce  sera  une  iuar(|ue  siirc  (|U('  récjuatiou 

n'est  point  résoluble;  car  si  l'on  formait  d'après  le  nombre  F  la  série  F, 
F,,  Fj,...,  analogue  à  la  série  E,  E,,  E2,...,  on  n'y  trouverait  point  de 
terme  égal  h  l'unité. 

Il  s'ensuit  aussi  de  ce  que  nous  venons  de  dire  (|ue.  lors(pi'()n  a  calculé 
la  série  E,  E,,  Ej....,  E^^-i  d'apri-s  une  valeur  de  î,  alors  on  peut  se  dis- 
penser de  chercher  d'autres  valeurs  de  £  (34^,  et  il  n'y  aura  (|u';i  voir  si 
dans  cette  série  il  y  ;i  d'autres  termes  égaux  ii  E,  et  former  ensuite  de 
nouvelles  séries  dont  ces  termes  soient  les  premiers,  couime  nous  venons 
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de  l'expliquer;  par  oxoinplc  si  Ep  =  E,  o  étant  <  a  —  i ,  on  iliininiicra 
tous  les  indites  de  o.  en  ajoutant  a  lorsque  les  restes  deviendront  néga- 
tifs, et  l'on  aura  les  nouvelles  séries  E,,  E.,  E,,...,  À,,  X^,  À,,...,  à  l'aide 
des(|uelles  on  trouvera  de  nouvelles  valeurs  de  R  et  S  :  c'est  ainsi  (|ue 
nous  en  avons  déjà  usé  dans  l'Exemple  V. 
Ayant  résolu  plus  haut  l'équation 

to  =  r-  —  43''$'. 

supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  résoudre  eiieore  l'equalion 

2  =:  ;•-  —  43'*'- 

Je  trouve,  en  examinant  les  valeurs  des  termes  E,  E,,  E., E,6.  trouvées 

ci-dessus,  que  £,„  =  2;  or.  comme  on  avait  /»  =  2  et  u.  =  i(),  la  nouvelle 
valeur  de  m  sera  (à  cause  de  0  =  2  et  /n'=  2;  16  -1-  2  —  10  =  iS.  d'«ui  je 
conclus  que  l'équation  dont  il  s'agit  est  résoluble    37  i. 

Je  diminuerai  donc  tous  les  indices  de  10,  en  y  ajoutant  16  lors(|u"il 

viendra  des  restes  négatifs,  et  j'aurai  les  valeurs  suivantes  de  À, ,  / ...  >  3 

jusqu'à  X,,  c'est-à-dire  X,„_,,  qui  sont  les  seules  dont  nous  ayons  hesoin 
pour  trouver  R  et  S, 

l,  =  i,  /,  =  «, 

X=  =  7,  /.  =  8, 

X3=2,  l,=  ii, 

1,^1,  d'où  /,  =  25, 

l,  =  5,  /.  =  142, 

X,=  3,  4  =  45i, 

X;=:l,  /:=593. 

Ainsi,  à  cause  de  jS  =  20,  on  trouvera 

R  =  3/:  +  /e=  i23ii,     S  =  /,  =  593; 

de  sorte  qu'on  aura  ici 

r=  12  311^4-255  583(1.,     i  =  i23i  i  4;  -f- 593£, 

les  valeurs  de  ç  et  'i>  étant  exprimées  comme  dans  l'Exen)ple  \  1. 
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De  inciiic.  si  j'avais  à  irsoiidii'  rr(|iiarHiii 

a  =  !•-—  3os', 

jf  venais  si  le  iioiiiliic  :^  se  Iroiivc  ilaiis  la  série  K,  l*.,,...  de  rKxeinpIe  IV; 
el  ((iiiiiiie  il  ne  s"v  ti'ouve  piiiiil.  j'en  (•(iiiehis  siir-le-(liam|)  (|irime  Iclle 
e(|iiali{Mi  n'est  |)i)iiit  résoliiMe  en  noniiifes  entiers. 

Kii  ell'cl,  si  l'on  l'ail  \l  =  2,  el  (|n"(in  ehei'clie  les  lernu's  snivanls  E,, 
E2,...   |iai-  la  nu'lli(i(le  i;enerale,  il  l'andra  d'alxird   trouver  un  nonihir 

£  <  v'3f>  l'i  >  yï^i»  —  2.  t'I  qi'i  ï'O'l  '''1  M"^'  ^"  "~  ^-i  ^'"'  'liv'S'I'l''  l>'"'  2; 
(l'on  l'on  voit  qu'on  ne  pout  preiulrt-  (|iie  3  =  4-  Soient  donc 


E  =2, 
E, 


7.     ?..< 


=  1,     £,  =  7-4  =  3, 


3o  —  c)        2  1    /  v3o  +  3  ri-} 

L:  = =  3,  /,  <  - — = =2,  £;  =  b  —  3   -  3, 

7  ^ 

„         3o  —  q  .      ,  i  3()  -I-  3  o       / 

E ^  =  7,  /.3  <  ^ ::=  > ,  £,  =  7-3  =  4, 

3o  — 16  ^        V  3o -h  4        ,  Q       /       / 

E,  =  ; =2,  X,  <  î =4,  £,  =  8  —  4=4, 

3o  —  16 


E^rr. 


Il  l'on  \oil  ijiM'  dans  la  série  E,  E,,...  il  n'y  a  aniiiii  lerme  ei^al  a  rmiité. 

\/>/t/icciliofi  à  /  cqiialion  zt  1  =  r'—  H.v-,  H  c/d/i/  ii/i  nombre  pusilif 
non  carre. 


iS.  (ioninie  I  est  ^ylJ,  cette  équation  sera  lonjonrs  dans  le  cas  de 
relie  dn  n"  '.\\,  en  i'aisaiit  E  =  1 . 

On  eoniniencera  diuic  pai' clierelier  un  nmiilire  entier  posilir  e  <  y/B 
el  >\/B  — I.  tel  i|iie  B  —  e.^  soit  divisilile  par  1  ;  d'où  l'on  voit  (jue  £  ne 
poiii'ra  être  que  li'  iiinnlii'i'  entier  (|ni  est   ininiediatenieni   moindre  (|iie 
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y/B,  ot  que  nous  avons  déjà  désigné  en  général  par/3  (M),  de  sorte  qu'on 
aura  nécessairement  s  =  jS. 

Connaissant  ainsi  s  et  E,  on  formera  les  séries  E,  E,,  Eo,...,  s,,  Ej.--- 
et  ).,,  Àj,..,  à  l'aide  des  formules  fx),  ().)  et  fp.),  et  l'on  poussera  ees 
séries  jus(|u*;i  ee  que  l'on  trouve  deux  termes  eonséeulifs  conime  E„, 
E^H-i,  identiques  avec  les  deux  premiers  E.  E,,  ee  (jui  arrivera  toujours 
nécessairement,  comme  nous  l'avons  démontré  en  général  dans  le  n"  35; 
alors  il  n'y  aura  plus  qu'à  chercher  les  valeurs  de  X  et  Y  par  les  formuh's 
du  n"  41,  et  comme  on  a  E  =  i  et  par  conséquent  E,„  =  E  f37j,  savoir 
m  =  o,  on  remarquera  que  la  série  A,,  Ao,  A3,...  sera  la  même  que  la 

série  À,,  Ào,  >3 ,  et  que  par  conséquent  la  série  L,  L,,  Lo,...  sera  aussi 

la  même  que  la  série  /,  /,,  l.,,...  du  n°  39;  de  sorte  qu'ayant  formé  celte 
dernière  série  par  les  formules  f^r,  on  aura  sur-le-champ 

Y  =  !3/„_, -f-/„_5,     Y  =  /„_,. 
Or,  puisque  m  =  o,  on  aura  f40) 

R  =  i,    S  =  o, 

et  de  là 

r  —l,     «  =  4;  ; 

donc  on  aura  en  général  (38) 

._!X  +  Yv/Br+(X-Yv/B/\ 

^_(X-l-Yv'B)"-(X-Yv/¥)°^ 

//  étant  un  nombre  entier  positif  tel,  que  nij.  soit  pair  ou  ini|(air,  suivant 
que  ré(|uation  sera  (37) 

i  —  r'—  ^s'     ou     —  I  =  /•'  —  BsK 

Donc  :  1"  si  l'équation  est 

I  =  r'-  Bi^ 

na  devra  être  pair;  donc,  si   rj.  est  pair,  on   pourra  prendre  |)our  n  un 
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iKimhrr  (|iiclcoi)(|ue  entier  positif;  si  u.  est  iiii|);iir.  il  ne  faudra  [)reiulre 
|)oiir  //  (|ii('  (les  ii(uni)n's  pairs:  ainsi,  loiilc  t'(|uali(Ui  de  la  forme 

i  =  r'-  Bs' 

est  toiijoui's  résoluble  eu  nombres  entiers. 
2"  Si  i'e(|uation  est 

-  I  -  r'-Bs\ 

il  faudra  que  n^x  soit  impair,  ce  qui  ne  saurait  être  ii  moins  que  |jl  ne  soit 
aussi  impair,  d'où  il  s'ensuit  que  si  l'indiee  ou  le  quantième  /jl  est  un 
uomltre  pair,  alors  ré(|uation 

n'est  jamais  résolulili'  l'ii  iionihri's  entieis;  au  contraire,  si  l'indiee  /jl  est 
im|)air,  alors  ré(|uation  peut  se  résoudre  par  les  formules  |)recedentes, 
en  ne  prenant  pour  n  (|ue  des  nombres  impairs. 

49.  J'avais  déjà  donné  ailleurs  (voyez  le  tome  IV  des  Recueils  de  t' Aca- 
démie de  Turin)  {' )  une  démonstration  de  cette  proposition,  que  toute 
eiiuatioii  de  la  forme 

B  étant  positif  non  carré,  est  toujours  résoluble  eu  nombres  entiers  d'une 
inlinité  de  manières,  et  j'y  avais  aussi  joint  une  mélbode  j^énérale  pour 
trouver  en  même  temps  toutes  les  solutions  dont  une  Icllc  iM|ualion  peut 
être  susce|)tible.  (lelle  (]ue  je  viens  de  donner  est  non-seulement  plus 
directe  et  plus  simple,  mais  elle  a  encore  l'avanlaiie  de  faire  voir  (|ue 
ré(piation  (biut  il  s'agit  est  toujours  résoluble  ([uel  (|ue  soit  H,  ce  (|ue  je 
n'avais  pu  démontrer  alors  (|ue  par  un  assez  long  circuit. 

Au  reste,  il  est  clair  (jue  les  séries  M.  E,,  Ej,...,  E^-  ,  et  /.,,  À^,  Àj 

/.„,  qui  résultent  de  la  su|)p(»siti()n  de  E  ^J,  serviront  pour  résoudre  ab- 

(*)  OEuvri-s  de  Lagrangc,  l.  1,  p.  671. 
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soluiiifiit  toutes  les  équiitinns  de  l;i  foiiuf 

quelle  que  soit  l;i  valeur  de  E,  pourvu  qu'elle  soit  <  vË,  parla  Reniar(|ue 
du  n°  47,  parce  que,  dans  ce  cas,  l'unité  s<'  trouve  uécessainnient  parmi 
les  ternies  de  la  période  E,  E,,  E^, 


J^  I^  .  —  Méthode  si'é/irrd/e  pour  reconiiditre  qiKiiid  iiit  notiibrc 
quelconque  donné  A  peut  être  un  diviseur  d  un  noudire  de  la 
forme  a"  —  B,  B  ("tant  aussi  donné,  et  pour  trouver  la  valeur 
de  a  dans  un  très-grand  nombre  de  cas. 

50.  Les  méthodes  (jue  nous  venons  de  d(uiner  dans  les  §§  II  et  III  de- 
mandent toujours  qu'on  trouve  un  nonilire  9.  moindre  que  —■,  et  tel  (pie 
«" — B  soit  divisible  par  A;  pour  y  parvenir,  nous  avons  proposé  d'es- 
sayer  successivement  pour  y  tous  les  nombres  naturels  moindres  (|ue  —, 

ce  qui  est  très-facile;  mais,  comme  cette  opération  serait  souvent  très- 
longue,  surtout  lorsqu'il  n'existe  point  de  pareil  nombre  a,  auquel  cas  il 

faudrait  essayer  successivement  tous  les  nombres  moindres  (|ue  —  •  |i(uir 

pouvoir  s'assurer  qu'aucun  d'eux  ne  puisse  être  pris  pour  x,  j'ai  cru  qu'il 
ne  serait  pas  inutile  de  donner  ici  (|uelques  règles  générales  pour  recon- 
naître à  priori  si  un  nombre  ((iielconque  donné  A  peut  être  un  diviseur  de 
5<-  — B;  nous  y  joindrons  d'ailleurs  une  uii'lliode  piuir  trouver  la  valeur 
de  V.  dans  un  très-grand  nombif  de  cas. 

51.  Il  est  d'abord  évident  (|ue,  si  A  n'est  pas  un  nombre  premier,  il 
faut  que  a^—  B  soit  divisible  |)ar  chacun  des  facteurs  premiers  de  .\  en 
parliculier.  Voyons  donc  à  quel  caractère  on  peut  connaître  si  un  nombre 
premier  donné  a  peut  être  un  diviseurd'un  nombre  de  cette  loriiie  a-—  B, 
B  étant  un  nombre  donné  positif  (Ui  négatif. 

II.  63 
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Si  a  osl  iiii  (liviscui  de  H,  il  est  visililc  (pTil  peut  l'olrc  aussi  dr  a'—  B. 
puisqu'il  ne  s'agit  (|U0  de  pieiidre  pour  ot.  un  nuilti|)le  de  a.  De  plus,  si  a 
est  égal  à  2  et  (jue  \\  soil  in)|)air,  il  est  clair  aussi  (]ne  or-—  B  |ieMt  tou- 
jours être  divisible  par  a.  car  il  n'y  aura  (pi'ii  prendre  pour  c.  un  nonihre 
(|ueleon(|ue  impair. 

Ainsi,  la  (lillicnlte  se  réduit  an  cas  (lii  a  est  un  nonilti'e  picniier  ([iii  ne 
soil  pas  lin  diviseur  de  15  et  <pii  soit  en  niènii'  temps  dill'érenl  de  2. 

Or  je  dis  (|ue,  dans  ce  cas,  a'-—  B  ne  |)ent  être  divisilile  par  a  à  moins 

i|iie  B  ^   —  1  ne  le  soit  aussi. 

Pool-  démontrer  ce  ihéori'me,  je  fais —  m,  et  je  mniliplie  y-—  B 

par  la  (juantité  suivante 

aJ("-0  _,_  a:J(".-2)  B  -f-  a'("'-')  B"  + .  .  .  +  B'"-  ', 

(]ne  je  HDMinierai  P;  j'aurai 

(  a'  -  B  )  P  =  a""  -  B'"  =  a—'  -  B"'  =  a"-  —  i  —  (  B"  -  1) . 

Or,  puisque  B  (par  hypollièse)  n'est  pas  divisible  par  a,  il  est  clair  (pie, 
pour  que  «° —  B  soit  divisible  par  a,  a.  ne  doit  |)as  l'être;  de  plus,  a  est 
un  nombre  pi'emiei'  |tar  bypotbiîsej,  donc,  par'  le  tbéori'ine  connu  de 
Fermât  {voyez  la  page  iG3  de  ses  OEiurcs  malhcrnatiques),  que  M.  Euler  a 
(Jémonlré  dans  les  Commentaires  c/e  l'ètersbourg,  le  nombre  sr"^'  —  i  sera 
toujours  divisible  par  a;  donc,  si  a^—  B  est  divisible  par  (i,  il  faudra  né- 

a  —  I 

r-essairemeni  (pie  B"'~i  on  bien  H    '    —  i  le  soil  aussi. 

Il  en  sera  de  nicnii'  si  //- —  B/^  doit  être  divisible  par  a,  en  supposant  u 
et  /  premiers  a  a\  car,  mettant  Bi"  à  la  place  de   ii,  on  aura  d'abord 

B  ■*   <"  '—  I   divisible  par  a,  mais  /"  '— i  est  toujours  divisible  par  d, 

donc  il  faudra  (pie  B  '^    —  1   le  s(iil  aussi. 

Il  — I 
52.   Je  dis  maintenant  (pu',  si  fl  est  t(d  (pie  B  ■*   — i  soil  divisible  para, 
lin  |)ouira  louj(nirs  trouver  un  nombre  «  tel  (|tie  «'■'—  B  soil  aussi  divi- 
-iblc  par  <i . 
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En  eiïel,  l'équalidii 

(tic'—B)ï>^a'>—  I  —  (B""-  i) 

(lu  miiiicro  précédciil  Ijiit  vuir(iue,  si  B'"—  i  csl  di visible  \r.\ra,  i«^  — Bj  P 
le  sera  aussi,  à  eause  (jue  «"~'  — i  est  toujours  divisible  par  a;  done, 
puisque  «  est  un  nombre  premier,  il  t'aul  <|ue  l'un  ou  l'autre  des  deux 
faeteurs  «^  —  B  et  P  soit  divisible  ()ar  a:  par  conséfiuent ,  si  l'on  peut 
trouver  une  valeur  de  y  telle  (|ue  P  ne  soit  pas  divisible  par  a,  cette  va- 
leur rendra  néeessairenienl  a-—  B  divisible  par  ee  même  nombre  a. 

Or,  en  mettant à  la  niaee  de  m,  on  a 

2        .       ■ 

«  —  3 

qu'on  substitue  suecessivenu-nt  dans  eelie  quantité  les  nombres  i ,  2,  3 

jusqu'à  a  —  2  à  la  plaee  de  «,  et  qu'on  désigne  les  valeurs  correspon- 
dantes de  P  par  P,,  Pj,  P3 il  est  laeile  de  voir  par  la  lliéorie  des  dif- 
férences que  l'on  aura 

p,_(«_3)P,+  (^l^^LZll)p,_...  +  p_^,.,.3.4...(«_3). 

Donc,  si  tous  les  nombres  P, ,  P.,,  P, ,...  jus([u'à  P„^.j  inclusivement 
étaient  divisibles  par  a,  il  faudrait  que  le  nombre  i .  2.3. . . 'a  —  3  j  le  fût 
aussi;  ce  qui  ne  pouvant  être,  à  cause  (|ue  a  est  un  nombre  premier,  il  ■ 

s'ensuit  qu'il  y  aura  nécessairement  quehiu'un  des  nombres  P,,  P.^,  P; 

qui  ne  sera  pas  divisible  par  a;  par  eonsé(|ii('iil,  il  y  aura  loujours  néces- 
sairement au  moins  un  nombre  moindre  (|ue  a  —  i .  ItMiiicl  étant  pris 
pour  c.  rendra  P  non  divisible  par  </:  donc  ce  nombre  sera  lel  (|ue  y-~  B 
sera  divisible  par  a. 

Ces  deux  théorèmes  sont  dus  à  M.  Euler  ii^oycz  les  lomcs  I  et  VI  des 
Nouveaux  Commentaires  de  Pétershourg),  mais  il  ne  parait  pas  (pie  ce 
grand  Géomètre  ait  jamais  pensé  à  l'usage  dont  ils  peuvent  être  dans  la 
résolution  des  équations  de  la  forme  A  =  m^  — B/'-  {voyez  le  tome  IX  des 
mêmes  Commentaires  . 

(■>3. 
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53.  Nommons  ;  cotlo  viilciir  de  c<;  il  est  clair  que.  si  ç>  ^,  a  —  B 
serii  <  -  ;t  t'aiisc  de  :<«;  ainsi  l'on  Inuivcra  tonjoni's  une  aiiti'c  valcnr 
(le  7  moindre  t|nt'  '  ■  Kn  i^cncral,  (lucl  ([ne  soil  2.  il  n'y  aiiia  i|n';i  picndrc 

«=  art±£  '10),  et  l'on  pouna  lonjoni's  déterminci'  le  nonilire  iiidéler- 

■    •  11-  ■  ■     I  <t 

mine  a  el  le  siirne  de  :,  en  sorle  (lue  a  soil  moindre  (lue  -• 

.  r-  -  1  '2 

Ainsi,  dès  ijn'on  anra  icconini  (iiie  \\  '  i  esl  divisible  par  tt,  on 
sera  sur  qu'il  existe  toujours  un  nombre  a  <]  -  tid  cpie  y-  —  H  soit  divi- 
sible |)ar  n;  de  sorte  i|iie.  |)(iiir'  tionvei'  ce  nombre,  il  n'y  anra  (|u'à 
essaytM'  su(N'essivement  tous  les  nondu'cs  natuicis  moindres  (|ne  -• 

54.  Si  a  est  de  la  forme  f\ri  -+-  î,  alors  eonime  H  '  —  i  esl  divisible 
|)ar  (I.  R-"''  —  I  le  sera  :  donc  1J^'"+'  —  B  le  sera  aussi;  donc,  si  l'on  l'ait 

on   trouvera    |iai'  la   t'ormule  v.^=  ij.a  ±ç  une  valcui'  de  c/.  <   -  l(dl(!  (|ue 

c/.' — B  soit  divisible  [lar;/;  ainsi  l'on  [leiit  lonjouis  dans  ce  cas  trouver 
la  valeur  de  a;  il  n'en  esl  pas  de  même  lorscpie  a  est  de  la  forme  de 
\n-^\,  à  moins  (|ue  l'on  ne  trouve  par  hasard  une  puissance  impaire 
de  B  couune  B-'^*'  telle  que  B-'^*'  —  i  soil  divisible  |iar  a,  ainjuel  cas  on 
pourra  faire  ;  =^  B'"^'. 

55.  Supposons  maintenant  que  l'on  ail  trouvé  un  nombre  S  tel  que 
£^  —  B  soil  divisible  par  a  nous  supposons  toujours  que  a  esl  dillorenl 
di'  2  el  (|u'il  n'est  pas  un  diviseur  de  By,  je  dis  <|u'on  pourra  toujours 
trouver  un  noudin-  :,  tel  (|ue  i'\  —  B  soil  divisible  par  «'-. 

(!ai",  soil 

?.  =  ^  +  la, 
on  aura 

?;  —  B=  ÀV<'-t-  j.lal  -t-  ^2—  B; 
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or,  ^^  — B  étant  divisible  \r,\v  a,  on  a  :-  — B=- wa;  donc 

d'où  l'on  voit  que  cette  quantité  sera  divisible  |iar«*,  si  y.}.^-h7s  est  un 
multiple  de  a,  c'est-à-dire  si  2),H  +  t7  =  aa;  ainsi  il  ne  s'agira  (|ne  de 
déterminer  X  et  p.,  en  sorte  qu'ils  satisfassent  à  cette  équation 

lj.a—  2  }.l  =  ro, 

ce  qui,  à  cause  de  a  et  2ç  premiers  entre  eux,  est  toujours  possible  par 
la  méthode  du  n°  8. 

On  pourra  trouver  de  même,  à  l'aide  du  nombre  ç,,  un  autre  nombre  B., 
tel  que  ?2  — B  soit  divisible  par  a';  car,  soit  S,l  —  B=^zs,a^,  et  (|u'on 
tasse 

on  aura 

de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  déterminer  ).,  en  sorte  que  l'on  ait 

2  >.|  ^1  -t-  îîji  =  y.i  a; 
c'est-à-dire  qu'on  n'aura  qu'à  résoudre  l'équation 

[j-i  a  —  aX,  Çi  =  cvi, 

laquelle,  à  cause  de  a  et  2^,  premiers  entre  eux,  est  susceptible  de  la 
même  méthode  du  n"  8. 

Donc,  en  général,  on  pourra  toujours  li'ouvcr  un  nombre  z  Ici  (|ue 
?■-  —  B  soit  divisible  par  a";  et  faisant  ensuite 

X  =  ij.a"±  Ç, 

on  aura  aussi  x-  —  B  divisible  par  a";  de  sorte  (pi'tm  pourra  toujours 

prendre  a;  moindre  (jue  — • 

56.  Si  a  n'est  pas  premier  à  B,  c'est-à-dire  si  H  est  divisible  par  a  ou 
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fil  gi'iicral  |iiii-  une  |)uissiiiHc  (|iiclc()ii(|ii('  de  a,  {\\u'  jf  dciiotciai  \y,\v  a' , 
il  csl  clair  (|ii(',  tant  (|iit'  n  ne  si-ia  pas  plus  grand  (|iic  r,  ;-  —  B  sera  divi- 
sihic  \y.n-  a"  en  prenant  ^  tel  que  2'-  soit  divisible  |)ar  a". 

Mais,  li)i'S(|ue  r  sei'a  <  «,  il  Caiidra  distini^ner  deux  eas.  l'un  oii  /■  est 
un  iioiiiltre  pair  et  l'autre  où  /est  impair. 

i"  Soit  /■  =  2f,  et  puis(|ue  B  est  divisihie  par  (r\  il  faudra  (jne  2-  le 
soit  aussi,  et  par  eonst'{|uent  ([ue  ç  soit  divisihie  para';  faisant  donc 

l^^L     et     B-a"B,, 
ou  aura 

r— B=..rt"(Hî-B,), 

expiessiou  (|ui  devant  être  divisilde  |)ar  a",  il  faudra  (|ue  =7  — B,  soit 
divisilile  par  rt"~-\  de  sorte  (pie,  eoniiue  B,  n'est  pas  divisible  para,  la 
ipiestion  sera  réduite  au  eas  du  lunnéro  préeédenl. 

■}:'  Soit  r  =  2.V  —  I ,  et  il  faudra  de  uiéuie  que  H"  soit  divisilde  par  a'*"', 
le  qui  lie  peut  être  à  moins  (|ue  'i  ne  soit  divisilde  par  (t^:  donc,  faisant 

i~a'L     et     B  =  a^-'B,, 
on  aura 

H'- B  =  «■■"-' (a  51  — B,); 

de  sorte  (|iie,  [>our  (iiie  celle  (|iiaiilile  soit  divisible  par  a",  il  faiidia  (|ue 
a^]  —  R,  le  soit  para""'":  par  (■(Hise(|ueiit  d  z\  —  B,  devra  être  d'abord 
divisihie  |)ar  a,  ce  qui  est  impossible  à  cause  (|ue  le  ternie  a|';  est  divi- 
sible par  a,  et  (|ue  l'autre  ternie  B,  ne  l'est  pas.  Donc  il  sera  impossible 
dans  ce  cas  de  trouver  un  nombre  ;  lid  (|ue  :- —  H  soit  divisible  para". 

57.  Il  reste  encore  a  examiner  le  cas  où  a  serait  ei;al  a  2.  Or,  soit 
d'abord  jt  impair,  il  est  clair  (|iie  'i  devra  elre  impair  aussi  ;  ainsi  l'on  fera 


ce  qui  donnera 


?»— B  =  4^(2-+-i)-Hi-  B, 
quantité  ipii  doil  elre  divisible  par  "j." . 
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Pour  cela  on  remiU'qufra  que,  comme  s  f  s  -h  i)  esl  toujours  nécessai- 
rement un  nombre  paii',  soit  que  :  soit  pair  ou  impair,  le  ternie  4s(s  -f- 1  j 
sera  toujours  (livisil)le  par  8,  c'est-à-dire  par  2^;  d'où  il  s'ensuit  que, 
tant  que  n  ne  surpassera  pas  3.  il  faudra  (|oe  1  —  B  soit  aussi  divisible 
para",  et  que  lorsque  n  surpassera  3,  il  faudra  que  i  —  B  soit  d'abord 
divisible  par  2';  sans  cela  il  sera  impossible  de  trouver  un  nombre  H  qui 
satisfasse  à  la  question. 

Soient  maintenant  n>3  et  i  — B  divisible  par  2'",  /-étant  aussi  >  3;  il 
est  clair  que,  si  m'est  pas  <C«,  il  suffira  de  prendre  pour;  un  nombre 
de  cette  forme  2""-  Ç,  ^  étant  un  nombre  quelconque.     . 

Si  /•■<«.  il  faudra  d'abord  que  !\z' z  -\-  ij  soit  divisible  par  •/ ,  c'est-à- 
dire  que  z{z  +  ï)  le  soit  par  2'""-;  donc 

z  =^  a"^-  Ç     ou     =  3/~-  Ç  —  I  ; 

donc,  faisant  1  —  B  =  2''j'5,  il  faudra  (jue  i!^  ['1  (  •2''^'^ '^  ±  ij  h-|3J  soit  divi- 
sible par  2",  c'est-à-dire  que  Ç  ^2'^"-  'Ç.±i)-\-  [-j  soit  divisible  i)ar  2"^''. 

Donc,  si  n  —  r  n'est  pas  >/•—  2,  c'est-à-dire  si/î  n'est  pas  >  2  fr  — ij, 
il  suffira  que  ?  ±  p  soit  divisible  par  2""'';  par  conséquent 

ù  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Si  n  —  ry-r—  2,  c'est-à-dire  si  /î>2'r— i;,  il  faudra  d'abord  (|ue 
Ç±,6  soit  divisible  par  2'^"-,  et  par  conséquent  que 

;  =  2-^pqr{3, 

ce  qui,  étant  substitué  dans  l'expression 

donnera 

ce  qui  devant  être  divisible  par  2"-^  il  faudra  que  f  2'"-='p  qr  j3)- ±  p, 
c'est-à-dire  ■i^'-'-'^f-  q:  2''-'p/5  +  /3-  ±  0  soit  divisible  par  3"-»<^-". 

Donc,  si  n  —  9.(r—i)  n'est  pas    >r— 1,  c'est-à-dire  si  n  n'est  pas 
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;>3(r_  ,  .  il  siillini  (|iu'  p±fi-  soil  (livisil)li'  |);ir  2"--''-",  c'esl-à-dirc 
iiiic  l'on  ail 

Si ,(  _  2  ir  — I  :  >/■—  I ,  savoirs!  n>  3(r—  (j,  alors  il  lamlia  d'ahoid 
(|iu'  p  i  /3'^  soit  (livisil)U'  |)ar  2'^"',  ce  (|iii  (loiiiici'a 

rrisiiii.'  il  laiidra  que  y.'"^ p-  qz  p/3  ±  ot,  c'ost-à-dire 

■}>'-'  ro'  q=  2='-'  P'  ro  =p  2'  ■'  Pro  -f-  2'  '  (3'  -t-  (5'  ±  ro , 

soit  divisible  par  2"""^"'  ;  doue,.... 

l'jiliii,  si  B  était  un  nonihie  |)air,  coninie  a  =  2,  on  aurait  le  eas  du 
n"  51  ;  ainsi,  faisant  B  =  2''  B, ,  si  r  n'est  paS  <  «.  il  sullira  de  piendre  £ 
Ici  (|iic  £'-  soit  divisible  par  2";  si  /•<Ai  el  impair,  il  n'v  aura  aueun 

nombre  (]ui  puisse  être  pris  pour  ?;  et  si  /•<  n  et  pair,  ou  fera  ^  =  2'^,, 
et  la  question  se  réduira  à  déterminera,  en  sorte  que  ?,— B,  soit  divi- 
sible par  ■?."  '.  B,  étant  maintenant  un  nombre  impair;  de  sorte  (juc  ce 
cas  icnlic  dans  celui  (|ue  nous  vi'uous  d'examiner  plus  liant. 

5S.  Maintenant,  soient  /  et  ^' deux  nombres  (|uelcon(iues  premiers 
entre  eux,  et  supposims  que  |^  —  B  soit  divisible  par/ et  que  i/'- —  B  le 
soit  |iai'  ff.  Qu'on  prenne 

cl  il  est  <  lair  que  x'^  —  B  sera  divisii)le  à  la  fois  par/et  |)ar  g,  et  par  eou- 
se(|uent  par/^^  à  cause  que/ et  g  sont  premiers  entre  eux.  Ainsi  il  ne 
.s'agira  que  de  déterminer  a  et  v,  en  sorte  (|ue  l'on  ail 

[j.f±l=^vgdz'\,,     c'esl-à-dire     ijf—vg—±<]'±'E, 

les  signes  de  i/  et  de  ç  étant  a  volonté:  ce  <|ui,  à  cause  de /et  g  premiers 
entre  eux,  se  fera  aisément  par  la  métbode  du  n"  S. 

Donc,  lorsqu'on  aura  Irtnivé  des  nomltres  S.  S,,  2o. ...  tels  (|m'  :^  —  B. 
^jf  —  B,  ç^  — B,...  soient  divisibles  respectivement  par  ^/".  //',  i-'' a. 
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b,  c,...  (■tant  premiers  entre  eux,  on  pouira  Inmver  un  n()ml)re  ;r  tel 
que  J7^  —  B  soit  divisible  \yM' a" h''c'' \insi,  laisanl 

k  —  a"bi'0...     01    01  =  p.k±x, 

on  aura  c/-  —  B  divisible  par  A,  et  l'on  pourra  déterminer  y.  en  sorte  qu'il 

A 

soit  <  — • 

2 

59.  De  là,  et  de  ee  que  nous  avons  démontre  plus  haut,  je  tiif  les 
eonclusions  suivantes. 

Pour  savoir  s'il  est  possible  de  trouver  un  noud)re  «  tid  (|ue  c/r  —  B 
soit  divisible  par  A  (A  et  B  étant  donnésj.  on  résoudra  le  nombre  A  en 
ses  t'aeteurs  premiers,  et  sup|)osant  que  a  soit  un  (jueleonque  de  ees  t'ae- 
teurs,  lequel  soit  élevé  à  la  puissanee  //,  on  distinguera  trois  cas  suivant    ' 
que  II  sera  égal  à  2  ou  diil'éreut  de  2  et  jwemier  a  B  ou  non. 

i"  Lors(|ue  a  est  différent  de  2  et  premier  à  B,  il  faudra  (|ue  B  '  —  1 
soit  divisible  para,  c'est-à-dire  que  le  reste  de  la  division  de  B,  élevé  à  la 

puissance  '^—^,  soit  l'unité.  Si  celte  ((uulition  n'a  point  lieu  par  rap- 
port à  chacun  des  facteurs  a  dont  nous  parlons,  il  sera  impossible  que 
!Z^  — B  soit  divisible  par  A.  (|uel  <|ue  soit  2^;  par  conséquent,  on  sera 
d'al)ord  assuré  que  l'éfiualion 

n'admet  al)Solument  aucune  solution  rationnelle. 

2>'  Lorsque  a  sera  égal  à  2,  lui  (ju'il  sera  un  diviseur  de  B,  on  verra, 
par  les  règles  données  dans  les  n"-  56  cl  57,  si  Wm  peut  trouver  un  nom- 
bre I  tel  que  |- —  B  soit  divisible  par  o"\  si  cela  ne  se  |)eut  pas.  on  eu 
conclura  pareillement  qu'il  n'y  aura  aucun  nombre  a  tel  qui-  a-  -  M 
soit  divisible  par  A.  et  (ju'ainsi  re(|ualion 

ne  sera  susceptible  d'aucune  scduliiui  lalHUUieili'. 

11.  64 
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Siipposniis  maintciiiiiit  (|iii'  l'on  ait  reconnu  (|nc  cliacun  dos  diviseurs 
premiers  a  du  nombre  A  a  les  conditions  prescrites;  alors  on  sera  assuré 

de  pouvoir  trouver  un  nombre  y  moindre  (juc  —  »  et  (]ui  soit  tel  que 

y-  —  H  soit  divisible  par  A. 

De  plus,  i()rs(iue,  parmi  les  facteurs  prcuiicrs  de  A  (pii  ne  sont  |)as 
communs  à  H,  il  ne  s'en  trouve  aucun  de  la  l'orme  de  f\m  +  i ,  on  pourra 
loujonis  trouver  le  nombre  y.  dont  il  s'agit,  sans  tâtonnement,  par  les 
méthodes  (|iie  nous  avons  données  plus  haut  f  n'"  5i  et  suiv.  ).  l']t  (iiiaud, 
parmi  les  facteurs  <lont  nous  parlons,  il  s'en  trouvera  un  on  plusieurs  de 
la  fornu-  de  \m  -f-  i,  alors  il  suffira  de  chercber,  en  tâtonnant,  par  rap- 
port à  chacun  d'eux,  un  nombre  ^  moiudic  iiue  la  moitié  du  facteur 
donné,  et  tel  (|uc  ;- —  B  soit  divisible  par  ce,  même  facteui'.  A|)ri"s  (juoi 
on  pourra  trouver  le  nombre  a  par  les  méthodes  données  fn"'  55  et  suiv.). 
Ou  |M)uira  même  souvent  s'exempter  du  tàlouiiement,  lors(|u'on  aura 
trouve  une  |»uissance  impaire  de  li,  (jui.  étant  divisée  par  le  facteur  dont 
il  s'agit,  (loiniera  l'unité  de  reste  (54). 

60.  Soient,  par  exemple,  A  — 5i  et  B  ==  7,  coujuie  dans  le  n"  20;  puis- 
H — I  17—1 

ijue  H  =  ^5.17,  il  faudra  voir  si  7  '  —  i  est  divisible  par 'i,  et  si  7  '  — i 
est  divisible  par  17,  c'est-à-dire  si  7  —  1  est  divisible  par  3  et  7*—  i  par  [7; 
or  7  —  1  =  G,  et  par  conséquent  divisible  par  3,  et  7"  —  i  =  5  764  800, 
qui  n'est  pas  divisible  par  17,  parce  qu'il  donne  iT)  de  reste;  donc  il 
n'existe  |)oint  de  ncmibre  a  tel  que  !Z-  —  7  soit  divisible  par  5i . 

Si,  A  étant   toujours  égal  ii    m,  H  était  égal  à   -  7,  il  l'aiidi'ail  voir  si 

3  —  1  rj-j 

(  —  "])  '  —  I  est  divisible  |)ar  3,  et  si  f  —  7;  ^  —  1  l'est  par  i  7,  c'est-à- 
dire  si  —7  —  1  est  divisible  par  3  et  si  7'—  i  est  divisible  |)ar  17;  et 
comme  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  divisions  n'est  possible,  c'est  une  marque 
(|u'il  n'existe  pas  non  plus  de  noud)re  y  tel  que  x'- -*- 7  soit  divisible 
par  Ji . 

(il.    Il  es!  bon  de  remarquer  (|uc,  ptuir  savoir  si  7"—  1  est  divisibb' 
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par  17,  on  aurait  pu  se  dispciiscr  de  cliciclicr  la  puissance  liiiilitMiic  de  7. 
d'en  retrancher  l'unité  et  de  diviser  le  reste  par  17,  comme  nous  avons 
fait,  ce  qui  exige  des  opérations  assez  longues  et  pénibles;  car,  ((uimic 
tout  se  réduit  à  voir  si  la  puissance  huitième  de  7  étant  divisée  par  17 
donne  i  de  reste,  il  n'y  aura  cpi'à  considérer  d'abord  le  carré  de  7  cpii 
est  49.  et  qui,  étant  divisé  par  17,  donne  le  reste  1')  ou  bien  —  2  com- 
plément de  i5  à  1  7,  pour  avoir  un  reste  plus  petit  :  donc  le  carré  de  49. 
c'est-à-dire  la  (|uatriènu'  puissance  de  7,  étant  divisée  par  le  même  nom- 
bre 17,  donnera  pour  reste  le  carré  de  —2,  c'est-à-dire  4;  et  entin  le 
carré  de  cette  dernière  puissance,  c'est-à-dire  la  puissance  huitième  de  7, 
donnera  pour  reste  le  carré  de  4.  c'est-à-dire  i();  d'oti  l'on  voit  que 
7*  —  I  n'est  pas  divisible  par  17,  le  reste  de  cette  division  étant  11. 
comme  on  l'a  trouvé  plus  haut. 

Cette  opération  est  fondée,  comme  on  voit,  sur  ce  principe  (|ue.  si  a'" 
étant  divisé  par  b  donne  le  reste  r,  a""'  étant  divisé  aussi  par  b  (humera 
le  reste  r"  (j'entends  par  reste  en  général  tout  nombre  qui.  étant  retran- 
ché du  dividende,  rend  la  division  possible,  d'où  l'on  voit  <|ue  le  reste 
peut  être  augmenté  ou  diminué  à  volonté  d'un  multiple  quelconque  du 
diviseur;.  En  effet,  puisque 


[1.  étant  le  quotient  de  la  division  de  */'"  |)ar  h,  011  aura 

a"'"  =r  (  f/,  /*  -(-  r)"  —  'jl>  +  r", 

à  cause  (|ue  tons  les  ternies  de  1  jj.b -h  r  "  sont  divisibles  pai-  b  à  l'excep- 
tion du  dernier  /". 

En  général,  soient  /■  le  icsle  de  la  division  de  /  par  b,  et  \  le  reste  de 
la  division  de  g  par  b,  rs  sera  celui  di'  la  divisi(Ui  de  /,;'  par  /*:  car 

f  =  u  /)  -)-  /•,     g  =  V  /)  -I-  i  : 
donc 

fg=^  'j.vl>'  -t-  ysh  -h  'ji-b  -t-  rs  —  /,/>  -+-  rs. 

«4. 
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62.  Soifiit  fiiiiirc  A  =  lot)  et  6  =  7;  coniiiu'  locj  i-sl  un  iKimlifc  pre- 
mier, il  liuidra  voir  si  7^'  étant  divisé  par  109  dunne  le  reste  i . 

Pour  eela  je  décompose  l'exposant  ">^  en  ses  iaeteurs  premiers  (|ui 
sont  i.  3,  ^,  2,  el  je  commenee  par  prendre  le  lulie  de  7  tpii  est  343  el 
(|ui,  étant  divise  par  lor),  donne  le  reste  iG;  je  j)ren(ls  ensuite  le  eube  de 
ee  reste  qui  est  4  "O^J.  1*1  qui  donnera  63  ou  bien  -  '|()  de  reste;  je  prends 
derechef  le  eube  de  —  4^  qui  est  —97336,  et  j'aurai  pour  reste  —  loH 
ou  bien  i;  enfin  je  j)rends  le  earré  de  ee  dernier  reste,  et  j'ai  encore  i, 
qui  sera  par  conséquent  le  reste  de  la  division  de  7''  par  109.  de  sorte 
que  7*'  —  I  sera  nécessairement  divisible  par  109. 

Au  reste,  quoique  109  soil  un  nombre  premier  de  la  forme  j/*  +  1,  et 
que  par  conséquent  ou  ne  puisse  pas  faire  usage  directement  de  la  mé- 
lliodf  du  n"  51 ,  pour  trouver  un  nomi)i-e  z  tel  que  ;-  —  1 7  soil  divisible 
par  109;  cependant,  comme  on  a  trouvé  (|ue  le  reste  de  la  division  de  7" 
par  109  est  (.  on  pouria  faire  2  =  7'*.  ou  bien  :  égal  au  reste  de  la  divi- 
sion de  7'  '  par  109. 

Pour  trouver  ce  reste,  je  me  rappelle  que  7^  donne  16  de  reste  et  que 
7"  donne  —  46  de  reste;  d'où  il  s'ensuit  (|ue  7'-  donnera  un  reste  égal 
à  —  16  X  46=  —  736;  or,  le  reste  di'  la  division  de  — 736  par  109  esl 
—  Sa  ou  bien  27;  de  sorte  (|ue  27  sera  aussi  le  reste  de  la  division  de  j*^ 
par  109;  or,  7'^  étant  égal  à  49-  '"i  multipliera  encore  27  par  '(9,  et  le 
produit  I  (23.  DU  |»lutot  le  ri'Sie  i  >  île  la  division  de  1  32  5  par  109,  sei"i 
aussi  le  reste  de  la  division  de  7'*  par  le  même  nombre  109;  ainsi  l'on 
aura  2  =  r5,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le 
II"  20. 

On  voit  par  la  cpie,  lorsipi'il  s'ajjira  de  clierclii'r  le  reste  de  lu  division 

de  B  ■"  par  le  nombre  premier  a,  il  .sera  toujours  plus  utile  de  commen- 
cer par  cliercber  les  restes  des  pui.ssances  impaires  de  B.  dont  les  expo- 
sants sont  des  diviseurs  de     ,  parce  (pie,  si  l'on  en  trouve  une  cpii 

dmiiie  1  de  reste,  on  pourra  ensuite  par  son  moveii  trouver  le  nombre  1. 
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^  \  .  —  Manière  de  trouver  tontes  les  solutions  possihles  en  nom- 
bres entiers  des  équations  du  seeond  degré  a  deux  inconnues. 

63.  Nous  avons  donné  dans  le  §  III  la  nietiiodt-  de  Iniuvt-r  toutes  les 
solutions  possibles  en  nombres  entiers,  dont  une  et|uatiun  quelcomiue 
de  la  forme 

A  =  «=  -  B  r 

peut  être  susceptible;  mais,  lorsqu'il  s'agit  de  résoudre  en  nombres  en- 
tiers une  équation  quelconque  du  second  degré  à  deux  inconnues,  telle 
que  celle  du  n"  1 .  il  ne  suffit  pas  que.  dans  la  réduite  A  =  «-—  B/-.  «  et  / 
soient  des  nombres  entiers;  il  faut  de  plus  que  ces  deux  nombres  soient 

tels  que  i«— /soit  divisible  parB.  et  (|ue  rc  /  —  o ^ — =^  le 

soit  par  ly.  les  signes  ambigus  de  w  et  ?  étant  à  volonté    2;. 

Or.  lorsque  B  est  un  nombre  négatif,  nous  avons  vu  27  (|ue  le 
nombre  des  solutions  de  l'équation 

A  =^  «=  —  B^ 

est  toujours  limité;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  essayer  successivement 
toutes  les  valeurs  de  u  et  de  /  qu'on  aura  trouvées,  et  l'on  verra  s'il  y  en 
A  quelques-unes  qui  satisfassent  aux  conditiniis  dont  il  s'agit;  si  aucune 
n'y  satisfait,  on  en  pourra  conclure  cpic  reipiatidn  proposée  n'.'st  poitil 
résoluble  en  nond)res  entiers. 

Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  B  .si  un  nombre  positif;  car  dans  ce 
cas  nous  avons  vu  44  que  le  nombre  des  solutions  possibles  est  toujours 
on  nul  ou  infini.  Il  est  vrai  ipie.  quand  l'équation 

„:_  Brv=  A 

est  résoluble,  on  peut  trouver  par  nos  métbodo  tics  formules  générales 
qui  renferment  absolument  toutes  les  solutions  possibles;  ainsi  la  «pies- 
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limi  se  icdiiil  ;i  tidiivcr-,  |Kiiini  (■elle  iiiliiiilc  de  valeurs  de  //  cl  /.  huiles 
celles  (jui  peuvent  satisl'aiic  aux  conditions  prescrites;  c'est  l'ohjel  des 
lecliei'ches  suivantes. 

()4.   Je  i('iuar(|ue  d'alioid  (|ue  iuu  a  en  i;eueral 

0^  étant  un  lacteur  (|uel(  tim|ue  de  A  (22j,  et  les  nombres  p  et  y  étant  de 
ces  lornies  (44; 

j)  —  tic.  -h  Hbiifi,     q  =  w]/  -i-  hl, 

où  (/  el  A  sont  des  n()rnl)res  entiers  donnés,  et  2  v\ 'l  sont  exprimés  pat- 

_  (XH-YvBj"-4-(X-Yx/B)"^ 

j, ^  (X  +  Yv/Bj"-_^X-Yv/B)" 

X  et  Y  étant  aussi  donnés,  et  n  pouvant  élre  un  nomi)ie  (|uelconque  en- 
tier positil',  pair  ou  impair,  ou  seulement  pair,  ou  seulement  impair;  de 
sorte  que  toute  la  dilliculte  consiste  à  trouver  la  valeui'  (|u'il  l'ant  donner 
à  l'exposant  n  |ionr  (|ue  les  deux  nombres 

f±(,p       ^(f±ipp,-B(à±pq) 
B       '  2aB 

soirni  entiers. 

Je  reiiiai(|iie,  en  second  lieu,  (|ne  lorsipic  le  i|iKiiitH'iiir  u.  se  ti((U\e 
pair,  l'exposant  //  peut  toujours  être  un  iiouiliri'  (|uel(diit|ue  entier  posi- 
tif 37j,  et  que  dans  ce  cas  on  a  (41 

\  -BY'      I. 

.Mai>,  M  le  (|iKiiilienie  a  est  impair,  alors  l'exposant  /(  ne  pourra  être 
que  p:iii'  ou  impair,  el  l'on  aura    numéros  citésy 

X=-BV'=-i. 

Supposons  que  l'exposant  /(  doive  eli'e  loiijmirs  impair,  ou  aura  d<tiH' 
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n  =  2/i'-t-  i;  donc,  en  sup|)()s;uit 

j  _(X  +  Ys/Br'  +  (X-Yi/Br' 
V  —  ~ » 

2 

^  (X-hY^B)'"'-(X-Yv/BJ^"' 
'  ~  2  v^  B 

on  aui'H 

?=rXt  +  BYij/„       lj;  =  X4/,-h  Y^„ 

et.  par  conséqnent, 

/;=:(aX-^B6Y)^,  -t-B(aV  +  6X)+,, 
ç  =  (aX  +  B6Y)4>,-t-(aY  +  6X)L, 

expressions  qui  sont  de  la  même  t'oinie  que  les  préeédentes,  mais  dans 
les(|uelles  l'exposant  de  X  ±  Y  v  B  sera  toujours  pair. 

Or,  le  cas  où  eet  exposant  est  toujours  un  nombre  pair  se  ramène  aisé- 
ment au  eas  où  il  peut  être  un  nombre  quelconque  pair  ou  impair:  en 
ell'et,  puisqu'on  a 

X  ±  Y  V  B  j'  =  X  -f-  BY^  ±  2XY  V  B . 

il  est  clair  que  si  l'on  t'ait 

X,  =  X=-^BY\     Y,=  ?\V, 
on  aura  en  général 

i  X  ±:  Y  y  B  j"'  :=:.  (  X,  ±  Y,  V  B  f , 

de  sorte  (|u'il  n'y  aura  dans  ce  cas  (pià  mcllre  X,  et  V,  ii  la  place  de  X 
et  Y,  et  alors  l'exposant  pourra  être  un  nombre  (|iielconque  pair  on  im- 
pair. 

De  plus,  on  aura 

Xî-  BY;  =  (X'+BY=)-'-  B(  aXY  )==  {  X'- BYM'=  i, 

coniine  dans  le  cas  où  l'indice  u.  esl  pair. 

De  lii  il  s'ensuit  que,  soit  que  a  soit  paii'  on  impair-,  les  (|uanliles/^  et  y 
peuvent  toujours  se  réduire  à  la  l'orme 

^  =  a?-(-B/>4'.     (/  =  «']'-•-'' 5, 
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les  (|iiimrH(''s  ç  et  '}  i'l;iiil  ('\|Hiiiiccs  ciiiimir  ci-dessus,  Texposaul  n  pou- 
Vitiit  èlre  un  uomhre  ([ueleonque  eulier  [lositif,  et  les  (|Uiintités  X  et  Y 
éliiut  telles  (|ue  X"  —  HY"  =  i . 

65.  Ola  |>(ise,  nous  allons  exauiiuer  en  i;cn»''ial  ([uel  doit  être  l'expo- 
sant n  pour  (|u'un  nonilire  (iU{deoiu|ue  de  la  l'orme  V  -hGp  -hllq  soit 
divisible  par  un  nonihre  queleoiuiue  entier  R  (F,  G,  H  étant  des  noiultres 
(|ueleou(]ues  entiers  donnés,  et  non  divisibles  paiR;. 

Poui'  cela  il  faut  déniontrer  le  tliéori'nie  suivant  : 

Soient  r  un  nombre  premier  (/iielconc/iir .  et  X  et  Y  des  nombres  entiers  tels 
que  X'^  —  BY"  =  i  ;  je  dis  que  :  i"  si  B  est  diiisible par  r,  (X  ±  Y  \/B)  —  i 
le  sera  aussi;  2°  si  B  n'est  pas  divisible  par  r  (auquel  cas  B''"'  —  i  le  sera 
nécessairement  par  le  théorème  de  Fermât],  je  distingue  deux  cas.  l'un 

lorsque  B  '  -l-  i  sera  divisible  par  r,  et  l'autre  lorsque  B  ^  —  i  le  sera 
I  car,  puisque  r  est  premier,  il  est  clair  que  \V~'  —  i  ne  peut  être  divisible 

par  r.  à  moi/is  que  l'un  ou  l'autre  de  .tes  deux  facteurs  \i  '  —  i,B  '  -I- i 
ne  le  soit ,.  Dans  le  premier  cas .  je  dis  que  (X  ±  Y  yB)  *  —  '  sera  divi- 
sible par  r,  et  dans  le  second,  je  dis  que  {X±Y  v'B  )'^~  —  i  le  sera. 

Qu'on  (  onsidère  la  quantité  (XiYyB)'^  et  qu'on  la  développe  en 
série  suivant  le  théorème  de  Newton,  on  aura,  à  cause  que  r  est  impair, 


r{r-  i}{r—i) 

2.3 


X'-=Y-B 


X'-'Y'Bi  B-t-.    .±Y'B 


Or,  r  étant  un  nnuduc  premier,  il  est  facile  de  prouver  (]ue  les  coetli- 

.      1     1  •  r(  /•—  i)    rtr—  i)  (/•—  2,  ,  ,  i-    ■   -i  i 

cients  (lu  iiinonie  /. -, ^^ ,•■-  sont  t(uis  (livisil)les  pai'  r 

?  2 . 3  ' 

roYcz  le  toMie  I  des  Xouveaux  Commentaires  de  Pétcrsbourg.  p.  22,; 

diMic 

/■—  I 

(  X  ±  Y  V F /-  X' :+:  Y'B^^  v  « 
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seia  nécesisaii'oincnt  divisihlc  |>ar  r,  quels  qyiv  soiciil  les  iioiiihres  X , 
Y  cl  B.  Mais,  par  le  llicorèiue  de  Fermât  déjà  cité  (51j,  X'"' —  i  est 
toujours  divisible  par  r  i(U'S(|iie  X  ne  l'est  pas,  de  sorte  que  X''  — X  sera 
toujours  divisible  par  /•,  (juel  ipie  soit  X;  de   uiéiiic   Y'  —  Y  Sera  aussi 

toujours  divisible  par  r.  cl  par  couséqueut 

(Y'-Y)b"^vÏÏ 
le  sera  aussi;  doue,  ajoutant  on  otant  ces  (pianliles  Ai-  la  precedculc.  il 
s'ensuit  que 

^\±YvB   '-\'q:YB    '    vB 

sera  toujours  divisible  par  r. 

Donc:  i"si  Best  divisible  par  r,  il  faudra  (|ne  (X±  Y  yB)'^  — X  le  soil 
aussi;  donc,  le  prodnil  de  cette  (piantitc  parcelle-ci   (X  ±Y  yB)'  -t-X, 

savoir 

fX+Y^Br-X^ 

le  sera  aussi;  maison  a  X'-— BY-=i  (par  liypollii'sc.  ibuic  X'-— i  scia 
aussi  divisible  par/';  donc,  ajoutant 

à  la  quantité  précédente,  on  aura  la  quantité 

(X±Yv/B/''-i, 
qui  sera  nécessairement  divisible  par  r. 

2"  Si  B  n'est  pas  divisii)lr  |iar  r.  cl  (pie  B    '    +  i  le  soil. 

YB~^yB  +  Y;B 

le  sera  aussi;  donc,  ajoutant  on  iclranclianl  celle  (piantite  de 

(XdrYvB)  -XqrVH    '    ^ÏÏ. 

»in  aura  la  (piantité  _ 

\±YvBr-X±:YvB, 

II.  ti'' 
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(|iii  scr;i  iiiissi  (li\isilili'  |Kir  /•.  ilniic.  iiiiilli|ili;iiil  par  \    i   V  ^  15  .  l'ii  iiiiia 
II'  |iriiilnil 

\±YvB  '*'-(X  -    BV). 

(|tii  si'fa  l'iiciirc  divisiiilc  |)iii'  /•;  mais  X'-  —  BV-=  i  ;  dune  la  (|iiaiilil(' 

\rtY  v'iïr'-. 

sera  (li\isililc  par'  /•. 

i"  Si  |{    '    +f  n'csl  pas  (livisii)l(' |)ai' r,  \i    '    —  i   Ir  sci-a  'IJ  ne  l'claiil 
pas   :  (loue 

Y  B   '    V  B  -  Y  V  B 

le  si'i'a  aussi:  diiiir.  ajdiitaiil  un  l'clraiicliant  ci'llc  (|iiaiilili'  di'  la  iiMaiilili' 


on  alita  cidli 


l'XrtYvB  '-  Xt- Yl{    '    V  R, 


(\iYs/B/-\qzY\B, 


i|ni  sera  aussi  divisildc  par  /•;  <liiiic.  iiiii!li|)liaiit  par  X    f  V  yH,   If  prn- 
diiil  li>  sera  aussi:  mais  ce  piddiiil  csl 

(\'-  B\    ,       \   t:\   V  B    '    '        ij; 

(Idiic,  il  caiisi'  de  X"        l]\-       i,  la  (luaiilitc 

(X_!rYv'Bj'  '-  I 
sera  iici-cssaiiciiiriil  divisildc  par  /■. 

<)(>.    Si  /•  clail  cj;ai  a  :j,  alors   i  X   i  V  s  ii  )'       i   scrail  liMijdiio  divisildc 
par  /':  car 

fX±Yv/B/-  .  =X^+BY'x:  -W  ^  M       r  =9.BY'±a\Y  y», 
i(  cause  de  X'       HY-       i . 
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67.  Nous  désignerons  dorénavant  par  o  l'exposanl  de  X  i  V  \  B,  Ici 
que  (X  ±  Y  y  B)    —  i  soit  divisil)li'  par  un  nouilire  (ireniiei'  i|nelcorK|ue  /■. 

Ainsi,  si  B  est  divisible  |)ar  r,  o  sera  ei^al  à  2r;  si  B  n'est  pas  divisible 

|)ar  /■.  et  que  B  ^   +  i  le  soit,  on  aura  jo  =  r  -f-  i  ;  si  B  ^    —  i  est  divisible 
par  /■.  on  aura  f,  ^r—  i;  enlin.  si  /•=  2,  on  aura  0  =  r. 

68.  Soit  en  général  a°  —  i  divisible  par  r,  je  dis  (|ne  a'^—\  le  sera 
par  r-,  d^  —  i  le  sera  par  r', 

En  ell'et,  puisque  a'°  —  1  est  divisible  pary  |)ar  bypolbi'se,,  il  est  clair 
que  a"""—  i  le  sera  aussi,  m  étant  un  nombre  (|ueleon(|ue  entier  positif: 
done  les  quantités  suivantes  seront  toutes  divisibles  par  r. 


«"'  -+-  a'  —  2, 
a^''-l-a'PH-fl'=-3. 


Donc 

a'?  -t-  a('"-')p  ^  a>-  ■^>.=  +  .  .  .  ^  ,(-  -  / 

le  sera  aussi.  Donc 

le  sera:  et,  comme  d  ne  peut  pas  l'être,  à  cause  que  d  —  \  l'est,  il  s'en- 
suit ipie 

le  sera  nécessairement:  donc,  multipliant  cette  (|uantité  par  «'°  —  1 ,  (|iii 
est  aussi  divisible  par/',  le  produit  fl'°  — 1  sera  nécessairement  divisible 
par  f- . 

On  |»rouveia  de  luéme  (|ue 

ti  '  ~''^°  -h  (i''^~  '  'p  —  a'     '  "-  -r  . . .  -4-  I 

sera  divisible  par/-;  de  sorte  (|u'en  multipliant  cette  quantité  |)ar  a'-'      \ . 

on  aura  le  produit  o'  ' —  i .  (|ui  sera  divisible  par  /'.  et  ainsi  de  suite. 

65. 
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W.  Diiiic  (X±Yv/B)''  — 1  cliiiil  (livisiMc  par /•,  (X±YvHV''— i  le 
sera  par  /•^  (X  ±  Y  yB)'^  ''—  '  't'  s'"'"'  |»:"'  ''•  «'l  •'"  i;fin'i"tl 

:\±  vvB  )'■'"" '°-i 

s('i"i  (li\isil)li'  par  /•'". 

7(1.   C.iiiisidi'i'diis  iiiaiiili'iiaiil  la  (|uaiilili' 

K-hG/>  4    II»/, 

i|ni  (luit  ("'Ire  divisihlc  par  H  G5 ;.  11  est  claif  (|iic,  (|iirl  (|iic  soil  le  ihhii- 
liif  K,  1)11  peut  toiijcurs  le  iiictlrc  sous  ct'Ut'  l'oriiit'  /•'"  r'"'  r"!' . . .  /,  /,. 
r.j,...  étant  (It's  noinhrcs  premiers/;  de  plus,  il  est  évident  <|iie,  pour  (|ue 
la  (|uaMlilc  iliinl  il  s'ai;il  si)il  divisilde  par  II;  il  iaiil  (|ii'clle  le  suit  eu  par- 
ticulier pai'cliaciin  des  facteurs  /•'",  r'"',  r"^'-,...,  et  l'ice  versa.  Il  est  facile 
de  voii-  (|in',  dés  i\\\v  la  luènie  quantité  sera  divisihie  par  chacun  de  ces 
i'acleurs.  elle  le  sera  aussi  necessaireiueiil  pai'  leur  produit  R;  d'ui'i  il 
s'ensuit  (|ue  la  (|uesli(m  se  reduil  ii  reeliercliei'  les  coudilions  nécessaires 
pour  (|ue  la  (juantite 

soit  divisilde  par  autant  de  nonihres  qu'on  V(Midra  de  la  l'orine  /'",  /étant 
un  nonihre  premier  (|uelcont|ne. 

Or-,  si  r(Hi  sulislitiu'  les  valeurs  de  //  et  c/,  et  ensuile  celles  de  ;  et  i^  64). 
la  )|naiilile  dont  il  s'aj^il  deviendra  de  celte  loiine 

F-i-  P(\-h  Y  vB/ -t-U   ^  -  V  yB,', 

n  pouvant  être  un  nombre  (|uelcon(|in'  culier  positif. 

Supposons  qu'il  y  ait  un  nomltre  ii  [v\  (pic  celle  (pianlilc  soil  divisilile 
pai'  r'" ,  je  dis  (pic,  si  //  esl  plus  j^raiid  (pic  /'"  '  c,  >  a\aiil  la  valeur  (|ue 
nous  lui  avons  assignée  67  ,  et  (|u'on  prenne  le  reste  de  la  division  de  // 
pai'  r'"  'çi,  le(pi(d  soit  dénoté  pai'  N,  la  même  (|uaiililé  sci-i  aussi  nécessai- 
remenl  divisilde  par  /'",  {•i\  prciianl  le  iKunlire  .\  ii  la  place  du  iKunlirc  //. 

Car,  soil 

«  =:  ur'"-'?  -h  N, 
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u.  i't;uit  If  (jiiotieiil  ilf  l:i  divisidii  de  /i  par  r"'^'o,  |)iiis(|iic 

(X  ±  Y  v/ B /""''' -I 
est  divisible  par  r'"'69y, 

(XihlVB)'"'""'^-! 

le  sera  aussi:  dune,  iiuiltipliaiit  par  (X  =!=  Y  ^  B)  .le  produit 

fX±Yv/B/-'\±VvB  ^ 

sera  aussi  divisible  |»ar  r'":  donc 

P   X^YvB  "-P^X-^YvB  "     et    Q  ^X  -  Y  y'B  "- Q    \  -  N  v  H  ' 

seront  tous  les  deux  divisibles  par'/'";  donc,  retraucliant  ces  (|Manliles  de 
la  quantité 

F  ^  P    \  ^  \  V  B     -^  Q    \  -  \  ^  B     . 

ou  aura  la  (juautite 

F-i^  P   X  -I-  YvB '^  +Q    X-  Yv  B  ^ 

qui  sera  pareillement  divisible  par/'". 

71.   De  là  il  s'ensuit  (lue.  si  la  (inaulile 

F  +  G//+  H^ 

est  divisible  par  /'",  en  douuaut  à  l'exposant  //  de  :  et  J>  une  certaine  va- 
leur quelcon(|ue.  il  faudra  aussi  nécessairement  que  la  même  (juantilc 
soit  divisible  par  /'".  en  prenant  //  moindre  (jue  r'"^'  c 

Ainsi,  |)(Hir  reconnaître  si  la  quarilite  dont  il  s'agit  peut  ctri  divisible 
pai'/-'".  il  n'v  auia  (|u';i  t'aii'c  successivemenl 


et  si  aucune  de  ces  suppositions  uc  rend  la  proposée  divisible  par  /'".  ce 
sera  une  niaripie  sure  qu'elle  ne  le  deviendra  jamais.  qnid(|ne  valeur 
(|u'on  puisse  donner  à  //;  de  sorte  (|u'on  en  [xuirra  concinre  ipic  la(|uaii- 
tite  dont  il  s'agit  ne  peut  jamais  être  divisilile  par  /'". 


,is     *i  11  I  \  "•"Il  MON  iti>  l'iidui  i:m  i;>  imh:  1 1  hmin  i;s 

M. 11^.  ^1  Ti'ii  limiM-  une  on  |iliisiiMirs  viilriiis  de  //  iiiomhIii's  (juc  /•'"  'o. 
.|iii  i.iiil.iil  l;i  (|ii;imilc  |i|ii|iiiM'c  (livi>ilil('  par  /"'.  aims.  luuiiiiiaiil  \  rmir 
|(i.'lr.>Mi|iii'  lie  ri>  Valeurs.  Iiiiili'>  les  aiilrcs  salciirs  |icis>ililcs  Ai-  n  (|iii 
mumiii  \. • |irii|iric|c  scniiil  cniiiiiriscs  dans  cflli'  ruriimlc 

//       ■/»•'"  '0  +  N, 

;  •i.iiil  un  Honilir.'  i|ni'lr(in(|nf  rnlu'i'  |iiisiiit. 

~-l.    Iliuii  .  |i<<nr  i|in'  la  ({nanlilc 

I-  ^(./-  .   Il,/ 

l'Hi-^i' lin-  ili\  i>ililc  |iai-  I{.  il  lamlra  70  cl  71  iiiii'llr  Ir  miiI  par  /'"  en 
jinnanl  II       r"    ' ',.  par/',    en  prenant  /i       r'['    '  ; 

Si  une  seule  île  ees  eimiiitions  niani|u:)il ,  il  en  l'andrail  eunelnre  ipi'il 
sei'Mil  iniposvijilr  ipn'  la  ipianlile  d<uit  il  s'aitil  put  janiais  elre  divisilile 
p. Il'  |{,  ijnelipie  \alenr  i{ii'iin  diiiniàl  a  //. 

Silppii'Miio  dune  ipU'  Imiles  les  ninililinn>  >e  Iriinvelll  remplies,  el 
Miil  \  la  \aleiir  un  le^  \alenrs  s'il  \  en  a  pins  iTnne  de  //  niiundrcs  (|ne 
'■  ■  '  -  ipii  renijenl  la  i|nanlile  1"  —  (i//  •-  lly  dix  isilde  par  /'".  .\ ,  eelies  (|ni 
rendent  la  nii'nie  ipnmtite  di\isilde  par  /■"'  N,  étant  '  r'"'  ^ fj , ..  el  ainsi 
des  antres,  un  a  n  iM  en  ;4eneral.  en  pienani  lies  iiiunlire--  ipndi'oni|in's  en- 
hiis  -t.,  u.y,  ■).. 

//    ::^    IJ.    /•'""  '  p    -^    N , 

II,  --  V.,  r'"'"'  ?•  -^  ^'■ 
II,  ---  <j.:  ;•'."■   '  '...  -^  N.. 


Ile  •-iiiic  ipie.  pour  liiMiM'i'  lev  \aleiii-s  de  lexpiisanl  //  ijni  rendinni  la 
pi. mille  pinpiiM-e  disisilde  par  W  .  il  ne  s'ailla  ipie  de  delelinilier  les 
lenilliles    •;..   •/,,  •/._. en  >iirle  ipie  l'un  ail 


■IV"--:  -    N     .     ./,/■"■■     'i,  -     N 
■I  r"'   '  0  -^  N  -    ■/.  ;■'"'"'  i.  -1-  N 


e  ipie   l'iili   peut   e\ei  i||i|    pal    la   lllelIliHle  du   n"  S. 
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En  général,  on  voil  quv  l;i  ciucstion  se  irdnit  ii  liotivci  un  iiuinltrc  fi 
(jiii,  étant  divisé  par  r"'~'p,  (loiinc  le  icsto  N;  étant  divisé  par  r'"'~'o,, 
diinnc  le  reste  N,;  étant  divisé  parr'o'^'pi-  donne  le  reste  N^,  et  ainsi  de 
suite.  Or.  on  a  plusieurs  méthodes  abrégées  pour  résoudre  ees  sortes  de 
Problèmes. 

La  plus  simple  est  celle-ci  :  soient  les  diviseurs  .M,  .M,.  M^, n  sorte 

(jue  l'on  ait  dans  notre  cas  M  =  r"'~'  o,  .M,  =zr"''^'p, et  les  restes  N. 

!Vi,  No, On  cherchera  d'abord  le  plus  petit  multiple  connuun  de  tous 

les  diviseurs  M,  M,,  Mj et  on  l'appellera  P.  On  cbercliera  ensuite  le 

plus  petit  multiple  commun  de  M,  Mo.  M;, savoir  de  tous  les  diviseins 

à  l'exception  de  M,,  et  l'on  appellera  ce  multiple  Q;  on  cherchera  de 

même  le  plus  petit  uuilliple  commun  de  M,  .M,.  M;, c'est-a-dire  de 

tous  les  diviseurs  moins  ^L,  et  on  l'appellera  Q,.  et  ainsi  de  suite.  Ijilin 
on  cherchera  par  la  méthode  du  n"  S  des  nombres  entiers  a,  v.  a,,  v,. 

fjL..,  V.,,...,  tels  (]ue 

«  Q  -  V  M,  =  N,-N, 

u,  Q,  -  V,  M2=N,— N, 

,!/.Q-,-v,M,  =  N,,— N, 


(le  nombre  de  ces  équations  doit  être  égal  à  celui  des  diviseurs  M,  M, — 
moins  un),  et  faisant,  pour  abréger, 

N  -+-  y.Q  -4-  a,  0.  +  ui  Q=  -I- . . .  =  L. 

on  aura  en  iicneral 

X  étant  un  nombre  eiitiei'  (|uelcon(|ue. 

La  démonstration  est  facile  à  deduiir  du  n"  8:  ainsi  n(iu>  ni'  nous  y 
arrêterons  pas. 

Si  les  nombres  Q  et  M,  sont  |ircmiers  entre  eux.  il  est  toujoms  pos- 
sible de  l'ésoudic  ]'e{|uation 

V.Q  -  vM,  =  N,-  N, 

et  même  d'une  intinite  de  manières    8;;  mais  il  suilira  pour  noire  objel 
d'avoir  une  seule  valeur  de  a,  pour  la  substituer  dans  la  quanlilé  L. 
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Mjiis.  si  les  iKHiiInrs  Q  cl  M,  ne  sont  pus  iircinins  fiilrc  ru\.  :ili>rs. 
|iiiiii  i|ii('  ri'(|n:ill<in 

uQ-  vM,  =  N,  — N 

>nil  iTM.Iiililf  .-Il  iioinliiTS  fiiticrs,  il  r;uitlr:i  (|iic  .N ,  —  .N  soit  divisible  |>iir 
l:i  plus  i;iaii(lc  (•(•nimiiné  niosiirc  de  Q  cl  .M,  (  iiimicro  cilc  ,  de  soiie  (pic, 
si  celte  condition  n";i  point  lien,  il  en  liuidra  conclnrc  qn'il  est  inipos- 

silde  de  Ironver loinlire  //  ijni  ait  les  pioprielcs  rccpiises,  cl  (pn'  par 

c(insc(|nenl  la  (|nantite 

F  +  G/;  +  11(/ 

ne  |iiMina  jamais  être  divisible  par  H.  On  dira  la  même  cbosc  par  rap|iorl 
an\  aiilres  cipialions 

.^„Q,- V,  M,  =  N,-N,... 

an\(|n(dles  il  Tant  salislairc. 

Ainsi,  pour  pouvoir  s'assnr'i'f  si  la  (pianlile 

peut  cire  divisible  par  R,  cl  poni'  Ironver  en  nnine  lemps  les  valenrs  de 
l'exposant  //  (pii  i»envent  la  rendit' lidie,  il  snilira  d"examiner  snceessive- 
inenl  toutes  les  valenrs  de  cette  (pianlilé  (jni  rt-pondenl  ii 

n  ^=  o,    I,   ?.,... 

jUMpian  pins  iiiand  des  nomiii'cs 

;•"— '  p,  /•;"'"'  p, ,  /•;"'"'  p„ . . .  : 

d'on  l'ini  voil  (pie  ce  tàtoiiiieiiieiil  sera  Imij s  limile. 

73.   Supposons  mainli'naiit  (pi'oii  ail  nue  antre  (pianlile  leile  (pie 

F,  -+-  G,  f>  -+-  n,r/, 

(|ui  doive  cire  divisible  par  H,:  on  trouvera  de  la  même  manière  (|iie  ci- 
dessus  (pic  rcNposaiil  n.  (pii   peut   la  rendre  lidie     s'il  y  en  a  nnj.sera 
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exprimé  en  géiicial  par 

P,  et  L,  étant  des  nombres  connus,  et  /.,  un  nomltre  (|iiel((iii(inc  entier. 
Donc,  si  l'on  veut  que  les  (|uantités 

F -t- G/( -(- H(/     et     F, -1- G,^ -f- H,^ 

soient  en  même  temps  divisibles,  la  première  par  R  el  la  seconde  par  R,, 
il  faudra  que  n  soit  en  même  temps  de  ces  deux  formes  :  /P -h  L  el 
/.,  P,  ^-L,,  de  sorte  (|ii'il  ne  s'agira  (jne  de  trouver  des  nombres  entiers  / 
et  À,  tels  (|ue  l'on  ait 

ÀP  +  L  =  /,  P, -f-L„ 

Problt-me  que  l'on  résoudra  par  la  méthode  du  n"  8;  el  Idn  lioiivi  la  (|iic 
la  valeur  de  n  sera  de  cetti'  t'ornie 

Il  —  roll  +  A, 

n  étant  le  plus  petit  uiulti|de  coniniun  de  P  et  P,.  A  étant  un  nondire 
donné  et  37  un  nombre  quelconque  entier;  de  sorte  qu'il  y  aura  toujouis 
une  infinité  de  valeurs  de  n  (|ui  satisferont  à  ces  deux  conditions. 

74.  Donc,  puisque  les  valeurs  des  inconnues  x  el  v  d'une  e(|ualion 
(|uelconque  du  second  degré  i2  et  64)  se  réduisent  Idujcurs,  lor.sque  h 
et  /  sont  des  nombres  entiers  et  que  Best  un  nombre  positif,  ii  ces  formes 

F  -hCip-hiiq  _  Fi  +  G,//  -h  Hi^ 

^~  R  '     ^'^  R, 

l'exposant  n  des  (|uanlilés  X±YvB  qi"  entrent  dans  les  e\|(ressions 
de  p  el  q  pouvant  être  un  nondue  qnelcon(|ue  entier  po.silif.  on  recon- 
naîtra aisément  par  les  méthodes  précédentes  si  les  inconnues  a-  et  r 
peuvent  être  des  nombres  entiers;  et  dans  ce  cas  on  liouvcra  aussi  toutes 
les  valeurs  possibles  de  l'exposant  n  cpii  peuvent  rendre  a-  el  y  des 
nombres  entiers,  valeurs  dont  le  nonduc  sera  toujours  infini. 

De  sorte  ([ne  le  nombre  des  s(dMlio!is  eu  ncuidtres  enliers.  ihint  une 
II.  t* 


5-22       SI  H    I.A   SOLUTION    DKS   PROBLÈMES   INDÉTERMINÉS 

('(iiisilioii  (]ii('l((iii(iui'  (lu  second  dcgir  à  deux  incdiiiiiics  est  susceptihlc, 
si'ni  toujours  nccessaiionu'iil  ou  nul  ou  infini. 

Il  rt'slcrail  à  donner  (]uel(|ues  exeniples  pour  nionlier  r;)|)|dieiilioii  des 
uielliodes  préeédenles.  mais  coninie  elle  ne  peiil  avoii'  aucune  dilliculté, 
nous  iTovous  pouvoir  nous  dispenser  d'entrer  dans  ee  détail,  poui'  ne 
pas  rendre  ee  Mémoire  trop  long. 


iîl  \  I.   —  l\i'm(ir(jit('.s  pditiciilicres. 


La  (juantité  p^  —  B^-  peut  être  regardée  comme  le  produit  de  ces 
deux-ei  :  /)-(-(/ \  B  et  p  —  q\\i\  d'où  il  s'ensuit  (|ne,  si  l'on  mnlti|die 
celle  (|uaulité  par  une  autre  (piantilé  de  la  même  l'orme,  telle  (|ue 
f)]  —  By, .  ou  aura  le  produit  de  ces  (juatic  (|uantites 

/^-t-V\B,    /^-(/vR,    />. +  '/,vB.    />, -(y.yB; 

or.  le  produit  de  p  ^  q  \\\  par  /;,  ^  r/,  y  B  est 

pp,  -  B(/7,  -+-'  pq,  +  (/p.  V  B  ), 

cl  celui  de  p  —  q  \  B  par  /j,  —  r/,  v  B  est  de  même 

pp,  -\-  Wqq,  -  ipq,  -f-  qp,  )  y'B , 

e'est-ii-dire  (pi'eu  l'aisant 

pp.-+\i(jil,       [\     p(i,  +  (ip,  —  Q, 


ces  pi'oduits  sont 


l'-+-Qvl{     et     P-OvR: 


donc  le  produit  de  p-  —  Hq-  par  //j  —  By'f  sera  égal  ii  celui  de  P  +  Q  y  '^ 
par  P  -  Q  V  B .  e'est-a-dire  égal  à  P'^  -  BQ^ 

Si.  an  lieu  de  multiplier  d'aliotd  p  -^  q  \  B  pai/^,   +  y,  \  B,  et  />  —  y  y  B 
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paiyy,  —  9,  \  B,  lin  imiltii)li;iil/>  +  y  ^  H  paryy,  —  c/,  ^  B,  et  /;  —  9  \  B  |>ar 
yo,  -h  q,  V  B.  (III  aurait  les  piudiiits 

P  -h  Q  V ÏÏ     PI     P  -  Q  y  B, 

clans  lesquels 

f  :=pp,-Bqq„     Q=p(i,-(JiJ,; 

(le  sorte  qu'on  aura  en  général 

P  =/?/>,  ±B^^,.     Q=pq,±:qp,. 

eonime  nous  l'avons  vu  (9). 

Cette  anaivse  a  l'avantage  de  faire  voir  clairement  pourquoi  le  produit 
de  deux  quantités  de  la  forme /»^  —  B^^  ne  peut  être  (|ue  deux  fois  de  la 
même  forme;  en  elfet,  en  réduisant  l'équation 

à  la  forme 

(p-hq^B)ip-q  vB  ;  >  p,  -+-  q,  \,B)  i  p,  -  q,  y  B  j  =  (  P  -+-  Q  y  B  j    P  -  Q  s  ÏÏ  , 

il  est  visible  (|u'on  n'y  peut  satisfaire  (|ue  par  ces  deux  snp|iositions 

P  ±  O  V  B  =  '  p±q  V  B  j  {p,±q,  v  B  / 
ou 

P zt Q  yl^  ^ P±q  V B  '  ' P'  =P V'  \  B  . 

ce  (|ui  donne  les  deux  valeurs  de  P  et  Q  que  nous  avons  trouvées. 

Donc,  puis(|ue  le  produit  de  deux  (|uantites  de  la  forme  p- ~  \i(/'  est 
deux  fois  de  la  même  forme,  le  produit  de  [rois  de  ces  (|naiitilês  sera 
quatre  fois  de  la  même  foi'Uie,  le  produit  de  (|ualrc  (pianliles  sera  liuil 
fois  de  la  même  foi'me,  et  ainsi  de  suite;  ii  moins  (pic  (|nel(|nes-nncs  de 
ces  formes  ne  soient  détruites  par  l'evanouissemenl  des  (piantilesQ,  (c 
qui  doit  arriver  nécessairement  lors(|u'on  multiplie  cnsendile  des  cpian- 
tilés  égales. 

66. 
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|.;„  rllrl.  si  l'on  t'ait  />,  = />  rt  7,  =  7.  en  soiic  i\w 

1rs  ildiililcs  valeurs  de  P  et  Q  se  ic<luir(iiil  a  icllcs-ci 

P=r/>^  +  B(/^     Q-  c./>(/. 

«M 

P  =  ;>•'-B(/^     Q^  o, 

(loiil  les  (Icriiii'ics  ne  nous  a|t|Hcuu(Mil  rien;  de  sui'lc  (|ui'  daus  ce  cas  on 
n'aura,  à  proprement  parler,  <iu'une  seule  valeur  de  P  el  mw.  de  Q. 

Mais  voyons  en  général  quelles  sont  les  exijressioiis  de  P  et  Q  (|ui 
peuvent  satisfaire  à  l'équation 

{;,-_Bg^r  =  P— BQ'. 

Suivaul  M(ilif  nicllHidc,  on  réduira  cette  é(iiiati()n  ii  la  iorine 
(p  +  ,j  ^'B  r  f /;  -  ?  v'ïïr  =  (P  +  Q  v'ÏÏ )  fP  -  Q  v'B  ). 


•1  l'on  fera 


d'où  l'on  aura 


P  +  QvB=(/^  +  tfv/Br, 
P-Q^B  =  (p-gs/Br. 


(p+,7v/Br-j/>-«?v/Br 


expressions  (|ui  seront  toujours  rationnelles,  conMn(!  il  est  facile  de  s'en 
assurer  par  le  dévfdoppement  des  puissances  de/?  +  7  y  '^  '''  '''/'      </  \  1^- 
Si  l'on  r.iisail 

P-t-QvB=(/>-9vBr. 

on  aiM'ail  les  nn'iiies  valeurs  de  P  el   de  O  (|ue  u<Mis  venons  de  Irmner.  à 
l'exeeplion  que  ((die  de  Q  serait  négative,  ce  (|ui  es!  indillerenl   ici. 


DU  SECOND  DEGHÉ.  5-25 

11. 

Si  l'on  avait  à  iiuiltiplicr  ("nscmitic  deux  (iiiaiititcs  de  celle  foriiie 

p-  —  B(/'  —  (]/■-  -h  HCi', 

ou  pourrait  (iémonlrer  par  la  méthode  précédente  (|ue  le  pidduit  seiail 

aussi  de  la  même  forme. 

Car  soient 

{)■  —  Bg-  —  C/'=-(-  BCi'. 

les  deux  quantités  qu'il  s'agit  de  multiplier  l'une  pai'  l'autre:  eu  faisaiil, 
pour  abréger, 

p  -V-  q\J^~  x,    p  —  q  y/B  =  ^, 

r  -+  i  y/B  =  y,      ;  —  i  ^/B  =  ô, 
et  de  même 

/>! -t- ^1  yB  =  a,,     />,  —  (/,  yB    -  j3,, 

/■,  +  Si   y  B  =:  y,,        /•,  —  i,   y  B  =  Ô,, 

elles  deviendront 

a(3— Cyô     et     a,  (3,  — Cyià,, 

dont  le  produit  peut  se  réduire  à  cette  forme 

(aa,±:Cyy,)(PP,±Cââ,)-C(aô,±y(3,)([3y,  dzôa,). 
Oi',  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura 

aa,  ±:Cyy,  =  P  +  Q  s/B, 

(3(3,±;Câà,  =  P-Qy'B, 
aô,  ±yp,  ^R+Sy-B, 
(3y,  ±aa,    =R-Sy'B, 

en  faisant 

p  =  pp,  +  B(/^,  —  C  (  /•/•,  -t-  Bss,  ), 

Q  =  /;ç,  +  qp,     lii  C  (  rs,  -f-  ^r,  ), 

U  =/?»•,  —  Bçi,  ±{rp,  —  Biç,), 

S  =  (y/'i  —  /M,     3=  («7^1  —  '•(/.  ), 
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d'iMi  il  s'fiisiiil  (|uc  le  |iro(ltiil  des  deux  (Hiiiiililcs  (lomiccs  ser;i 

P-  -  BQ'  -  CB=  -*-  BCS', 

ri  |i;ir  ((iiisiMiiiciil  (le  la  mciiu'  l'oiiiif  (|iu'  ces  iiiciiH's  (|iiaiililés. 
Si  riMi  voiiiail  avoir  le  caiTc  tli' 

/>'-  Bq'—Cr'  -hBC.s\ 

il  \\'\  aurait  (ju'ii  sn|i|)()Ser  dans  les  rorimilcs  |)r('ti'dfiilcs />,  =/>.  q,  —  y, 

r,  —  I .  s,  =  .V,  et  l'on  aurait,  en  |ii'('nant  le  siiiiic  supérieur. 

P  :/>=  +  B^'-i-C(r=+  Ms'j, 
Q=  2pq  4-  7Xrs, 
R  =  2pr  ~  ■}.bqs, 
S  =o; 

et.  en  prenant  l'intérieur. 

P—p'-hfiq-  —  C{r'-h  Bs'), 
Q  =  ipg  —  2  C  ;\s, 
R  =  o, 

S  =^  a  rçf  —  7.ps. 

Ou  punira  tr<inver  de  même  le  cuhe  et  les  puissances  plus  liantes  de 

p'  —  B^-  —  C;-  ■+-  m.s-, 

les(pndles  seront  toujours  aussi  de  la  nienii'  l'orme,  de  sorte  (|n'ini  pourra 
résoudre  en  j;cnei'al  l'ecpialion 

,/(■  -  \i(f  -  ili'  ^  m.s' )■•■      P'  -    By-  -    CR'  -I-  RCsK 

An  l'esle.ii  tant  remarcpiei' «pu'.  pour  avoii' toutes  les  valeurs  possiltles 
de  P,  Q,  R  et  S.  il  faudra  Caiic  successiveiiu'iit  eliaeune  des  (inanlil-es 
p.  q.  r,  s  positive  et  nét;ativc.  a  cause  (pi'il  n'\  a  (pic  les  carres  de  ces 
ipiaiitités  i|ui   cntrciil   d)iii>   la  ipiaiiliti'  doniicc  p-        |{y-' —  (J/-- _|_  m]s'. 
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III. 


Si  l'on  voulait  trouver  des  fontlions  de  plus  de  deux  dimensions  (|ui 
eussent  l;i  même  propriété,  que  le  produit  de  deux  fonetions  seinlihihics 
fût  aussi  une  fonction  semblable,  on  y  parviendrait  aisément  par  la  con- 
sidération suivante. 

Que  l'on  considère  la  (|uantité  irrationnelle 

t  -h  ua  l  X  -\-  xa-  V  A'  -+-  ya'  y'  A'  -t- . . .  =  />, 

a  étant  une  des  racines  n'"""  de  l'unité,  il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on 
multiplie  ensemble  deux  expressions  semblables,  le  produit  sera  aussi  de 
la  même  forme. 

Or,  si  l'on  désigne  par  a,,  a.^,  «3,...  les  dilVérentes  valeurs  de  a,  c'est- 
à-dire  les  différentes  racines  de  l'équation  a"  —  i  =  o,  et  pav p,,  p.,,  p,,... 
les  valeurs  correspondantes  de  p,  on  sait  que  le  produit  p,  p.,p^...  sera 
toujours  une  quantité  rationnelle;  donc  cette  quantité  auia  la  propriété 
reqiiise. 

En  effet,  soit 

9  -I-  lia  v'A  -I-  ça-  y' A'  -1-  -ha'  y' A'  -(-...=:  cj, 

et  la  (|uantite  js,  73.^3...  sera  rationnelle  et  semblable  à  la  quantité 
P\P2P^-'-  donc,  si  l'on  fait 

P  =z  p,p^p^.  .  ..      n  =  nîiCTjSJa.  . ., 

on  aura  Pli  =  p,r;ô,p.,7^,p.^^i...:  mais  en  multipliant  p  [):\i  ^  ei  ncmi- 
niant  le  produit  q.  on  trouvera,  à  cause  de  a"  =  i, 

T  -h  \  a  "  Â  +  Xa=  V  A=  -^  Ya=  'y  A'  -h...  =  q. 

T,  V,  X....  étant  des  fonctions  rationnelles  de  /,  u,  x 5,  if,  ^,...  et  A; 

donc  si  l'on  fait  de  même 

la  quantité  Q  sera   rationnclli'  et  semblable  à   P  et   a  II  .  et   l'on   aura 

Q  =  pn. 
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De  lit  on  vdit  (|iif.  si  l'iiii  iiuilli|ili('  ciisfinlili'  :iul;iiit  ili'  loin  liiuis  snn- 
hlalilf^  il  P  (|ii'i)n  voudra.  If  produil  sora  toujours  aussi  une  tonctioM 
scnihialilc. 

Donc,  si  l'on  cii-vt'  P  a  une  puissance  (|Uclcon(|Uc.  celle  (luissance  sera 
toujours  aussi  une  fonction  semblable  à  sa  racine. 

Pour  trouver  en  iiéuéral  l'expression  d'une  puissaïue  (|in'l(on(|ue  P'", 
il  laudra  Irouvei'  d'abord  celle  de//",  (|ui  sera  necessaireiueiil  de  la  forme 

T  -H  Vfl  V  A  -t-  \a'  "^A'  -+-  Y  a'  "/A'  -t-  . .  . , 

et  alors  on  aura  P'"  =  p'"  f"! p'z  — 
Soit  donc  en  général 

//"        r  -t-  \  a  '\'  \  +  \  a'  v  A-  -^  Y  «'  v'  A'  -4  ...  ; 

coninie  cette  e(|uatiou  doit  être  identiiiue,  et  par  c(Mise(|uenl  avoir  lieu 
poui-  toutes  les  valeurs  de  a,  on  aura  celles-ci 

/,',"  =  T  -(-  Va,  v  A  +  \a]  'IjÂ'  -\-\  a','fA'  -*- .  .  ., 
p'P  =  T  -i-  Va,  '^Â  +  \a\  "y/'A'-hYal'^'A'  +.... 
^»  =  T  -t-  V«,',^A  -I-  \al  ï/ V  -4-  Ya^  v'Â'  -+■.... 


i|ui  seront  au  nombre  de  n;  donc,  comme  les  quantités  T,  V,  X,  Y,... 
.sont  aussi  au  même  nombre,  on  pourra  les  déterminer  à  l'aide  de  ces 
mêmes  équations,  et  il  est  facile  de  voir  (|u';i  cause  (|iie  a,,  a.,,  a,,,... 
sou!  les  racines  de  ré(|uation  a"  —  i  =  o.  dont  tous  les  termes  intermé- 
diaires mancpu'nt,  on  aura 

j  ^  P7  +  P7  -^  P'"  -^  ■  •  • . 
n 

Y  _  a"r'p7  -t-  «r'  p'"^  <~'  p".'  +     . 

«  v'A 

_  aT^pT ■+■  aT'P?  +  "T'P"'  +■  ■  ■ 
n'\J  A' 

y  _  arW  -+■  aT^p?-^  a",-'  P?  +  ■  •  ■ 
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expressions  qui  (levieiididiil  lalioniiellcs  par  la  substilutimi  des  valeurs 

de  p'",  p'",  p"^ comme  il  est  faeile  de  s'en  eonvainere  par  cette  cotisi- 

dération  que  l'on  a 

a,  +  «2  +  a,+  ...  =  o, 

a[ -+- «2  +  «3  +  •  •  •  =^  o> 
a?  +  aj  -i-  aï  -"-...  =  o, 


a'\  +  a"  -(-  a"  -I-    . .  =  «, 
a';-^'  +  a"^^  +  a",-*-'  -4- .  .  .  =  o. 


af  -4-  a^"  -^  af  -4- . .  .  =.  «, 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'on  pourra  avoir  les  valeurs  de  T.  V.  \ 

indépendamment  des  racines  a,.  On.  a 

Cette  même  considération  suffit  aussi  pour  faire  trouver  eu  i;eneral  la 
valeur  de  P  =^  p^ p.p.^-.-  sans  connaître  les  racines  «,,  a.,,  a,....;  car,  si 
l'on  fait 

p"-^pl-^pl-^-=?>^ 
p'-^p'-^pl-^-   ='/' 


et  ensuite 


h  = 


2 

xb  —  ^a-hy 
3  ' 

xc—  ^b  -\-yx  —  è 


la  quantité  P  sera  égale,  comme  on  sait,  au  terme  //" de  la  série  a.  h, 

c,  d....:  mais  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  de  et,  ,S.  y,...  ne  peu- 
vent contenir  d'autres  fonctions  des  racines  a,,  a...  a, que  la  somme 

de  ces  racines,  ou  de  leurs  carres,  ou  de  leurs  cubes,  litc;  donc.  de. 
Kn  général,  il  est  évident  que  la  (piantité  P  n'est  autre  ciiose  (|ue  le 
II.  67 
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dciiiici' ti'i'inc  (II'  rc(|iKilioii  (Idiil  les  racines  sei'iiii'iit /',./'.. /^ c'cst- 

;i-(lii'i*  (If  r«M|iiali(Mi  (|iii  rcsiilk-ra  de  (('lie-ci 

/  +  nu  v  A  -t-  xa-  \/  A'  H-  .  .  .  -=  /», 

en  la  (lelivranl  des  (|uantités  radicales  el  l'ordonnant  ensnile  par  lappoil 
a/j,  on  bien  fceqni  revient  au  même)  de  re((ualiiin  resiillante  de  Teli- 
ininatiun  de  w  dans  ces  deux-ci 

/  -t-  « 'fi  -(-  xo)^  -t-  ym'  -(-...  =^  /». 

'■)"  —  A  :^  O. 

Soil  //  =  2,  en  sorte  que 


on  trouvera 


p  -^  l  +  ua  V  A      el      a'  ■ 
P  -  /=  -  A  lO  : 


c'est  le  cas  que  nous  avons  examine  plus  haut    1 
Soil  n  =  i,  en  soile  (|ue 


p  -  l  +  ua  y,' X  -\-  xa-  v'A'     el     a'  —  i  -  o. 


m  trouvera 


i>  -  l'  -h  \  a'  —  i  A  lux  -4-  A- A'. 
[J(nic.  si  l'on  t'ait  de  intime 

n  =  ô'-l- A!>'-  3A0i/i  -*-  A'ï\ 
le  pi'oiluil  l'il  sera  de  la  mt'ine  l'orme,  c'est-à-dire  (pi'oii  aura 

Pn  =  P  H-  AV  -  3  ATVX  H-  A=  \\ 
et  pour  avoir  les  valeurs  de  T,  V  et  X  mi  cousidcreia  (pii' 
rn  ^^  0  ■+-  -ja  y'A  -*-  ^«-  y  A', 


d'oii  l'on  aiir; 


prn  --  T  -(-  Vfl  y  A  -f-  \a-  y  A' 

T  =  le  +  A(m;  -h  ux). 
V  =  Iv  -h  9n  -i-  \xl, 

\  =  il  ->r  Ox  +  llu. 
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Si  l'on  taisait  .r  =  o  cl  E  ^^  o,  les  ([uantites  P  et  II  (IcviiMidiaiciit 

mais  leur  produit  ne  serait  |ihi>  ilr  la  inèiin'  luiiue.  ii  cause  (|iie  la  (|iiaii- 
lité  X  ne  deviendrait  pas  nulle. 
Soit  n  =  4.  ^n  sorte  (|ue 

p^  t  -i-  lia  y'A  -;-  xa'  y' A'  -+- ya^  y  A'     et     a'  —  i  =  o, 

on  trouvera 

P  =  /'  —  AÎ2/'(x=+  II})—  4  l"-r  +  u']  -+-  \^{^txy^-t-  x*—^ux-}  +  a  ii-y-]—  A')', 

et  le  produit  d'autant  de  fonctions  de  cette  forme  (|u'on  vcuidra  sera  tou- 
jours une  fonction  de  la  même  ftuine,  et  ainsi  dv  suili'. 

IV. 

Si  l'on  avait  h  résoudre  l'équation 

il  est  évident  qu'on  y  parviendrait  si  l'on  pouvait  rendre  chaque  facteur 
de  r"  —  As",  comme  r  —  as\iA,  égal  à  une  puissance  m'""',  a  etani  tou- 
jours une  des  racines  de  ré(|iiatiou  a"  —  i  =  o. 
Soit  donc  en  général 

r  —  s(i  y  A  ^-  p", 
eu  sorte  (jue 

p  =:  \'  r —  sa  '^A  , 

il  est  facile  de  concevoir  (|ue  la  valeur  de  p  ne  peut  éli'e  expriiiu'c  que  de 
cette  manière 

p  =^  t  -i-  ua  y  A  -I-  xa-  y  A-  -I-  ya^  y'  A'  -*"  •  •  •  "•"  ^""~'  v  A"'  ; 

cette  (|uantite  étant  élevée  à  la  puissance  w,  on  aura    numéro  prec  cdcril 

/>"■  =  T  -4-  V«  yÂ-i-  \a'  yÂ"'  +  \a'  y' V  -I-. .  .^7.<r-'  y  V^; 
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(liilir 

r  -  T,      .«  =  -  V     (H      X  =  o,      Y        o,      Z        .) 

cl  lu  v;ilciir  (le  </  sera  égale  à  p^p^p^  — 

Donc  le  Prcihlème  sera  résoluble,  au  moins  parcelle  nielliode.  toutes 
les  l'ois  (|n'(iii  [tourra  satisl'aire  aux  eciiialions 

\  ^  o,     V  ;^  o,     Z=:o,...; 

mais,  (|uoi(|ue  ces  equalions  ne  soient  (|ii"au  numlii-e  de  //  —  >.,  et  (iiie 
les  indéterminées  t,  u,  x,...  soient  au  nombre  de  «,  il  arrivera  bien  sou- 
vent (|u'il  ne  sera  pas  possible  de  les  résoudre  rationnellement. 

].!■  cas  (le  /(  —  2  avant  dcjii  cle  examine     I  i,  faisons  «  = 'i,  et  l'on 
aura 

■  p  ^^  t  -i-  lia  V  A  -I-  -fa'  v'  A' . 

Suit  uiainleiianl   m  =  2,  en  sm'te  (|u'il  s'aj^isse  de  rés(Uidie  rc(|ualiuii 

;■'  —  A*^  =  q\ 

et  iaisani  le  carre  de  fi,  on  aura 

p''  —  /-  -I-  yiix \  -+■  (kx'  ■+■  7.tu)a  y/A  -4-  {  M'  -H  2/a.-)a=  y/A', 

en  sorte  (|u'iiii  aura 

T  =  /'  -H  2  A  ux, 

V  =  Ax'  -H  ilu, 
X  =  H'  -4-  itx; 


par  ciuisc(|ii('iil . 


/■  ^  /'  -I-  ■}.  A  ux, 
s  ^  —  Ax''  —  'itu. 


cl  rcipialioM  a  la(piclle  il  l'aiidra  satisfaire  >cra 

«'  +  f.  IX  =:  o , 

l.icpiclic  ildoiic  sur-ie-cliamp 
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(If  sorte  (jii'cii  siihstiliKint  cctlc  v;ilciir  île  .r  diins  celles  de  r  et  s.  du  îiiii:i 

kW 
s  ^ ,  -     —  ■?.tu. 

A  l'égard  de  q^p,p^,  on  trouvera,  comiiie  dans  le  numéro  |iréeédent. 
^  =  <^  -+-  Ah'  —  3.\tiix  -+-  \''x\ 

OH  l»ien,  en  substituant  nour  a?  sa  valeur 

?.  / 

5  A  II'       A^  M* 

Si  l'on  voulait  éviter  les  fractions,  il  n'y  aurait  (|n"à  multiplier  /-et  s  par 
le  carré  4^^.  ft  y  |):n"  le  cube  Sf,  et  l'on  aurait  plus  sim|)lement 

r  z=  ^t(P  —  Af/'), 

s  =  —  u{SP  -+-  \u'), 

q  :=8 1"  H-  7.0  A  t'  «/>  —  A=  «'■. 

Soit  m  =  3,  en  sorte  que  l'équation  ;i  résoudre  soit 

/'■'  —  A  5^  ^  ^^  ; 

on  fera  le  cube  de  /),  et  l'on  aura 

p3  —  /3  _,_  y  „3  -I-  6  A  /  ux  +  A^  x' 

-Jr  3{r-ii  +  \ir-x  -f  \tx')n'i/\  -h  3(111^  -+-rx  -+-  \Hx')a^^\^, 

T  =  <'  +  A  «■'  -f-  6\.lux  -+-  \'x\ 
V  =  3t'u-+-  3A(m=^  +  tx'), 
X=  3(<M=  -I-  tx^  +  Amx=); 


d'où 


ainsi  l'on  aur; 


/•  =  <=  H-  A  «'  +  6  A  /  Hi-  +  A  '  x\ 
s  =  —  iOu  —  3  A  (  tx^  -+-  lûx). 
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l'I  il  t':iiiili':i  (iii'on  ail  X  =  <i.  savoir 

tu'  -t-  t'-x  ■+-  A  ttx'  :=■  o; 

i|iiaiil  a  la  v:il('iii'  ili'  (j.  l'Iic  scia  la  iiicinc  (|lir  ci-dt'ssiis,  savoir 

^  =  /'  -)-  A  */'  —  3  A  /  ux  +  k.-  x\ 

Ainsi,  loiilc  la  ililli(  iillc  se  réduit  à  résoudre  re(inali(iii 

///■'  +  l'x  -\-  Aux'  ■=  o, 

r'esl-a-dire  à  trouver  une  valeur  quelcoiicjuc  ratiounelle  de  /.  un  de  //, 
on  de  .r,  qui  satisfasse  à  cette  é(|uation. 

Pcnir  la  mettre  sous  une  forint'  |)lus  simple,  faisons  //  =//,  ^'^^fgt> 

et  (ii\  isanl  par//',  on  aura 


m  l)ieu.  divisant  pai' y^-^. 


/-t-if-t- Are-'r=o; 


soit  de  plus  -7,-1 =  /<,  -p =  /,  on  aura 

J  fi  J  S 

4 


fi 


^h'~i'; 


(lun(   re(|nation  piccédente  deviendra  celle-ci 


c'esl-à-dire 


'  h'  -  r-  ' 

soit  encore  /  -    A/i,  et  l'on  aura 

4 A  ^  /«'{'-  />'), 
c'est-ii-dire    (|ue  -     devra    être   un    cul)i'.    et    par'    c<iiise(|uent    (|ue 

2A*(i  —  ^'"    devra  en  être  un  aussi,  dont  la  l'aciiic  sera  -j-- 
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Miiis,  loiiinif  iKiiis  ne  nous  [d'oposoiis  pas  ici  de  traiter  (•(•(tt-  iiiatièrc 
;i  1(111(1,  nous  ne  lUJiis  y  ai rctcnuis  pas  davantage  (iiiaiit  à  prcsciil:  nous 
()l)seiver()us  seulement  ipie  M.  de  Fermât  prétend,  dans  ses  Remarques 
sur  Diophante,  avoir  démontié  en  général  ce  théorème,  (jue  l'é(|uation 

r"  -+-  s"  —  q" 

n'est  jamais  lesolulile  d'une  manière  lationntdle  lois(|ue  //  surpasse  a; 
mais  ce  Savant  ne  nous  a  |)as  laisse  sa  deinonslratioii,  et  il  ne  parait  pas 
(|ue  personne  l'ait  encore  trouvée  jus(prà  présent.  M.  Knieia.  a  la  vé- 
rité, démontre  ce  tiiéurème  dans  le  cas  de  «  =  5  et  de  n  =  '|,  par  nue 
«nalyse  |)articulii're  el  très-ingénieuse,  mais  qui  ne  parait  pas  applicalile 
en  général  à  tons  les  autres  cas;  ainsi,  ce  théorème  est  un  de  ceux  ipii 
restent  encore  à  démontrer,  et  qui  méritent  le  pins  l'attention  •  des 
(îeonit'tres. 
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SUR  LA   RÉSOLUTION 


ÉQUATIONS  NIMÉRIOIES 


I  Ménii lires  dr  l'  -Icatléiiiif  rurale  des  Sciences  et  Belles- Leil ri 
de  Berlin,  t.  NXIII,  ijdg.) 


\  iète  est  le  preinicr  (jui  ail  iàelie  de  (loiiner  une  iiii'lliude  i;éiierale 
pour  résoudre  les  équations  numériques;  mais,  quoique  cette  métliode 
ait  été  ensuite  perfectionnée  et  simplifiée  à  quelques  égards  par  Harriot, 
Ouijtred  ,  Pell.  etc..  elle  est  encore  si  compliquée  et  si  rebutante  |)ar  le 
grand  nombre  d'opérations  qu'elle  demande,  que  les  Géomètres  parais- 
sent l'avoir  entièrement  abandonnée.  Celle  que  l'on  suit  communément 
est  due  à  Newton,  et  elle  est  très-facile  et  très-sim|)lc.  Il  l'aul  supposer 
seulement  qu'on  ait  déjà  trouvé  la  valeur  de  la  racine  qu'on  cherche, 
approchée  an  moins  jus(|u'à  sa  dixième  partie  près:  alors  on  éijale  cette 
valeur,  plus  une  nouvelle  iiiciuiuuc,  :i  celle  de  l'equatiou  pidposee.  et, 
faisant  la  substitution,  on  a  une  seconde  équation  dont  la  racine  est  ce 
qu'il  faudrait  ajouter  à  la  premii-re  racine  approchée  pour  avoir  la  racine 
exacte;  mais  comme,  par  riiypolhèse,  ce  (|ui  reste  ii  aj(uiler  ;i  la  pre- 
mière valeur  de  la  racine  est  moindre  (|u'un  dixième  de  celte  racine,  on 
peut,  dans  l'équation  dont  il  s'a^il,  uciilii^cr  le  carre  et  les  puissances 
plus  hautes  de  l'iiH  ouiuu':  de  s(Ute  (|iu'.  re(|nalion  étant  ainsi  réduite  an 
premiei'  degré,  (Ui   aura  sui'-le-(  iiauip  la  \:ilrur  de   rincumuie  v\\  deci- 

(•j  Lu  il  I  AcadiMuic  le  io  a\i'il  ijOt). 
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inalo;  cilli'  valiiii'  iif  sera  (|ira|tpro('liéo,  mais  on  pourra  s'en  servir 
|)iiiii'  ni  troiivi'f  mil'  aiilic  plus  exacte  en  faisant  sur  la  seeon<le  é(|uation 
la  même  opération  i|iie  sur  la  preuiitTe.  et  ainsi  de  suite.  De  celte  ma- 
nière, on  ti(Mive  il  cl)a(|ue  opération  de  nouvelles  décituales  à  ajouter  ou 
à  relramiicr  de  la  valeur  de  la  racine  déjà  trouvée,  et  l'on  a  par  consé- 
«pieril  celte  racini' d'autant  plus  exactement  (|u'on  pousse  le  calcul  |dus 
loin. 

Ou  peut  aussi,  coiuiue  l'a  prali(|iu'  Hallev.  revenir  I(Mij(Uii's  ii  la  pre- 
mière eipiatiou  proposée,  en  y  ■<:il)stituaut  à  la  place  de  l'inconiiue  la 
valeur  de  la  racine  de  plus  en  |)lus  approchée  et  auj^mentée  (l'un  leste 
inconini.  ce  (pii  parait  en  (|U(d(ine  la(,'on  plus  simple  et  plus  commode. 

T(dle  est  la  uielliode  usilcc  pour  résoudre  les  équations  nuniéri(|ues 
par- approximation.  Plusieurs  savants  Géomi-tres  se  sont  appli(|nés  ;i  la 
rendre  encore  plus  exacte  et  plus  facile,  soit  en  ayant  égard  aux  termes 
iiii  l'inconnue  est  au  second  dci^ré,  soit  en  donnant  des  forumles  liéné- 
rales  à  l'aide  (les(|uelles  on  puisse  trouver  sur-le-champ  la  valeur  de  la 
fi'action  i|ui  est  le  reste  ii  ajouter  ii  la  racine  appi'otdiéc;  mais  aucun 
d'eux  ne  parait  avoir  l'ait  alleulion  aux  inconvénients  ou  plutôt  aux  im- 
perfections (jui  .se  trouvent  encore  dans  cette  méthode;  du  moins  per- 
s(unie,  <|ue  je  sac  he,  n'a  donné  jus(|u'ii  présent  les  moyens  d'y  remédier. 

I.a  |ireuiii're  el  la  piiucipale  de  ces  imperfections  consiste  en  ce  (|u'il 
laiit  suppo.ser  (|u'on  ait  déjii  trouvé  la  valeur  de  la  racine  cheridu'c,  ap- 
pro(dH'e  juscpi'ii  sa  dixii-mc  partie  près;  car,  comnu'  on  n'a  point  encore 
(le  ivi^le  jicnérali'  et  sùr<'  pour  lioiivcr,  dans  une  é(piali(Mi  (|uclcou(pH'. 
la  valeur  approchée  ih-  chacune  de  ses  racines  réelles,  la  méthode  dont 
il  s'agit  n'est  proprement  ap|)lieal)ie  qu'aux  cas  où  l'on  conuait  d'avance 
à  peu  pri'S  la  valeur  de  la  racine  qu'on  (du'rchc.  Il  est  vrai  (|ue  Holle  a 
donné  nue  méthode,  (ju'on  appcdie  des  cascades ,  pour  ap|n'ocher  des 
racines  des  é(piations  nunwricpu's  aussi  pri-s  ipu-  l'on  veut;  mais  cette 
mi'thode  n'est  pas  loujnui's  siire,  surloul  lors(|u'il  v  a  dans  l'e(|iialion 
des  racines  innijiinaii'cs,  au(|uel  cas  elle  laissi'  IouJimms  en  doute  si  ces 
raiines  sont  léelles  ou  non.  Voyez  Y  Algèbre  i\\'  Uolle,  (hap.  Ili  el  Vf  du 
livr.'  II. 
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Une  seconde  imperfection  regarde  la  nature  même  de  la  nirlhiMlc  par 
laquelle  on  approche  de  la  valeur  de  la  racine  diercliéf;  suivant  celte 
méthode,  on  néglige,  à  chatjue  opération,  des  ternies  dont  on  ne  connaît 
pas  la  valeur;  de  sorte  (|u'il  est  inipossihle  de  pouvoir  juger  de  la  (pi.m- 
tité  de  l'approximation,  et  de  s'assuii  r  du  degré  d'exactitude  cpii  doit 
résulter  de  chaque  correction. 

D'ailleurs,  ne  pourrait-il  pas  arriver  que  la  série  ([ui  donne  la  racine 
cherchée  tut  très-peu  convergente,  ou  même  qu'elle  devint  divergenie 
après  avoir  été  convergente  dans  ses  premiers  termes?  Au  moins,  il  n'est 
pas  démontré  que  cela  ne  puisse  jamais  avoir  lieu  dans  la  méthode  dont 
nous  parlons. 

Enfin,  quand  même  la  série  serait  toujours  convergente,  il  est  clair 
(pi'elle  ne  donnerait  jamais  (pi'une  valeur  approchée  de  la  racine  dans  le 
cas  même  où  elle  serait  égale  à  un  nomhre  comniensurahle.  Il  est  vrai 
(jue  l'on  a  des  méthodes  particulii'res  pour  trouver  les  racines  commen- 
surahles;  mais  c'est  toujours  une  giande  imperfection  de  la  ui-'IIkhIc 
dont  il  s'agit  de  ne  pas  donner  la  valeur  exacte  de  ces  racines. 


^1.  —  Mcthode  pour  trouver,  dans  une  équation  numérique 
quelconque ,  la  valeur  entière  la  plus  approchée  de  cliacune 
de  ses  racines  réelles. 

1 .  Thorème  I.  —Si  Voua  une  équation  quelconque,  et  que  l'u/i  lruu<>e 
deux  nombres  tels,  qu'étant  substitués  successivement  à  la  place  de  l'incon- 
nue de  cette  équation,  ils  donnent  deux  résultats  de  signe  contraire,  l'équa- 
tion aura  nécessairement  au  moins  une  racine  réelle  dont  la  valeur  sera 
entre  ces  deux  nombres. 

Ce  tliéorème  est  connu  depuis  longtemps,  et  l'on  a  (•(Uilumc  de  le  dé- 
montrer par  la  théorie  des  ligiu's  courhes;  mais  on  peut  aussi  le  démon- 
trer directement  par  la  théorie  des  équations,  en  cette  sorte.  Soient  r  l'in- 
connue de  l'équation,  et  a,  Ç-!>,  y,...,  ses  racines;  l'éipiation  se  réduira. 


5'.J  SI  \{    L\    UESdLLlTlON 

l'itiniiif  iiM  siiil,  il  ('l'Ile  ioi'iiic 

{x  —  x){x  —  ^){x  —  y]...  =  o. 

(  »r,  soii'iil  /'  cl  If  les  iiuiiilii'cs  i|ni.  siilislitiics  |nii'  r,  (Idiiiicroni  des  rcsnl- 
l:ils  ilr  si^iir  coiili'iiii'i'.  il  ImikIi'ii  iIoiic  (|ni'  ci'S  ilciix  (|ii;iiiril('s 

(/'  —  a:)(/'-  '?>}(p  —  •/)■  ■  -, 
(</-a)(7-^)(,7--/).... 

siiii'iil  (le  siiîiii'?- diili'iTiils:  p:ir  l'cnisccuiciil,  il  r:iii(lr;i  (|M'il  y  ail  an  iiKiiiis 
deux  l'ailcni'S  ('(iri'i'S|)(inilaiils  (■oiiinic  />  —  y  cl  (/  —  y.  (|ui  soiciil  de 
sigillés  coiiliaircs:  dune  il  v  aura  au  moins  une  des  racines  de  re(|n!i- 
liini.  cninnie  y.  i|ui  sera  eiili-e  les  ikhuIh'cs  fi  cl  y.  cVst-ii-dii'c  |)lns  petite 
(|in'  le  |du>  j;raiid  de  ces  deux  ndinhres,  el  plus  i;t'ande  (pu'  le  plus  pelil 
d'enli'c  eux:  iIdiic  celle  racine  scia  neccssairenieni  rccllc. 

■2.  (>)it()i.i,\ii!i;  1.  —  DdiK'.  si  les  n(unlii'es /^  et  1/  ne  dilli'i'cnl  l'un  de 
raiilre  (|iie  de  rnnité  un  d'une  (|a:intilé  moindre  (|ue  rnnilc.  le  plus 
pelil  de  (cs  nomlti'cs.  s'il  est  etiliei',  (Ui  le  niuuhi'e  enliei'  ijui  sera  imnu'- 
dialemenl  moindre  ijuc  le  plus  pelil  de  ces  deux  U(iinl)i'es.  s'il  n'esl  pas 
entii'r.  scia  la  valeur  eiilieri'  la  plus  a|)priichee  d'une  des  racines  de  l'e- 
(Hiatii»!!.  Si    la  dill'el'em'C  cuire  /)  el   f/  esl  plus  grande  (pie  l'uuilc.  al(US, 

nominanl  n,  ti   -    1.  //  -    y. les  nomlires  enliers  ipii  londieni  entre /> 

el  (/.  il  est  clair  (pu'  si  l'on  sulislilne  siiccessiNcmenl.  ii  la  place  de  l'in-' 
('(mnih'.  lc-<  nondires 

\>.     n.     Il  ->-  i .     n  -h  y. (/, 

oh  iroUNcra  nécessairement  deux  substitutions  conseculives  (pii  donne- 
ront (les  n'-suitals  de  si^'nes  dilléiciits:  (loue.  pnis(|ne  les  nonducs  (jui 
(loiiiieront  c(  s  deux  l'esullals  ne  dillércnl  enire  eux  (pu'  de  l'iinilc,  on 
trouvera,  coinme  ci-dessus.  la  \alcni- cnlii're  la  plus  appidcliee  d'une 
des  racines  de  re(|uati()n. 

'.\.  (>)ii()i,i.\nii.  11.  —  Tonic  eipialHui  dont  le  dcinier  lerme  esl  nci^a- 
til.  en  suppo-anl   II'  |ircmiei-  po>ilii".  ;i  uece>siiireuii'nl   nue  racine  réelle 
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positive,  dont  on  poiiiiM  Ifoiivcr  hi  viilciir  eiiiière  l;i  plus  Jipproclicc  en 

substituant,  à  la  place  de  l'inconiuie,  les  noniltres  o,  i ,  ■?.,  ') jus(|u';i 

ee  (|ne  l'on  rencontre  deux  substitutions  qui  donuenl  des  résullals  de 
signe  eonti'aire. 

Car,  en  supposant  le  premier  terme  .r"\  et  le  dernier  —  H  fH  étant  un 
nombre  positif j,  on  aura,  en  faisant  x—  o,  le  résultat  négatif  —  H.  et 
en  faisant  ,r  =:  ao  .  le  résultat  posilii' x: '";  doue  on  aiiia  ici  p  ^  a  et 
q  =  VD  ,  donc  les  nombres  entiei's  intermédiaires  seroui  tous  les  nom 
bres  naturels  i,  2,  3,...;  donc,  etc.  't'.orollaire  précédent,. 

De  là  on  voit  : 

i"  Que  toute  équation  d'un  degré  impair,  dont  le  dernier  terme  est 
négatif,  a  néeessaiiement  une  racine  réelle  positive: 

2"  Que  toute  é(iuation  d'un  degré  Impair,  dont  le  dernier  [crme  est 
positif,  a  nécessairement  une  racine  réelle  négative:  car,  en  cbangeant  .r 
en  — X,  le  premier  terme  de  ré(|uation  deviendia  négatif;  donc,  cban- 
geant tous  les  signes  pour  rendre  de  nouveau  ie  premier  terme  positif, 
le  dernier  deviendra  négatif;  donc  ré(|uation  au)a  alors  une  racine  i-eelle 
positive;  par  conséquent,  l'ecpiation  primitive  aura  une  racine  réelle 
négative; 

3°  Que  toute  équation  d'un  degié  pair,  dont  le  dernier  terme  est  né- 
gatif, a  nécessairement  deux  racines  réelles,  l'une  positive  et  l'autre  né- 
gative; car  premièrement  elle  aura  une  racine  réelle  positive;  ensuite, 
comme  en  cbangeant  .r  en  —  .r'  le  premier  terme  demeure  positif,  la 
transformée  aura  aussi  une  racine  réelle  positive;  donc  ré(|uation  primi- 
tive en  aura  une  l'celle  et  j)egalive. 

4.  Rkmvrquk.  —  Comme  on  peut  Ion  jours  cbanger  les  racines  néga- 
tives d'une  é(|uation  (|m'lcou(]uc  eu  positives  en  cbangeant  seulement  le 
signe  de  l'inconnue,  n((us  ne  considerei'ons  dans  la  suite,  pcuir  plus  de 
simplicité,  ([ue  les  racines  posilives;  ainsi,  (|uand  il  s'agira  d'examiner 
les  raciiu's  d'une  é(|uali(m  donnée,  ou  considerci'a  d'abord  les  racines 
positives  de  cette  écpialiim.  cnsiiile  on  y  cbaugeia  les  signes  de  tous  les 
termes  où  l'inconnue  se  trouvera  élevée  i»  une  puissance  impaire,  cl  r(Ui 
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«•(insidcirni  ilr  iiiciik'  les  liicim-s  positives  de  coite  iidiivelle  e(|iialitiii  ; 

et's  nieines  |»rises  en  iiioins  seront  les  racines  négatives  tie  la  |)i'o|)osée. 

5.  TuKoiiKMi;  II.  —  .SV.  dans  une  équation  (/uctconquc  qui  ait  une  ou 
plusieurs  racines  réelles  et  iné<iales.  on  suhstitue  successivement  à  la  place 
'le  l'inconnue  deux  nornhrcs  dont  l'un  soit  plus  grand  et  dont  l'autre  soit 
plus  petit  que  l  une  de  ces  racines,  et  qui  différent  en  même  temps  l  un  de 
l'autre  d'une  quantité  moindre  que  la  différence  entre  cette  racine  et  cha- 
cune des  autres  racines  réelles  de  l'équation,  ces  deux  substitutions  donne- 
ront nécessairement  deux  résultats  de  signes  contraires. 

En  ellet,  soient  y.  nne  des  racines  réelles  et  inépdesde  ré(|uation,  et  /i, 
y.  ')....  les  autres  racines  (|uelconques;  soit  de  |tlus  o  la  plus  petite  des 
ilillérences  entre  la  racine  y  et  cliac  une  ch's  autres  racines  ié(dles  de 
réi|nation  :  il  est  clair  (|u'en  |trenant  p^cx,  q<i<x  et  />  —  9<^p.  't'S 
.|nantile>  p  —  y.  q  -  y  seront  de  signes  contraires,  et  que  les  (|uantilés 
p  —  [i,  p  —  y....  seront  ciiacune  de  même  signe  que  sa  correspondante 
q  l",,  9  —  y....:  car,  si  p  —  fi  et  y  —  /5  étaient  de  signes  contraires,  il 
taudrait  que  fi  fût  aussi  compris  entre  p  et  q,  ce  qui  ne  se  peut.  Donc  les 
deux  quantités 

[p-x){p-{i){p-y)..., 

(q-=c){q-^){q-y)..., 

c'est-a-dire  les  résultats  des  sull^lillltillns  de  /;  et  q  a  la  plaie  de  riiicon- 
nne  .r  1 1^,  seront  nécessaii-enienl  de  signes  contraires. 

(i  (.oitoi.i.viiiK  I.  —  Donc,  si  dans  une  e(piation  (|uelc(in(|ue  un  snli- 
slitue  successivcMuenl  a  la  place  de  l'inconnue  les  nondires  en  progres- 
sion aritliiiiétiipn' 

A:  ...      A.      'A.      il.     4  A 

les  résultats  corr»  >|)ondaiils  roruieronl  une  suite  dans  la(|uelie  il  y  aura 
.iiitant  de  variations  de  sigiu-s  (|ue  l'équation  proposée  aura  de  racines 
réelles   (lusitives  et    inégales,    mais  dont   les  dilléienees  ne   soient   pas 
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moindres  que  la  différenfe  A  de  la  progression.  De  sorte  que,  si  l'on 
prend  A  égale  ou  moindre  que  la  plus  petite  des  dillérenees  entre  les 
difFérentes  racines  positives  et  inégales  de  l'équation,  la  suite  dont  il 
s'agit  aura  nécessairement  autant  de  variations  de  signe  que  l'équatitm 
contiendra  de  racines  réelles  positives  et  inégales. 

Donc,  si  la  différence  A  est  en  même  temps  égale  ou  moindre  (pir 
l'unité,  on  trouvera  aussi  par  ce  moyen  la  valeur  entii're  approchée  de 
chacune  des  racines  réelles  positives  et  inégales  de  l'équation  '2^. 

Si  l'équation  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  réelle  et  positive,  mi 
si  elle  en  a  plusieurs,  mais  dont  les  dillérenees  ne  soient  pas  moindres 
que  l'unité,  il  est  clair  qu'on  pourra  faire  A  =  i,  c'est-à-dire  qu'on  pourra 
prendre  les  nomhres  naturels  o,  i,  2,  3,..>,  pour  les  suhstituer  à  la  place 
de  l'inconnue;  mais,  s'il  y  a  dans  l'équation  des  racines  inégales  dont 
les  différences  soient  moindres  que  l'unité,  alors  il  faudra  prendre  A 
moindre  que  l'unité  et  telle  qu'elle  soit  égale  ou  moindre  (|ue  la  plus 
petite  des  différences  entre  les  racines  dont  il  s'agit;  ainsi,  la  ditRculle 
se  réduit  à  trouver  la  valeur  qu'on  doit  donner  à  A,  eu  sorte  qu'on  soit 
assuré  qu'elle  ne  surpasse  pas  la  plus  petite  des  différences  entre  les  ra- 
cines positives  et  inégales  de  l'équation  proposée.  C'est  l'ohjet  du  Pro- 
blème suivant. 

7.  Corollaire  II.  —  Toute  équation  qui  n'a  qu'un  seul  changenienl 
de  signe  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  réelle  positive. 

Il  est  d'abord  clair  que  l'équation  aura  nécessairement  une  racine 
réelle  positive,  à  cause  que  son  dernier  terme  sera  de  signe  différent  dn 
premier  ('3j. 

Or,  soient  fen  supposant  le  premier  terme  positif  comme  à  l'ordinaire) 
X  la  somme  de  tous  les  termes  positifs  de  l'équation,  et  Y  la  somme  de 
tous  les  négatifs,  en  sorte  que  l'équation  soit  X  —  Y  =  o;  et,  puisqu'il 
n'y  a  par  l'hypothèse  qu'un  seul  changement  de  signe,  il  est  clair  que  les 
puissances  de  l'inconnue  x-  du  polynôme  X  seront  toutes  plus  hautes  que 
celles  du  polynôme  Y;  de  sorte  que,  si  x^  est  la  plus  petite  puissance 
de  .r  dans  le  polynôme  X.  cl  qu'on  divise  les  deux  piilvnômes  X  et  Y 
11.  (ùj 
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|i;ir.j',  l;i  (|ii;iiilitf  ^  ne  (•(iiiliciiiliiMjur  des  puissances  posilivrs  de  .f,  cl 
lii  (|uuii(itc  ni'  (•(Mili<'n(lra  (|ui'  tics  puissances  nei;atives  de  .»•;  d'où  il 
s'eiisiiil  (iiic,  r  ci'dissaiil,  la  valcuide  devra  ci'oiti'e  aussi,  et,  x  dinii- 
iiuanl.   —   diminuera  aussi,  ii  nmins  (lue  le  pidvnorne  \  ne  ciinlienne 

,.r  1  1 

(|Ui'  le  seul  terme  .r'.  aii(|ucl  cas  —  sera  toujours  une (|uanlile  <M(nstanle; 

au  coulraii-c,  r  croissant,  la  valeur  de  -     diminuera  necessairemeiil  ,  et, 

r'' 

.r  diminuant,     -  ira  en  anifuienlanl.  Or,  soit  a  la  racine  réelle  et  positive 

X        Y 

de  re(iiialion.  ou  aura  donc,  loistiue  jt  —  a,  X       V:  donc  aussi  -—  =  -— ; 

donc,  eu  sulisiiiuant  au  lieu  de  .»•  des  nomlires  (|U(dcon(pM's  plus  i;rands 

\         Y 

i|iie  a,  on  aura  toujours  —7  >  —7  et  |)ar  conse(|uent  X  —  Y  égal  ;i  un 

nomliic  positil;  l't,  eu  substituant  au  lien  de  x  des  nombres  moindres 

\        Y 

<|ue  «,  on  aura  toujours  ^  -C  ~^r'  '"'   !''"'  «onsoquent  X       Y  égal  à  un 

nombre  négatif;  donc  il  sera  impossible  que  l'équation  ait  des  racines 
réelles  positives  plus  grandes  ou  plus  petites  (ine  a. 

8.  PitoBi.KMK.  —  l'rte  i(iiiati(>n  (iiirIcorK/iic  clanl  donnée,  Irouver  une 
autre  équation  dont  les  racines  soient  les  différences  entre  les  racines  de 
I  équation  donnée. 

Soit  dorniee  re(|ualion 

<  H  '  »  "  -  A  .»-"   '  -r  B.r'"   -•  —  C.r'"  >  4- .  .  .       o. 

On  sait  ^\\\^^  .1  peut  i-lre  indiliéremmenl  égal  à  une  (|U(dc(Ui(|ue  de  ses  ra- 
cines; or,  soit  J'i  une  aulic  racine  (|iudcon(|ue  de  la  niènie  e(|uation,  en 
sorte  que  l'un  ait  aussi 

X'"  —  A 3:7-'  4-  Bar^'-*  —  Car"'^'  -1-  .  .  .  =  o, 

et  suit  (/  la  dilleiencf  entre  les  deux  racines  .r  et  x^,  de  manii'rc  (juc  l'on 
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ail  .X,  =  j-h  u;  substituant  cette  valeur  de  x^  dans  la  dernière  équation, 
et  ordonnant  les  ternies  par  rapport  à  u,  on  aura  une  équation  en  //  tlii 
même  degré  m,  laquelle,  en  tommcneant  par  les  dt-rniers  termes,  sera 
de  cette  (orme 

X   -f-  V  H  -1-  Z  h'  -I-  V  //'  H-  .  .  .  H-  M"'  =:  O, 

les  cocniricnts  X,  Y,  Z,...  étant  des  l'onctioiis  de  .r  telles  quf 

X  =  X"'  —  kx"-'  -f-  Bo.-"'-'  —  Cjt"'^'  h-  .  . . , 

Y  =  mx'"~'  —  (m  —  i)\x^---i-  (m  —  ■i)Bx"'  '  —  ■■ ., 

m  (  m  —  I  )         ,       (  m  —  I  )  (  m  —  2  )  . 
Z  —  — ^ '  X'"--  —  ^ '-^ '  A;r^'  +  .  .  . , 


c  est-a-dnc 


Y  —  —       Z  —  -  —       Y  —  —  — 

dx  2   dx-  2.3   dx' 


Donc,  puisque  par  l'équation  donnée  iB;  on  a  X  =o,  l'équation  précé- 
dente étant  divisée  par  u  deviendra  celle-ci 

(  C  )  Y  -I-  Z  «  +  ^"  «-  ^  . . .  -I-  «"'^'  =  o. 

Cette  e(|uation,  si  l'on  y  substitue  pour  œ  une  quelconque  des  racines  de 
l'équation  (By,  aura  pour  racines  les  ditrérences  entre  cette  racine  el 
toutes  les  autres  de  la  même  équation  (B);  donc,  si  l'ou  combine  les 
équations  (By  et  fCj  en  éliminant  x,  on  aura  une  équation  en  u  dont  les 
racines  seront  les  difl'érences  entre  cliacune  des  racines  de  l'équation  (B) 
et  toutes  les  autres  racines  de  la  même  équation;  ce  sera  l'équation 
cherchée. 

Mais,  sans  exécuter  cette  élimination  (|ui  serait  souvent  tort  labo- 
rieu.se,  il  suffira  de  considérer  : 

1°  Que  «,  j5,  y,...  étant  les  racines  de  ré(|uation  en  r,  celles  de  ré(|ua- 
tion  en  u  seront 


7  -  a.     y  — 


d'où  l'on  voit  que  ces  racines  seront  au  nombre  de  ni  [m  —  i ;,  et  (|uc  de 

tX). 
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plus  l'Ilo  scioiil  r^.ilfs  deux  à  (h'ux,  et  do  si^iii's  f(iiilraiics;  de  sorli- 
(|iif  ri'(|ii;ilii»ii  rii  II  iii;iii(|ii('i';i  iifccssîiirciiiriit  de  loiilcs  les  |iliiss;mr('S 

mipiiiics  de  u.  Donc,  fii  faisant —■  n  cl  «^  —  *•,  rc(|iiali()ii  dont 

il  s'ajiil  scia  de  celte  foiinc 

Il  ('"  —  rti'"-'  +  hv"  ''  —  ce"  '  -I-  .  .  .  ^;  <)  ; 


■->"  (Jnc  X  —  p  '^  ;«  —  •/]*,  f^  — y)*,...  étant  les  dillerenles  valeurs 
de  c  dans  re(|ualion  (D),  le  coeilicient  a  sera  égal  ii  leiii  soiimie.  le 
cdellicieiit  h  il  la  somme  de  tous  leiii's  produits  deux  ;i  deux.  etc.  Or  il 
est  facile  de  voir  (|ue 

(a-P)'-)-(a--/P-(-((3-yP  +  ...=(m-i)(a:'+3'+y'  +  ...) 


mais  on  sait  i|iie 

donc  on  aura 
savoir 


a:l3  -r  ay  +  j3y  -(-...  =  B, 
2--i-^=  +  y»-(-...  =  A»-  aB; 

a  =  (/w-i){A'-  ?.H)-  ?.B, 

(/  =r  (  m  —  I  )  A'  —  9.  i/i  B  ; 


et  Ton  pourra  de   la   même  luanii'ie  trouver  la  valeur  des  autres  coclïi- 

cienls  II,  V 

pour  V  paiveiiir  plus  l'acileiiieMl.  supposons 

A,  =  a  -I-  (3  +  y  ■+-.  . .,  ' 

A,  =  a'  -<-  ^'  -t-  y'  -*- . . . , 
A,  —  a»  -t-  3»  +  y>  -+- 


el  l'on  aura,  comme  on  sait, 


A,  =  A, 

A,=  AA,-  ?B, 

A,=  AA,-BA,-i-3(;. 

A.  =  AA,-  BA.  +  CA,-  41). 
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Sii|)posuns  de  plus 

a,=  (a-[3)'  +  (a-y)<  +  ((3-y)'  +  ..., 


il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura 

i\-  —  \,\ 
a,  =  (w-i)A,— 2  ( — -\, 

a,=  (m  -  i)  A,  -  4(A,  A3-  A.)  +  6  (  "^^  ~  '^'  ) , 

a3  =  (m-i)As-6(A,As- As)  +  i5(A.A,-A,)-2o  /:^i-Zl^\, 


ou  bien 

a,  =  AH  Aï  —  2  — -, 

a,=  wA,  — 4A,  As-(-6— il 

2 

A" 

a,  =  m  As  —  6  A,  As  +  1 5  A,  A,  —  20  — -  > 

2 

et  en  général 

rt„  =  wA,„  —  2aA,  A.,„_,  4-  -f-î— ! ^  A:  A,  „_.,  —  .  .  . 

-y-  '."      '  2  *  f-      * 

±  2  F_(  2^f^  —  l)(2^—  2)...(fX  +  l)    A^ 

1.2.3.  .. a  2 

Les  (juantites  «,.  a.^.  «;, étant  ainsi  connues,  on  auia  stii-le-cliaiiip  les 

valeurs  des  coellicienis  a,  h.  c\...  de  l'équation    D;  pai'  les  l'orniules 


«=  a,, 

1^       aa,  —  «: 

2 

6a,  —  aa,  ■+■  «j 

''-              3 

,       cOi  —  ha,  -f-  ««3  — 

a, 

''-             4 

.Vinsi  l'on  pourra  deleruiiner  dii-eclen)enl  les  coellicienis  a,  h.  c,...  de 
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r<(|ii;itii>ii    (^    |i;ii   (ciix  ilc  r('(|u:Uion  donnée  (B,-  Pour  rcla  on  clit-r- 
iIiit;i  il'iilionl  par  les  lormiilrs  ti-ilessiis  les  valcuis  des  quantités  A,,  Aj, 

A jus(|u'ii  Ai,,;  t'iisuitc,  à  l'aide  de  celles-ci,  on  cherchera  celles  des 

(|iiaiilites  rt,,  a.j,  a,,,...  jus(|n'à  a,„  et  enfin  par  ces  dernières  on  trouvera 
li's  Milciiis  ilieicliées  des  ciiellicienls  a,  h.  c 

'.t.  HiiMMini  i;.  Il  est  lion  de  reniaiMpKT  que  re(|iiali()n  (Dj  exprime 
ejçalenienl  les  dillerences  entre  les  racines  positives  et  négatives  de 
rei|ualioi)  ■]ij,  de  sorte  que  la  même  équation  aura  lieu  aussi  lorscpi'on 
changera  x  en  —  x  putir  avoir  les  racines  négatives  (4j. 

De  plus  il  est  clair  que  l'équation  (Dj  sera  toujours  la  nieine.  soil 
qu'on  augnuMite  ou  (|u'on  diminue  toutes  les  racines  de  ré(|uation  pro- 
poser d'une  lueine  (|uanlité  (|uelcon(]ue;  donc,  si  cette  équation  a  s(ni 
sridiid  ternie,  on  pouira  le  l'aire  disparaître,  et  cherchant  ensuite  l'équa- 
lioM  en  r  qui  en  résultera,  on  aura  la  même  équation  qu'on  aurait  eue  si 
l'on  n'avait  pas  (ait  évanouir  le  second  terme;  mais  révan(tuissenit  iit  de 
ce  terme  rendra  toujours  la  recherche  des  coellicients  a,  b,  c...  un  peu 
plus  l'acile.  pMKc  (|u'on  aura  A  --- o,  et  par  consé(|uent  aussi  A,  ~  o,  de 
soiir  que  les  lonmih's  du  nunieid  |trecedenl  dcviendroiil 


A,  =-  o, 

A:=  -  aB, 

A,=  3C, 

A,=  -BA,-4D, 


«,  =  mA-, 

«j=  mA,  -t-  6  — '  1 

2 

\' 
aj=  mA,.  -^  i5A:  A.  —  ao  — ^ 


b^' 


DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  551 

10.  CoROLLAiiiK  I.  —  Puis(|iu'  Ics  l'acmes  de  l'équation  Dj  sunl  les 
carrés  des  dilTérences  entre  les  racines  de  l'équation  pnqiosée  (B;,  il  esl 
clair  que  si  cette  équation  Dj  avait  tous  ses  termes  de  même  signe,  au- 
quel CMS  elle  n'aurait  aucune  racine  réelle  et  positive,  il  est  clair,  dis-je, 
que,  dans  ce  cas,  les  différences  entre  les  racines  de  l'équation  (By  se- 
raient toutes  imaginaires;  de  sorte  que  cette  équation  ne  pourrait  avoir 
qu'une  seule  racine  réelle,  ou  bien  plusieurs  racines  réelles  et  égales 
entre  elles;  si  ce  dernier  cas  a  lieu,  on  le  reconnaîtra  et  on  le  résoudra 
par  les  méthodes  connues  voyez  aussi  plus  bas  le  §  II);  à  l'égard  du 
premier  cas,  il  s'ensuit  du  n"  6  (]u'(im  pourra  prendre  A  =  i . 

il.  Corollaire  II.  —  Si  l'equation  B^  a  un  ou  plusieurs  couples  de 
racines  égales,  il  est  clair  que  l'équation  i  D)  aura  une  ou  plusieurs  va- 
leurs de  f  égales  à  zéro,  de  sorte  qu'elle  sera  alors  divisible  une  ou  plu- 
sieurs fois  par  ^';  cette  division  faite,  lorsqu'elle  a  lieu,  soit  l'équation 
restante  disposée  à  rebours  de  cette  manière 

(E)  I  -)-  ai'  -t-  jâv'  -)-  /f'  -H.  .  .  H-  571''=  O, 

r  étant  =  ou  <  n;  qu'on  fasse  i>  —  —■>  et  ordonnant  l'equation  par  rap- 
port av.  on  aura 

(  F  )  ,)•'  -f-  xy-'  -h  |S,)-'-=  -t-  y.r'-'  -(-...  -i-  ro  =  o. 

Qu'on  cherche  par  les  méthodes  connues  la  limite  des  racines  |)ositives 
de  cette  équation,  et  soit  /  cette  limite,  en  sorte  que  /  surpasse  chacune 

des  valeurs  positives  de  v;  donc  j  sera  moindre  que  chacune  des  valeurs 

|tosilives  de  -  ou  de  c,  et  par  conseciucMl  moindre  (|uc  ciiaciine  des  va- 
leurs de  «-,  à  cause  de  e  =  «^    Problème  précèdent  . 

Donc  — -  sera  nécessairement  moindre  qu'aucune  des  valeuis  de  //. 

c'est-a-dire  qu'aucune  des  différences  entre  les  racines  reelli-s  et  inégales 
de  l'équation  proposée    Bj. 
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I"  Si  v/<  '.  :ilors  on  sera  sûr  (|ih'  r(''(|u;iti()ii  Hj  n'aura  point  de  ra- 
cines réelles  dont  les  dilïérenees  soient  moindres  (|ue  l'unité;  ainsi  dans 
ce  eas  on  |iourra  t'aiie  sans  scrupule  ^  —  i  (6); 

■Ji"  .Mais  si  y/  =  ou  >  i.  alors  il  peut  se  faire  (|u'il  \  ait  dans  l'équa- 
lion  B  des  racines  dont  les  dilïérenees  soient  moindres  que  l'unité; 
mais,  comnu'  la  plus  petite  de  ces  différences  sera  toujours  nécessaire- 
niriil   plus  tiiande  que  -    •   on  pourra  toujours  prendre  A  égal  ou  <<  -^ 

uunieio  cite ,. 
Kn  jîeneral.  soit  /•  le  n(Uiilire  entier  (\u\  est  ('<^\i\  (Ui  ininiédiatement 
plus  iiiaiid  (|ue  \  /,  et  l'on  pourra  toujours  prendre  A  =  j- 

12.  Scoi.ii;!.  —  Quant  ii  la  uianière  de  liouver  la  limite  des  racines 
d'une  équation,  la  plus  commode  et  la  plus  exacte  est  celle  de  Newton, 
laquelle  consiste  à  trouver  un  nombie  dont  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée étant  diminuées.  ré(|uation  résultante  n'ait  aucune  variation  de 
signe;  car  alors  cette  équation  ne  pourra  avoir  que  des  racines  négatives; 
par  conséquent  le  nombre  dont  les  racines  de  la  proposée  auront  été 
diminuées  surpassera  nécessairement  la  plus  grande  de  ces  racines. 

Ainsi,  pour  cIiimcIiit  la  limite  /  des  racines  de  !'é(juation 

(  F)  _)■'-•-  a.)"'"'  H-  ^J-'~''  -h  y)-'- '-(-.  .  .  -t-  ID  =:  o, 

on  y  mettra  V  H- /  au  lieu  de  v.  et  (U'donnanl  ré(|uati(in  résultante  par 
rapport  à  v,  elle  deviendia 

P  -+-  Q.)  -h  Ri-  -4-  S.r'  -t-  ...-+-}•'=  o, 
dans  la(pH-llr 

P  =  /'  -t-  a/'-  -h  ^l'-'-hyl'->  -H  .  .  .  -^  cj, 

Q=r/'-'-t-(r— !)«/'-= -^-(;•- 2  )(3/'  '  +  ..., 

2  2 

2.3  ■  ■  ■' 
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L'I  il  n'y  aura  qu'a  {'IumtIut  une  valeur  de  /  qui,  élanl  siilistitiice  dans  les 
quantités?,  Q,  R,...,  les  rende  toutes  positives;  en  coninieneant  par  la 
dernière  de  ces  quantités,  laquelle  n'aura  que  deux  termes,  et  renionlant 
successivement  aux  (pianlités  précédentes,  on  déterminera  facilement  le 
plus  petit  nombre  entier  qui  pourra  être  pris  pour  /,  et  qui  sera  la  liniilc 
la  plus  proche  cherchée. 

Si  l'on  voulait  éviter  tout  tâtonnement,  il  n'y  aurait  qu'à  prendre  pour  / 
le  plus  grand  coelficient  des  termes  négatifs  de  l'équation  F  i  augmenté 
d'une  unité;  car  il  est  facile  de  prouver  qu'en  donnant  à  /  cette  valeur, 
les  quantités  P,  Q,  R,...  seront  toujours  positives. 

Cette  manière  d'avoir  la  limite  des  racines  d'une  équation  quelconque 
est  due,  je  crois,  à  Maclaurin;  mais  en  voici  une  autre  (jui  donnera  le 
plus  souvent  des  limites  plus  approchées. 

Soient 

—  UJ''^""  —  y  y'-"  —  crr'"''  —  .  .  . , 

les  termes  négatifs  de  ré(iualion  F  ;  on  prendra  pour  /  la  somme  des 
deux  plus  grandes  des  quantités 

OU  un  nombre  quelconijue  plus  grand  que  cette  somme.  Cette  proposi- 
tion peut  se  démontrer  de  la  même  manière  que  la  précédente;  ainsi 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Au  reste,  il  faut  observer  que  les  limites  trouvées  de  l'une  (Ui  de  l'autre 
de  ces  deux  manières  seront  rarement  les  plus  prochaines  limites;  pour 
en  avoir  de  plus  petites  on  essayera  successivement  pour  /  des  nombres 
moindres,  et  l'on  prendra  le  plus  petit  de  ceux  (|ui  satisferont  aux  con- 
ditions ([ue  P,  Q,  R,...  soient  des  nombres  positifs. 

13.   ScoLiE  II.  —  Avant  donc  trouve  la  limite  /  des  racines  <le  l'ecpui- 
tion  (F),  et  pris  X:  égal  ou  immédiatement  plus  grand  (pic  \ /.  on  fera 
A  ^  y  (10  I,  et  l'on  subsliluera  successivemenl  dans  l'ccpiatitui  proposée, 
II.  70 
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il  l;<  |il;irf  lie  riindiiiiiif,  les  iKiiiihrfS 


"'  V  V  y-- 

l.->  icsiilliils  vfiiaiil  (II'  l'fs  sulislilulioiis  tormi'roiil  imc'sctic  dans  la- 
.|ii.'lli'  il  \  allia  aillant  ilc  variations  de  signe  ipir  rciiiialiun  proposée 
.•..iitieiitlra  lie  laeiiies  réelles  positives  et  iiiéjj;ales.  et  de  plus  eliaeiine  de 
ces  raeiiies  se  troii\eia  entre  les  deux  résnilats  eoiiseentils  qui  seront  de 
si-ne  diller.'iit.  de  sorte  que  >i  les  nonihies  ^  et  — ^     donnent  des  lesiil- 

I,        l,~x 
lat>  de  si^iue  eoiitiaire,  il  y  aiiia  une  racine  entre  j  et     —j^:  par  eoiise- 

qiieiit  le  iioiiilire  entier  qui  a|qtroiliera  le  plus  de  ^  sera  la  valeur  entière 
appioeliee  de  cette  racine    2   . 

Ainsi  l'on  cicnnailra,  |)ar  i  e  moyen,  non-seuleinent  le  iioinlire  des  la- 
ciiirs  punitives  et  inei;ales  de  l'équation  proposée,  mais  encore  la  \alem 
i-iiliere  appi'ocliee  de  cliacime  de  ces  racines. 

Vu  reste,  il  est  clair  que  si  l'on  trouvait  un  ou  plusieurs  résultats 
<-;;au\  a  /ero,  les  iKUiilues  qui  auraient  donne  ces  résultais  seraient  (les 
racines  exactes  de  re(|uation  |)roposee. 

pMin  l'aeiliter  et  aliréi;er  ce  calcul,  on  fera  encore  les  remarques  sui- 
vantes : 

I"  .Si  l'on  clierclie  par  les  inéthodes  des  numéros  précédents  la  limite 
dis  racines  positives  de  l'éipiatioii  [U'oposée,  il  est  clair  (|n"il  sera  inutile 
d'y  Milistilinr  ii  la  place  de  rinconnue  des  iKunlires  pins  ij;ranils  (|ue  celte 
limile;  in  ellet.  il  est  lai  ilr  de  Voir  qu'eii  siiltslitiiaiit  des  nomlires  plus 
^;raiid>  que  celte  liinilr  un  aura  toujours  nécessairement  des  n-sullals 
pDsitii's.  .\iiisi,  nomniant  /  la  limite  dont  il  s'agit,  le  noinlire  des  snl)sti- 
tiiliiiiis  ;i  |';iiie  sera  i-gal  a  '/  k.  et  par  coiisi-queiil  lonjours  limité. 

IJi  ^'eni'ial ,  sans  cliiii  Inr  la  limite"/,  il  siillira  de  pousser  les  snlisti- 
liilions  jusqu'il  ce  ipie  le  premier  terme  de  ri'qnatiim,  on  la  somme  des 
pieinirrs  leiiiies,  >'il  y  en  a  plusieurs  conseciitils  avec  le  même  signe  -+-, 
>oil  c^^alr  on  plii>  ^'laiide  que  la  somme  de  tous  lis  lermes  négalirs;  car 
il  esl  lacilr  de  |(iiiiiver.  par  la  mi'lliode  du  11"  7,  qu'en  iliiniiaiil  ;i  rincoii- 
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nue  des  valeurs  plus  grandes  on  aura  toujoui-s  à  rinfiiii  des  résultats 
positifs. 

1^  Au  lieu  de  substituera  la  place  de  l'inconnue  x  les  tractions  -ji  t'--j 

on  y  mettra  d'ahord  -r  à  la  place  de  r,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on 

multipliera  le  coelficient  du  second  terme  par  A-,  celui  du  troisième  ternie 
par^-,  et  ainsi  des  autres,  et  l'on  y  substituera  ensuite  à  la  place  de  x 
les  nombres  naturels  o,  1,2,  3,...,  jusqu'à  ta  limite  de  cette  équation, 
ou  bien  jusqu'à  ce  que  le  premier  terme,  ou  la  somme  des  premiers, 
quand  il  y  en  a  plusieurs  consécutifs  avec  le  même  signe,  soit  égale  ou 
plus  grande  que  la  somme  des  négatifs;  par  ce  moyen,  les  résultats  se- 
ront tous  des  nombres  entiers,  et  les  racines  de  l'équation  proposée  se 
trouveront  nécessairement  entre  les  nombres  consécutifs  qui  donneront 
des  résultats  de  signe  contraire,  ces  nombres  étant  divisés  par  k,  comme 
nous  l'avons  vu  plus  haut. 

3°  Soit  711  le  degré  de  l'équation  dans  laquelle  il  s'agit  de  substituer 
successivement  les  nombres  naturels  o,  i,  2,  3,...;  je  dis  que,  dès  qu'on 
aura  trouvé  les  m  -i- 1  premiers  résultats,  c'est-à-dire  ceux  qui  répondent 

à  X  ^  o,  1,  3 m,  on  pourra  trouver  tous  les  suivants  par  la  seule 

addition. 

Pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  cbercher  les  différences  des  résultats  trou- 
vés, lesquelles  seront  au  nombre  de  m,  ensuite  les  différences  de  ces  dif- 
férences, lesquelles  ne  seront  plus  qu'au  nombre  de  m  — i,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  la  diff'érence  m""" . 

Cette  dernière  (lilIÏTciue  sera  nécessairement  constante,  parce  que 
l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  est  m\  ainsi,  on 
pourra  continuer  la  suite  des  différences  nî""'  aussi  loin  qu'on  voudra, 
en  répétant  seulement  la  même  différence  trouvée;  ensuite,  par  le  moyen 
de  cette  suite  on  pourra,  par  la  simple  addition,  continuer  celle  des  dif- 
férences w  — I  '""",  et,  à  l'aide  de  celle-ci,  on  pourra  continuer  de 
même  la  suite  des  différences  [m  —  -xf"",  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
que  l'on  arrive  à  la  première  suite,  qui  sera  celle  des  résultats  cherchés. 

Il  est  bon  d'observer  ici  que,  si  les  termes  correspondants  des  diffe- 

70. 
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niilcs  suilc*  iloiit  nous  pitrlmis  fiaient  li>us  |tosili(s,  les  Icrnu's  snivants 
.l.ms  1  li;u|Uf  siiilc  M'iaicnt  Ions  anssi  positifs.  Ov.  |tnis(|ni'  la  tiornière 
.liir.n'iiu'  est  ii>ujoui-s  |Kisiti\i'.  il  est  clair  »|n'on  parvit  luIra  ncccssaire- 
iii>  lit  ilaiiN  1  lia(|n«'  suiti-  à  lics  tt-iincs  tons  pnsitil's:  ain>i ,  il  snllira  de 
•  .iiilMHitr  tontes  ees  snites  jus(|n'à  ce  qne  lenrs  ternie^  correspondants 
Si>ieni  dcM-nns  tons  [lositil's.  |iarce  ijn'aloi^  on  sera  sni- (pie  la  série  des 
r.--iill.il>.  coniinnee  an>si  loin  ijn'on  vondr'a,  sera  tonjouis  positive,  et 
.pu-  par  coiisecpient  elle  m-  contiendra  pins  ancnne  \aiiatioii  de  signe. 
Pniir  et  laircir  cei  i  par  un  exemple,  suit  proposée  l'cipialion 
x'  ^  ti3  X  -^  1 8t»  =  o  : 
■  n  tronvera  d'aliord  «pie  les  resnitats  (|ni  repondent  à  .v  =  o,  i.  2,  i,..., 
»iiiii  iSt).  127,  71.  :'7.  d'uii  l'un  |>onrra  tirer  les  dillereiices  premières 
— '">2.  —  ">G.  —  '\\.  les  dillerenei'S  den\ii'me>  (i.  i-.>.  et  la  dillerenee 
Iroi-icine  <»;  jiinsi.  cm  t'ormera  les  tjnatre  séries  suivantes 

ô  ti  (i  {">  (i  t)  l).... 

Il  I  ^  18  :>4  3o  j(i  4--  •  ■• 

^  t")  >  j»;      —  44      —  3t>        —  2  ?.>s         ()4 .... 


dont  la  lui  i-st  «pie  cliaipie  ternii-  est  e;:al  à  la  somme  du  terme  pri(  edeni 
di-  la  même  série  et  de  II  lui  qui  y  e>t  au-dessus  dans  la  série  précédente; 
de  sorti-  ipi'il  est   |i(s-|;i(  ile  de  coiitinner  ces  selles  aussi    loin  qu'on 

V Ira. 

<  ir.  la  dernién-  de  ces  quatre  séries  sera,  comme  ou  voit,  celle  des  ré- 
sultats qui  \ioniiei)t  di-  la  substitution  des  iiondires  naturels  o.  1 ,  2 

.1  l.t  pl.K  e  d<-  t  dans  l'cquatioii  pnqiosee,  et  couillle  les  Icriues  de  la  sep- 
liéiiir  coioiiiic.s.ivoir  ().  '|2,  (i  j.  27,  sont  tous  po.siiils,  il  s'ensuit  qne  les 
(•■iiiiis  snivaiils  seront  tous  aussi  positifs,  de  sorte  «pie  hi  série  des  résul- 
l.il.s.  rontiiiiiee  .uissi  loin  «pi'oii  voiidia.  n'auia  plus  am  une  \aiiation  de 

sl^'lK-. 

IV.  IUm\i;oi  }..  On  ;ivait  ilejii  lemanpie  «pie  l'on  piMivait  trouver  la 
N;ileiir  appro.  h..-  «le  t'Uilts  les  ra«ines  ie«dles  «i  iue^Ml.s  .rum-  e«ination 
.pi.lroii.pn- .-Il  \  snl.sliinaiii  sn«-.i'ssivemi'nl .  a  l:i  phiei'  «le  rinc«innue. 
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•litTérents  nombres  en  progression  arithmétique;  mais  cette  remarque  ne 
pouvait  pas  être  d'une  grande  utilité,  faute  d'avoir  une  méthode  pour 
déterminer  la  progression  qu'on  doit  employer  dans  chaque  cas,  en 
sorte  que  l'on  soit  assuré  qu'elle  fasse  connaître  toutes  les  racines  réelles 
et  inégales  de  l'équation  proposée.  Nous  en  sommes  heureusement  venu 
à  bout  à  l'aide  du  Problème  du  n°  8. 

Au  reste,  nous  verrons  encore  ci-après  d'autres  usages  de  ce  même 
Problème  par  rapport  aux  racines  égales  et  imaginaires. 

^  II.  —  De  la  manière  cVavoir  les  racines  égales  et  imaginaires 
des  équations. 

15.  Nous  n'avons  considéré  dans  le  paragraphe  précédent  que  les  ra- 
cines réelles  et  inégales  de  l'équation  proposée  B  ;  supposons  mainte- 
nant que  cette  équation  ait  des  racines  égales;  dans  ce  cas,  il  faudra  i  1 
que  l'équation  (D)  soit  divisible  autant  de  fois  par  v  qu'il  y  aura  de  com- 
binaisons de  racines  égales  deux  à  deux;  par  conséquent,  il  faudra  qu'il 
y  ait  dans  cette  équation  (D)  autant  des  derniers  termes  qui  manquent; 
ainsi,  on  connaîtra  d'abord  par  ce  moyen  combien  de  racines  égales  il  y 
aura  dans  la  proposée. 

Or,  puisque  dans  le  cas  des  racines  égales  on  a  nécessairement  m  =  o 
(8),  l'équation  Cj  du  même  numéro  donnera  pour  ce  cas  Y=  o;  ainsi, 
il  faudra  que  les  deux  équations  en  x,  X  =  o  et  Y=  o,  aient  lieu  en 
même  temps  lorsque  x  est  égal  à  une  quelconque  des  racines  égales  de 
l'équation  (B). 

On  cherchera  donc,  par  les  méthodes  connues,  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  polynômes  X  et  Y,  et,  faisant  ensuite  ce  diviseur  égal 
égal  à  zéro,  on  aura  une  équation  qui  ne  sera  composée  que  des  racines 
égales  de  la  proposée,  mais  élevées  à  une  puissance  moindre  de  l'unité. 

Soient  R  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  Y,  et  X,  le  quo- 
tient de  X  divisé  par  R,  il  est  facile  de  voir  (juc  l'éijuation  X,  =  o  con- 
tiendra toutes  les  mêmes  racines  que  l'équation  proposée  X  =  o,  avec 
cette  ditférence  que  les  racines  multiples  de  celte  équation  seront  simples 
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<hiiis  r.'(|ii:iliiiii  X,  =^0;  ainsi,  rcqualioii  X,  —  n  sera  dans  le  ras  des 

niftliiuifs  prén'cUuilcs. 

On  pciil  (Micore,  si  l'on  vont,  trouvor  di'ux  i-ciualions  st'[»ar't'os,  dont 
l'uni-  coulicnnt'  sculfinonl  les  racines  égales  de  l'équation  X  =  o,  et 
donl  raiiliT  eonlicnne  les  racines  inégales  de  la  même  é(|nalion.  Pour 
.-.■la,  il  n'v  aura  qn'ii  clieirlier  encore  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
|»ol\nonn's  X,  el  V,  cl.  nommant  ce  diviseur  R,.  on  prendra  le  (luotient 
d.'  \,  divise  |)ar  R,.  le(|nfl  clant  nommé  X.,  on  l'era  ces  deux  et|ualions 
\.      0     cl     H,      o. 

La  première  contiendra  seulement  les  racines  inégales  de  l'ciiualion 
X  =  o,  et  la  seconde  contiendra  seulement  les  racines  égales  de  la  même 
équation,  mais  chacune  une  seule  fois;  de  sorte  (|ue  les  deux  éijualions 
Xj  —  o  et  R,  =^  o  n'auront  (jne  des  racines  inégales,  et  par  conséquent 
seront  susceptildes  des  méthodes  du  paragraphe  |)récé(lcnl. 

I(i.  Connaissant  ainsi  le  nombre  des  racines  réelles  tant  inégales 
qu'égales  de  re(|uation  prtqtosee,  si  ce  nombre  est  moindre  (jue  le  degré 
de  re(|uation.  on  en  conclura  que  les  autres  racines  sont  nécessairement 
imaginaires. 

lui  général,  pour  (|ue  ré(|uation  Hj  ait  toutes  ses  racines  réelles,  il 
faut  (|ue  les  valeurs  de  u  soient  réelles  aussi;  donc  il  faudra  cjuc  les  va- 
leurs de  II-  nu  dr  i  soient  toutes  réelles  et  positives;  par  conséquent,  l'é- 
qualinn  D  du  n"  S  doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et  positives;  donc 
il  faudra,  par  la  régie  connue,  que  U's  signes  de  cette  équation  soient 
alternativemcMl  positifs  el  négatifs;  de  sitrte  (pie,  si  cette  condition  n'a 
pas  lieu,  re  sera  une  maripie  siire  que  l'équation  '^B)  a  nécessairement 
des  racines  imaginaires. 

Or,  on  sait  ([lie  les  racines  imaginaires  vont  toujours  en  nombre  pair, 
•■I  qu'elles  peuvent  se  mettre  deux  à  deux  sous  celte  forme 

«  et  *  étant  des  (|uantiles  réelles;  doue  on  aura 
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et  par  conséijuenl 

.  =  -4(3'; 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  (Dj  aura  nécessaironicnt  autant  de  racines 
réelles  négatives  qu'il  y  aura  de  roupies  de  racines  imaiçinaires  dans 
l'équation  (  Bj. 

Donc,  si  l'on  fait  p  =  —  »>,  ce  qui  changera  l'équation  '  Dj  en  celle-ci 

(  G  )  w"  —  au>"~'  +  h  u'"-^  —  c(v"~'  -<-  .  .  .  =  G, 

celte  équation  aura  nécessairement  autant  de  racines  réelles  positives 
qu'il  y  aura  de  couples  de  racines  imaginaires  dans  l'équation  (Bj. 

Donc,  si  dans  l'équation  (G)  il  n'y  a  qu'un  seul  changement  de  signe, 
l'équation  (B)  n'aura  que  deux  racines  imaginaires  (7). 

17.  Il  suit  du  numéro  précédent  que,  pour  avoir  la  valeur  des  racines 
imaginaires  de  l'équation  (B),  il  n'y  a  qu'à  chercher  les  racines  réelles 
positives  de  l'équation  (G).  En  eilet,  soient  »•',  iv",  iv'",...  ces  racines. 

on  aura  d'abord  - — >  - — >  ^ — >•••  pour  les  valeurs  de  jS;  ensuite,  pour 
trouver  les  valeurs  correspondantes  de  a,  on  substituera,  dans  l'équa- 
tion fB),  <x  -+-  jSv'— 1  à  la  place  de  x,  et  l'on  fera  deux  équations  sépa- 
rées des  termes  tous  réels  et  de  ceux  qui  seront  multipliés  par  y  —  •  ;  dt* 
cette  manière  on  aura  deux  équations  en  «  de  cette  forme 

l  z"  +  Pa"-' -t-Qa"'~'-i-- .  .  =  0, 
(   m  a""'  -+-  p  x"'~-  -H  q  a"'~'  -t- .  .  .  =  o, 

dans  lesquelles  les  coefricients  P,  Q,.  .,  p,  q,...  seront  donnés  en  a,  h, 
c,...  et  en  [i. 

Donc,  si  l'on  donne  à  /3  quelqu'une  des  valeurs  précédentes,  il  faudra 
nécessairement  que  ces  deux  équations  aient  lieu  en  même  temps,  et  par 
conséquent  il  faudra  qu'elles  aient  un  diviseur  commun.  On  cherchera 
donc  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et.  le  faisant  égal  à  zéro,  on 
aura  une  équation  en  a  et  ^,  par  laquelle,  j5  étant  connu,  on  trouvera  «. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  toutes  les  valeurs  de  |3  tirées  de  l'équa- 
tion (Gj  sont  inégales  entre  elles,  alors  à  chaque  valeur  de  j3  il  ne  pourra 
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rciMiiulii'  iiu'iiiir  si'iilr  valeur  (le  y.\  (lune,  dans  ce  cas,  les  doux  équa- 
tidns  H  III'  pouriiml  avoir  (uruiic  seiili'  racine  cdinninnc,  et  par  consé- 
(luenl  leur  plus  t^xAwA  coinniun  diviseur  ne  pourra  être  ([ue  du  premier 
dej^ré. 

On  poussera  donc  la  division  ius(|u':i  ce  (pie  l'on  parvienne  à  un  reste 
où  «  ne  se  trouve  plus  (|u'à  la  première  dimension,  et  l'on  fera  ensuite  ce 
reste  égal  à  /éro,  ce  tpii  donnera  la  valeur  cherchée  de  a. 

Mais  si,  parmi  les  valeurs  (h-  ^  tirées  de  l'équation  (G),  il  v  en  a,  par 
exemple,  deux  d'égales  entre  elles,  alors,  comme  à  chacune  de  ces  va- 
leurs égali's  (le  j'5  il  |ieiit  répondre  des  valeurs  diilérentes  de  a,  il  faudra 
ipi'en  meltaiil  cette  valeur  doultle  de  |5  dans  les  équations  (H)  elles 
puissent  avoir  lieu  par  rapport  à  l'une  et  à  l'autre  des  valeurs  de  a  qui  y 
répondent;  ainsi,  ces  deux  équations  auront  nécessairement  deux  racines 
communes,  et  |)ar  conséquent  leur  plus  grand  commun  diviseur  sera  du 
second  degré.  Il  faudra  donc,  dans  ce  cas,  ne  pousser  la  division  que 
jusqu'il  ce  (pi'iiii  arrive  à  un  reste  oii  a  se  trouve  à  la  seconde  dimension 
seulemeiil,  et  alors  on  fera  ce  reste  égal  à  zéro,  ce  qui  donnera  une 
équation  du  second  degré  par  laquelle  on  déterminera  les  deux  valeurs 
de  !z,  lesquelles  seront  nécessairement  toutes  deux  réelles. 

De  même,  s'il  y  avait  trois  valeurs  égales  de  jS,  il  faudrait,  pour  trou- 
ver les  valeurs  de  a  (pii  répondraient  à  cette  valeur  triple  de  jS,  ne  pous- 
ser la  division  ipie  jusqu'à  ce  que  l'on  parvint  à  un  reste  où  la  plus  haute, 
puissance  de  ^  fùl  la  Iroisii-me;  et  alors,  faisant  ce  reste  égal  à  zéro,  on 
aurait  um-  é(piatiiiii  en  y.  du  troisième  degré,  laquelle  donnerait  les  trois 
valeurs  réelles  de  y  ((PircspoïKlaiiles  ;i  la  même  valeur  de  /5,  el  ainsi  de 
suite. 

îij   lil.  —  },(>iiK'(lle  iiirtliodc  i>()nr  ((pprochcr  (les  racines  des 
('•(jiKitioiis  numériques. 

18.   Soit  rc(|iiarKPii 
[a)  A  a-" -t- Bx"-' -I- Car"-' -(-...-+- k —  o, 

el  supposons  (jii'oii  ait  déjà  tidtivc  par  la  niélliode  précédente  ou  autre- 
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ment  la  valciir  ciiliiTc  approclii'c  d'une  df  ses  racines  réelli'^  cl  |>(isi- 
livcs;  soit  cette  première  valenr/;.  en  sorte  (|iie  Von  ait 

x'^  p     el     .r  <;/>  +  i; 
on  fera 

X  :=  n  -\ — , 

'        r 

et,  sultstiluant  celte  valeur  dans  ré(|uation  proposée,  à  la  place  de  x,  on 
aura,  après  avoir  multiplié  toute  l'écjuation  par  ->-'"  et  ordonné  les  termes 
par  rapport  à  r,  une  équation  de  cette  l'orme 

(  b  )  .Vr'"  -h  B' r""-  -+-  C'.)-'"-=  + .  . .  -^  K'  z=  o. 

Or.  comme,  par  hypothèse,  —  >  o  el  <  i ,  on  aura  v  >  o;  donc  ré(|ua- 

tion  (h)  aura  nécessairement  au  moins  une  racine  i-éelle  plus  grande  ipie 
l'unité. 

On  cherchera  donc  par  les  méthodes  du  §  I  la  valeur  entière  aj)procliee 
de  celle  racine,  el,  comme  cette  racine  doit  être  nécessairement  positive, 
il  sutlira  de  considérer  j  comme  positif  (4). 

Ayant  trouvé  la  valeur  entière  approchée  de  r,  (jne  je  nommerai  fj.  cm 

fera  ensuite 

I 

'       z 

et,  snhstituant  celte  valeur  de  v  dans  ré(|uation  'hj,  on  aura  une  troi- 
sième é(juation  en  r-  de  celte  forme 

(  c  )  A"  2-"  -1-  B"  z"—  -+-  C"  z"--  -H  . .  .  -t-  K"  =  o, 

laquelle  aura  nécessairement  au  moins  une  racine  réelle  plus  grande  t|iie 
l'unité,  dont  on  pourra  trouver  de  même  la  valeur  entière  approchée. 
Celle  valeur  approchée  de  c  étant  nommée  r,  on  fera 


et  suhslitnanl  on  aura  une  é(|uation  en  u  qui  aura  au  moins  une  racine 
réelle  plus  grande  (|ue  l'unité,  et  ainsi  de  suite. 
II, 
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Km  (•nnliniianl  ilc  l;i  iiit'iiic  iiumiiTc,  ou  jipid'oi'lit'ra  loiijours  tic  plus 
t'ii  plus  (le  la  vak'ur  ili'  la  latiuc  ciiciclicc ;  niais,  s'il  arrive  que  quei- 
qu'uu  (les  nomlires /;,  </....  .^(lil  une  laciiic  exacte,  alors  ou  aura  x  =  p 

ou  v  =  y cl  Tiq^cratioii  scia  tcnuinée;  ainsi,  dans  ce  cas,  ou  ti'ouvera 

pour  .r  une  valeur  comineusurable. 

Dans  tous  les  autres  cas  la  valeur  de  la  racine  sera  ni-ccssairenieut  iu- 
(-(uumensurable,  et  l'on  pourra  seulcnicnl  en  approcher  aussi  près  qu'on 
vDuilra. 

19.  Si  l't^quation  proposée'  a  plusieurs  raciues  réelles  positives,  on 
pourra  Ironver.  par  les  uictliotles  exposées  dans  le  §  I,  la  valeur  entière 
approchée  de  cliai  une  de  ces  r'acincs;  cl  ncunmant  ces  valeurs />./>.  //',..., 
on  les  emploiera  successivcnicnt  |)our  approcher  davantai;!'  de  la  vraie 
valeur  de  chaque  racine;  il  faudra  seulement  reman|uer  : 

i"  Que  si  les  nombres /j,  //,  //',...  sont  tous  ditlércnts  l'un  de  l'autre, 
alors  les  Iransl'ormees  '  b  ,  'cj,...  dn  nnuicio  précédent  n'ainont  chacune 
qu'une  seule  racine  ré(dle  et  plus  grande  (|nc  l'unité;  car  si.  par  exemple, 
l'cipiation  />  avait  deux  racines  rétdlcs  pins  i^iandcs  ipu'  riinite.  telles 
(|ue  V  cl  j".  on  aurait  d(Uic 


de  sorte  (|ue  ces  deux  valeurs  de  -r  auraient  la  nuuue  valeur  entière  . 
approchée  y;  cotitre  l'hypothi-se;  il  en  serait  de  même  si  l'équation  (c), 
ou  quid(|u'nne  des  suivantes,  avait   deux  racines  réelles  plus  grandes 
(pu-  l'unité. 

De  là  il  s'ensuit  (|nc.  pour  trouver  dans  ce  cas  les  valeurs  entii-res 

ap[)nichees  q,  r,...  des  racines  des  ecpialions  (b),  (c) il  snHira  de  ' 

suhstiliier  successivement  ii  la  place  de  ^ .  z....  les  iKunhrcs  nalnicls  po- 
sitifs I,  ■?.,  3,...  jus(|n'ii  ce  ipu-  l'ctn  trouve  dcnx  snhstitutions  consécu- 
lives  (pii  diinncnt  des  résultais  de  signe  contraiic    (>;; 

->"  (Jne  s'il  y  a  deux  valeurs  de  .r  qui  aient  la  nu'me  valeur  cnlii're 
approchée  /),  jilors,  en  employant  cette  valeur,  les  equaliims  h  .  C),... 
auront  chacniic  deux  lacines  ré»dles  plus  grandes  (|uc  riinite.  |ns(|u'à  ce 
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que  l'on  arrive  à  une  équation  dont  les  deux  racines  plus  grandes  (|ue 
l'unité  aient  des  valeurs  entières  approchées  diirerentes;  alors  chacune 
de  ces  deux  valeurs  donnera  une  suite  particulière  d'équations  dont  cha- 
cune n'aura  plus  qu'une  seule  racine  réelle  plus  grande  que  l'unité. 

En  effet,  puisqu'il  y  a  deux  valeurs  différentes  de  x  qui  ont  la  même 
valeur  entière  approchée  p,  ces  deux  valeurs  seront  représentées  par 

p  - — 7:  de  sorte  qu'il  faudra  que  y  ait  nécessairement  deux  valeurs 
réelles  plus  grandes  que  l'unité:  or,  si  ces  deux  valeurs  de  v  ont  la  même 
valeur  approchée  q,  il  faudra  de  nouveau  qu'en  faisant  j  =  y^  -,  :;  ait 
deux  valeurs  différentes  plus  grandes  que  l'unité,  et  ainsi  de  suite. 

Mais,  si  les  valeurs  entières  approchées  de  vêtaient  différentes,  alors, 
nommant  ces  valeurs  q  et  q' ,  on  ferait  y  =^q  ^  -  et  v  =  y'  H — ;  et  il  est 
clair  que  z,  dans  l'une  et  l'autre  de  ces  deux  suppositions,  n'aurait  plus 
qu'une  seule  valeur  réelle  plus  grande  que  l'unité;  autrement  les  valeurs 
de  y,  au  lieu  d'être  seulement  douhles,  seraient  triples  ou  quadruples,  etc. 

Donc,  quand  on  sera  parvenu  à  une  transformée  dont  les  deux  racines 
plus  grandes  que  l'unité  auront  des  valeurs  entières  différentes,  alors  les 
autres  transformées  résultantes  de  chacune  de  ces  deux  valeurs  n'auront 
plus  qu'une  seule  racine  plus  grande  que  l'unité;  par  conséquent  on 
pourra  trouver  la  valeur  entière  approchée  de  ces  racines  en  y  substi- 
tuant simplement  les  nombres  naturels  i,  2,  3,...  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 
deux  substitutions  qui  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  (6). 

On  peut  faire  des  remarques  analogues  sur  le  cas  où  il  y  aurait  dans 
l'équation  (a)  trois  racines  ou  davantage,  qui  auraient  la  même  valeur 
entière  approchée. 

20.  Nous  avons  supposé  (18y  que  les  lacines  cherchées  étaient  posi- 
tives; pour  trouver  les  négatives,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  —  x  à  la  place 
de  X  dans  l'équation  proposée,  et  l'on  cherchera  de  même  les  racines  po- 
sitives de  cette  dernière  équation:  ce  seront  les  racines  négatives  de  la 
proposée  '4  . 

Quant   aux    racines  imaginaires,   (jui   sont   toujours  exprinucs   pur 

71. 
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î,; -(- /5  \  ^^i ,  nous  avons  (loniu-,  dans  le  §  II.  le  iiiovfii  de  Iroiiver  les 
••(iiiations  doiil  a  et  fi  sont  les  racines;  ainsi  il  n'y  aura  (ju'i»  clierelier  les 
lacines  réelles  de  ces  é(|ualions,  et  l'on  aura  la  valeur  de  toutes  les  ra- 
liiies  iuia;j;iuaires  de  l'eiiuation  proposée. 

■2\ .   l'uni'  tacilitcr  les  suhstitnlioiis  (18)  de  p -^ — -_  au  lieu  de  x,  de 

(/-h-  au  lieu  de  y il  est  lion  de  l'eniarciuer  (|ue  les  eoellieienls  de  la 

transformée  (/>)  peuvent  se  déduiic  inimediatenieut  de  ceux  <le  ré(|ua- 
linn  (a)  en  cette  sorte 

A'  =  \p"'-^-  R/T'  -f-  Cp'"-'  ■+-  Dp"''  -t- . . . , 
B'  -:  m\p"-'  -h  (m  —  I ) B/>'"-' -+- ( m  —  i)Cp"—'  -h.  . ., 
ntim—i),        ,       (m  — \]{m— ->.]  ^ 

(.)u  aura  de  même  ceux  de  la  Iraust'oriuée  (cj  par  ceux  de  la  li'ansl'or- 
mée  [b)  en  nicllanl  dans  les  lornuiles  |)récédentes  q  à  la  place  de />,  A", 

B",  C",...  à  la  place  de  A  .  B  ,  C et  A',  B',  C...  a  la  place  de  A,  B. 

(! et  ainsi  de  suite. 

De  là  il  est  rvldciit  (|ue  le  premier  coellicient  A',  ou  A",  ou...,  ne  sera 
jamais  nul,  à  umius  (jue  le  nombre  p,  ou  q,  ou...,  ne  soit  une  racine 
exacte,  auquel  cas  nous  avons  vu  que  la  traction  continue  se  termine  à 
ce  nombre  18).  En  effet,  si  A' =  o,  ou  .V=  o,  ou...,  on  aura  y  =  a;  , 
ou  ;  =;  a:  ,  on...,  doiu'  x  =/^,  ou  V  ^=  q,  ou 

22.  Soient  donc/;,  q,  r,  s,  t,...  les  valeurs  entières  approchées  des 
é(|uations  (a),  (b),  (c),...,  en  sorte  (jue  l'on  ait 

I  I  I 

'         y        •         ^       z  II 

et,  substituant  successiveuienl  ces  valeurs  dans  celle  de  a  ,  on  aura 
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Ainsi  la  valeur  de  x,  c'est-à-dire  de  la  racine  cherehée,  sera  exprimée 
par  une  fraction  continue.  Or,  on  sait  que  ces  sortes  de  fractions  donnenl 
toujours  l'expression  la  plus  simple,  et  en  même  temps  la  plus  exacte 
(ju'il  est  possible,  d'un  nombre  quelconque  soil  rationnel  ou  irrationnel. 

M.  Huygens  parait  être  le  premier  qui  ait  remarqué  cette  propriéle 
des  fractions  continues,  et  qui  en  ait  fait  usage  pour  trouver  les  fractions 
les  plus  simples,  et  en  même  temps  les  plus  approchantes  d'une  ftaclioii 
(|uelconque  donnée  [voyez  son  Traité  De  Automato planetario j . 

Plusieurs  habiles  Géomètres  ont  ensuite  développé  davantage  celle 
théorie,  et  en  ont  fait  différentes  applications  ingénieuses  et  utiles;  mais 
on  n'avait  pas  encore  pensé,  ce  me  semble,  à  s'en  servir  dans  la  résolu- 
tion des  équations. 

23.  ^laintenant,  si  l'on  réduit  les  fractions  continues 

en  fractions  ordinaires,  on  aura,  en  faisant 
cx^  p,  a'  =  I, 

y  =:  r(3  -I-  «,     y'  =  »'(3'  -I-  a', 
d=^sy-h^,     è'  —  sy'-hl^', 


on  aura,  dis-je,  cette  suite  de  fractions  particulières 

a         |3         y         0 
y'      [5''      y''      â'' 

lesquelles  seront  nécessairement  convergentes  vers  la  vraie  valeur  de  .r. 
et  dont  la  première  sera  plus  petite  (jue  cette  valeur,  la  seconde  sera  plus 
grande,  la  troisième  plus  petite,  <'t  ainsi  de  suite;  de  sorte  (|ue  la  valeur 
cherchée  se  trouvera  toujours  endr  deux  fractions  consécutives  (piei- 
con(|ues;  c'est  ce  (ju'il  est  aisé  de  déduire  de  la  nature  même  de  la  frac- 
tion continue  d'où  celles-ci  sont  tirées. 
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Or,  il  csl  t'iicilf  de  voir  que  les  valeurs  de 

x.^.y,...,    »',?',  y'.-.  ■ 

>iiiU  liiiijinirs  telles  ijue 

3a'-a(5'  =  i.     j3y'-yP'  =  i,     Sy'-yè'  = ; 

tl'iiii  il  s'ensuit  : 

i"  Que  ees  fraetions  sonl  déjà  réduites  à  leurs  moindres  tenues;  car. 
si  /et  •/■,  par  exemple,  avaient  un  comuuiu  diviseur  autre  (|ue  l'unité,  il 
laudiait,  en  vertu  île  l'équation 

(î/-yi3'=i, 

que  l'unité  fut  aussi  divisible  par  ee  même  diviseur; 
7."  Qu'on  aura 

;î'      x'-cc'^'"    (3'      y'      ?'y''    à'      y'      /o'' 

dr  sorte  que  les  fraetions 

^       A       1 

a'     (3''     y'' 

ne  peuvent  jamais  dillérerdc  la  vraie  valeur  de  r  que  d'une  quantité  rcs- 
peetivemenl  moindre  que 

III 

yp^'      fj'"      y'H'"' 

d'oii  il  sera  faille  de  juger  de  la  quantité  di^  l'approxiinatioii. 
Kn  généial,  puisque  [i'  >  «',  y'  >  |3',...,  ou  aura 


-T7> 


'3''     P'=">i3'y'''"' 


d'oii  l'on  voit  que  l'erreur  de  iliaque  fraetion  sera  toujours  moindre  que 
l'unité  divisée  par  le  carré  du  denominaleur  de  la  même  fraction; 

V'  Que  cliaque  fraction  approchera  de  la  valeur  de  x,  non-seulement 
plus  que  ne  fait  aucune  des  fractions  |)récédentes,  mais  aussi  plus  (|ue 
iif  pourrait  faire  aucune  autre  fraction  quelconi|ue  (|iii  aurait  un  moindre 
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dénominateui".  En  eirct,  si  la  fraction  — , »  par  exemple,  approcliait  plus 
(lue  la  tVaction  ^7  5'  étant  ">  ,a',  il  faudrait  que  la  (luantité  ^- se  trouvât 

entre  ces  deux  ^  et  -^  ;  donc 

y'       0' 

a         y         S         y  i 

^  —  -T  <  —  — -^  < -r^     et     >o; 

y.         y  0         y         y  à 

donc 

,"y'  — f^'y  <  TT  ■<  I     et    >-o, 
ce  qui  ne  se  peut. 

24.  Les  tractions  —,^  -^i  77'-  •■  peuvent  être  appelées  fractions />r/«c7- 

pales,  parce  qu'elles  convergent  le  plus  qu'il  est  possihle  vers  la  valeur 
cherchée;  mais,  quand  les  nombres/),  q.  /%...  difl'èrenl  dr  riiiiilc,  on 
peut  encore  trouver  d'autres  fractions  convergentes  vers  la  niéuie  valeur, 
et  qu'on  appellera,  si  l'on  veut,  fractions  secondaires. 

Par  exemple,  si  r  est  >  1 ,  on  peut  entre  les  fractions  ^  et  -^»  qui  sont 

toutes  deux  moindres  que  la  valeur  de  x,  insérer  autant  de  fractions  se- 
condaires qu'il  y  a  d'unités  dans  /• —  i,  en  mettant  successivement  i,  2, 
3,....  r—  I  au  lieu  de  r.  De  cette  manière,  à  cause  de  y  =  rp  H- x  et 
y'  =  TjS'  -f-  y. \  on  aura  cette  suite  de  fractions 


<x'        ^'  -+-  a'        -.'.jî'  -I-  x'  '      3|3'  -4-  x  rp'  +  x' 

dont  les  deux  extrêmes  sont  les  deux  friictions  principales  —,   ■-,-  et  doul 

les  intermédiaires  sont  des  fractions  .vcfo«(/rt//«. 

Or,  si  l'on  prend  la  dillerence  entre  deux  fractions  consécutives  (|uel- 

,                                                          -.la-t-a          33-1- a 
conques  de  celte  suite,  (■oiuiiic  ciilie  —^7 r  et  .^s; ;•   ""  trouvera 

— ■^, ,,,--., TT,  de  sorte  que  celte  dillerence  sera  toujours  positive 

I2j3' -h  a')(3;5' -t- a')  '  ■'  ' 

et  ira  en  diminuant  d'une  fraction  a  l'autre:  d"iiii  il  s'ensuit  i|Uc.  coiiime 


:i«-.X  SI  K    I.  V    liÉSOLUTION 

l:i  tlriiiii'i'f  iViiclioii  —,  t'sl  iiioiniln'  (luc  l;i  vraie  valt'ur  de  la  traclum  coii- 
"/ 

liiiiii',  li'S  IVacliuiis  doiil  il  s'agit  seront  tontes  plus  [leliles  ([iie  cette  va- 
ieiii-,  et  seront  en  même  temps  eonvergentes  vers  eelle  même  valeur. 
On  fera  le  même  raisonnement  par  rapport  i»  tontes  les  autres  fractions 

iirinciiiales,   et  si   l'on  ajonle  ;i  ces  fractions  les  deiix   fractions  -  et  -; 
Il  j  in 

ilont  la  |)rcmi(Te  est   loujonis  [dus  petite,  et  dont  la  seconde  est  plus 

grande  (|ne  toute  (pianlite  donnée,  on  pourra  foinier  denx  séi'ies  de  frac- 

liiiiis  convergentes  veis  la  valeur  ciierchée,  dont  l'une  contiendra  toutes 

les  fractions  pins  petites  (|ue  cette  valeur,  et  dont  l'autre  contiendra 

lontes  les  IVaclions  pins  grandes  (pn'  la  nicnie  valeur. 

Fractions  plus  petites. 


{3-l-g         ?.{3-t-g         3i3H-a 
(3'  -I-  a'  '      2  p'  H-  «'  '      3  (3'  -1-  a'  '  ' 

6  -4-  y         3.0-f-y         3ô  +  y 


3  0'4-y' 


/i. 

(J) 

r^-t-a 

i'^\ 

rp'  -+■  a' 

\y) 

lQ-\-y 

ta'  -¥-  y' 

(?)• 

l'ractiu/is  plus  grandes. 


1       «  -1- 1 

?.a  -(-  1 

3a-(-i 
3a'  +  1  ' 

3v  +  i3 
3/  + (3'' 

qtx  -1-  I 
qy.'  -\-  \' 

*y-4-(3 
^y'  +  (3'' 

(!)• 
(?)■ 

o       a'  -4-  1 
y  +  (3 

2  a'  -h  1  ' 

2y-f-i3 

2y'  +  ;i'' 

OnanI  ;i  la  iialnic  de  ces  fractions,  il  est  facile  de  prouver,  comme  nous 
I  avons  tait  par  rappml  aux  fractions  priinipales  :  i"  <|ue  chacune  de  ces 
Iraclnins  sera  déjà  réduite  ii  ses  n)oindres  termes;  d'oii  il  s'ensuit  (lue, 
comme  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  vont  en  augmentant,  ces 


DES   ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  5(i!t 

fiaclions  se  trouveroul  toujours  cxpiimées  par  des  termes  plus  grands  à 
mesure  (ju'elles  s'éloigneront  du  commencement  de  la  série;  2"  que 
chaque  fraction  de  la  première  série  approchera  de  la  valeur  de  x  plus 
qu'aucune  autre  fraction  quelconque  qui  serait  moindre  que  cette  va- 
leur, et  qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit  que  celui  de  la  même  frac- 
tion ;  et  que,  de  même,  chaque  fraction  de  la  seconde  série  approchera 
plus  de  la  valeur  de  x  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  qui  serait 
plus  grande  que  cette  valeur,  et  qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit 
que  celui  de  la  même  fraction. 

En  effet,  s'il  y  avait  une  fraction  conmie  ^  plus  petite  (pic  la  valeur 

de  X,  et  en  même  temps  plus  approchante  de  cette  valeur  cpie  la  fraction 

y-t^ — —,■>  par  exemple,  en  supposant  3,3'-!- a' >  a',  il  faudrait  (a  cause 

que  la  fraction  ^  est  plus  grande  ([uc  la  valeur  dont  il  s'agit  J  que  la  quan- 


H 


tité  —,  se  trouvât  entre  les  deux  quantités 


donc  la  (luantite 


3S  +  a  3 

il pi        H; 

3p'  +  a'  (3'^ 


(3'        u! 


devrait  être 


fi    _   3;3-4-a  (5a'-a;â' 


P'       3(5'-ha'  ^(3'(3(3'-+-a')^(3'(3|3'-t-a')" 

donc  il  fautirail  (lue  u.'fi  —  u.h'  iVit    <  ^^ — 7  <  i-  •'•'  '!"'  '"'  ^*'  l'*'"'- 

I         I     I  .1  3(3-1-0: 

Au  reste,  il  peul  arriver  qu'une  fraction  d'une  série  irapiiidclie  pas  si 
près  qu'une  autre  de  l'autre  série,  (luoiiiiie  conçue  en  termes  moins  sim- 
ples; mais  cela  n'arrive  jamais  (iiiaïul  la  fraction  (ini  a  le  plus  grand  dé- 
nominateur est  une  fraction  principale  (23y. 

11.  72 
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^    |\  .  _     Ijipliviitioii  lies  inrtliiulcs  prvcùlciitvs  <)  i/i/r/</iic\ 
c.ve  lit  pics. 

•Ih     Jr  |iivii(lr;ii  |.niir  |Mcinii'i' i'\riii|)lr  rcciiialiiMi  (|nr  Ncwidii  n  rcso- 
liii'  |i;ir  ^a  iiii'IIhkIi',  >;i\(iii 

.(■'  --  xx  —  5  =0. 

Ji-  tiiiiiiiiiMiiT  |>ar  cliciclicr  piir  It's  loiTmilcs  ilii  n"  S  r((|iiali(iii  en  r 
i|ui  ifsulli'  il«'  icUr  ciiiiatioii;  jf  lais  doih 


j  niiiai 


3,      \  =  n.     B— —  ?..     C— 5; 


«=^•-  =  3, 


\,  =0.     A,       {.     .\,=  i5,     A.  =8,     A,:=5o.     A,      .|i; 


(lune 
.<l..l<-lii 


,1       \},     /*  r=  3(5,     r-   —  (i.j.i; 

(If  si»rlr  i|iii'  rfiiiialiuii  (■licrtlicc  sria 

t'       I ?.('=-+- 3Gi' -^  l>4 3       o. 

Ur,  |pm-i|iic  icllc  (•(iiialidii  n'a  pas  ii's  sij;iii's  alirrnaliNciiiciit  [xisiliis  et 
iif(,Mlir>.  j'i-ii  (■iiiiilii>>  Mir-l('-(liaiii|i  ([ih'  l'r(|iiali(iii  |)r(i|)os('r  a  iicccssai- 
ii-iiii'iit  ilrii\  laiiiirs  iiiia;;iiiaiirs,  cl  |»ar  (■()IIM'(|i1('1i1  iiiic  seule  réelle  M<)  . 

Ainsi ,  les  iiuMilires  ii  >iili>iiiii(r  ii  la  place  de  .r  seroril  les  riurnhres  ria- 
llireU  (I.    I  ,   y.    ')....     (i    . 

Je  siippiise  (raliuiil    I    |iipsilit,  cl  je  elierclie  la  liinile  des  Valeurs  de  .; 

par  lc>  lliiidc>  dn    m"   l:i  :  je   Irnnvc  v  2 -*- V  •'><'.  ^;   ainsi,  '\  sera    la 

liniile  eln-rcliei-  en  nniidircs  enliers,  di-  s<irle  (pi'il  snllira  de  l'aiie  suices- 
oi\emenl  r  -■  u.  1 ,  -x,  >,  ce  (pii  ddnnera  ces  l'cMillals  -  ">,  'i,  1 ,  id; 
d'«>n  l'on  voil  ipn'  la  racine  réelle  de  reipialimi  |)rop(isee  sera  enire  les 
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iiuiiilires  2  et  3,  et  qu'ainsi  2  sera  la  valeur  entière  la  plus  approchée  de 
cette  racine  (2j. 

Je  fais  maintenant,  suivant  la  niétiiode  du  §  III,  .r  =  2  -i-  —  ;  j'ai,  en 

substituant  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  v,  l'tniuation 

y^  —  10  y'  —  6  r  —  1=0, 

dans  laquelle  j'ai  changé  les  signes  pour  rendre  le  premier  terme  positif. 

Cette  équation  aura  donc  nécessairement  une  seule  racine  plus  griinde 
que  l'unité  (19j,  de  sorte  que,  puur  en  trouver  la  valeur  ap|)r(»chée,  il 
n'v  aura  qu'à  substituer  les  nombres  o,  i,  2,  '3,..  ,  jus(|u'à  ce  (|ue  l'on 
trouve  deux  substitutions  consécutives  qui  donnent  des  résultats  de  signe 
contraire. 

Pour  ne  pas  faire  beaucoup  de  substitutions  inutiles,  je  remarque 
(]u'en  faisant  j  =  o  j'ai  un  résultat  négatif,  et  qu'en  faisant  y=  10  le 
résultat  est  encore  négatif;  je  commence  donc  par  le  nombre  10,  et  je 

fiiis  successivement  j  =  10,  11 Je  trouve  d'abord  les  résultats  —  fii. 

54,...;  d'où  je  conclus  que  la  valeur  approchée  de  y  est  10;  donc  y  =  10. 

Je  fais  donc  y  =  10  -^  -■>  j'aurai  l'équation 
61  z^  —  94^'^  —  20S  —  1  =  0, 

et.  supposant  successivement  :;  =  i ,  2 j'aurai  les  résultats  —54, 

71,...;  donc  r^i. 

Je  tais  encore  ;  =  1  h ;  1  aurai 

u    ' 

5/{u'  -+■  25h-  —  Scfii  —  (il  =  o, 

et,  supposant  u  =  i,  2 j'aurai  les  résultats  —71,   293,...;  dtuic 

.ï  =  I,  et  ainsi  de  suite. 

Kn  continuant  de  cette  manii're,  on  trouvera  les  nombres 

2,     11).     I,     i,     .'.     I,     3,     I,     I,     I  ■.>.,.... 
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(II'  soilP  (|iii'  la  rnciiii'  cIhtiIu'c  sera  i'\|iiiiiii'i'  parcclti'  iVacl'um  couliinic 


(l'ciii  l'un  lircra  li's  iVactioiis    23 

...       -^       45       III       ^       5^       731^        1^       itiji'') 
1'      10'      II'      .>i'       53'       74'      -'75'      34*)'       *«4  7^^7 

|ps(|iiflli's  scrniil  altcriiativcmt'iil  plus  pctilcs  cl  |iliis  grandes  (|iie  la  va- 
leur «le  t . 

I.a  «li'i  iiit-re  l'iactidii  — ^rrr  ""^'  p''"^  i^i'aiiile  (|ue  la  racine  clicichcc;  mais 
l'erreur  >cia  uniinilic  (|ue  ,y,_v.  23,  :>.",,  c'esl-a-diic  nioimlrc  (|ue 
ii.iiod  ()f)(i  i)i()  !i;  (lune,  >i  l'un  rciluil  la  IVaclion  ^^  en  i'iaclion  déci- 
male, (die  sera  exacte  jus(|u';i  la  sepru'ine  décimale:  ur,  en  l'aisanl  la 
division,  on  Iniuve  ■j.,(K)'{'>'m  'jSd '),...;  ainsi,  la  lacine  ciiei'chée  sera 

etiire  les  IHUnlires   2,<)()'|V"il   V) '''  2.0f).'|  .')  )  I   '|~. 

Ncwlitn  a  liduve  par  sa  inetlnide  la  rracli(Ui  2,oç)'|  ,^.")i  /jt  voyez  sa 
Mct/inde  flrs  suites  infinies  ,  d'où  l'un  voit  ipn;  celle  niellidde  (Ituirie  dans 
ce  cas  un  resnllal  l'cul  c\acl:  mais  un  aurail  luii  de  se  |iruinellre  hMijonrs 
une  pareille  evaclilude. 

26.  Oiianl  aux  deux  anires  racines  de  la  n)("'me  eiiualiun ,  nous  avons 
dejii  vu  (pi'elles  duiveni  ('Ire  imaginaires;  néanmoins,  si  l'on  voulait 
•*n  liiiii\ci'  la  vali'ur,  un  le  |iuurrail  |iar'  la  nielliude  ilii  n"  17. 

l'uur  c(da,  uii  re|irendra  l'i^ipialiuii  en  e  lrun\ee  ci-dessus,  el ,  en  v 
rliangeaul  e  en  i»  .  on  aura 

(«''  -t-  I •>.«■'  —  3('>(e  —  <ij3  _  (j, 

el   il   ne  s'agira   plu>  «pie  d«'  «•lier(  lier  une  ia«in«'  r«'(dle  l'I   pusiliv«'  de 
relie  ••«pialiuii.  Or,   puisipTidle  a  sun  derui«'r  h'iiue  iiegalit,   elle   .uira 
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nécessairement  une  telle  racine,  dont  on  pourni  trouver  la  valeur  en- 
tière la  plus  approchée  (3j  par  la  substitution  successive  des  nombres 
naturels  o,  i,  2,  3, —  En  effet,  en  Taisant  w  —  6,  on  aura  le  résultat 
—  211,  et  en  faisant  ^  =  7,  on  aura  -h  ^o;  ainsi,  la  valeur  entière  la 
plus  approchée  de  la  racine  positive  de  cette  équation  sera  6. 

On  fera  donc  maintenant  w  =  6h — ,  et,  en  substituant,  on  aura. 

u 

après  avoir  changé  les  signes, 

ai  lYi'  —  21&U-  —  3o«  —  1^0. 

Faisant  successivement  «  =  o,  i,  2,...,  ou  aura  les  résultats  —  i,  —  36, 
+  53;  donc  i  sera  la  valeur  entière  approchée  de  u. 

On  fera  donc  w  =  i  -^ — ,  et  l'on  aura,  en  subslituanl  et  chaniieant  le?- 

X 

signes, 

36x'  —  I-  I X-  —  4'  7-*^  —  21 1  :^  o. 

En  faisant  successivement  œ=zo,  i,  2,...,  on  trouvera  des  résultats  né- 
gatifs jusqu'à  la  supposition  àex^  -,  qui  donne  9  218  pour  résultat,  de 
sorte  que  6  sera  la  valeur  entière  approchée  de  x. 

On  fera  donc  x  =  6  ^  -,  — 
.)• 

De  cette  manière,  on  approchera  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  »■, 

laquelle  sera  exprimée  par  cette  fraction  continue 


d'où  l'on  tire  les  fractions  particulières 

-,     1,     ^,--- 
i'     i'      7  ' 

Connaissant  ainsi  «•.  on  aura    17)  |3  =  — -:  ainsi  l'on  connaîtra  /S. 

On  substituera  maintenant  a  -+-  /5  y  —  i  i>  h'  place  de  a  dans  ré(]uation 
proposée,  et  faisant  deux  équations  séparées  des  termes  tout  réels  et  de 
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rcux  i|ui  sont  allcrtcs  de  y  —  i  ,  <Mi  aura  les  doux  équalioiis 

a'-(3P'  +  3)a  — 5  =  0, 
3a=— (3'— 2  =  0. 

Ou  rhcirliera  l«'  j)lus  grand  coniinuii  diviseur  de  ces  deux  équations,  et 
l'on  poussera  seulement  la  division  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  reste 
oii  a  ne  se  trouve  qu'il  la  première  puissance  (numéro  ciféj;  ce  reste  sera 

jrqiii'i.  elaiil  l'ail  —  o,  donnera 

i5 


Ainsi  l'on  aura  l;i  valeur  dc^  deux  racines  imaiiinaires  en.  -r  ^\j  —  i  et 
«  —  /5v  —  I  de  rc(|uati(iii  proposée. 

27.   Pri'Moiis  pour  si'cond  exemple  recpialion 
x'  —  7  X  +  7  =  o. 

On  aui'a  encore  ici  ///  ^  '*>,  et  par  coiisc(Hi('iil  //  =  \:   ensuite. 

A  — o,     B=-7,     C=-7: 
il'oii 

A.  =  o,     A,=  i4,     A,=  -2i,     kt--^,     A,=  -245,     A.r-833; 

et.  de  là. 

a,  =  42,     03  =  882,     «5  =  18669, 

et  entin 

0  =  42,    /'  =  44'»    '^■  —  4^»; 

de  sorte  que  re(|uatioii  en  i'  sera 

,.»  —  4*'''  +  44  '  **  —  49  =^  "■ 

Puisque  les  signes  de  cette  écpiation  sont  alleiiiatit's,  c'est  une  marque 
que  la  propose*'  peut  avoir  toutes  ses  racines  réelles  (16j,  et  comme 
d'ailleurs  cette  e<|uation  n'est  point  divisible  parc,  il  s'ensuit  que  l'équa- 
tion en  j  n'aura  [xiinl  île  lacines  égales  (15  j. 
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On  fera  maintenant  (11)  {>=—■,  et,  ordonnant  ré(jiiati(in  par  rapport 
à  y,  on  aura 

Le  plus  grand  coefficient  négatif  étant  9,  on  pourrait  prendre  l  —  io  (12), 
mais  on  peut  trouver  une  limite  plus  proche  en  cherchant  le  plus  petit 
nombre  entier  qui  rendra  positives  ces  trois  quantités 

49      49 

49 
3/-9, 

et  l'on  trouvera  que  /=  9  satisfait  à  ces  conditions,  de  sorte  tiu'on  aura 

X-  =  3  (H  ) ,  et  par  conséquent  -^  =  ô- 

On  mettra  donc    13,  2''  ,  dans  l'équation  proposée,  -^  à  la  place  de  a-, 
ce  qui  la  réduira  à  celle-ci 

x^  —  ()3x  -f- 189  =  o, 

dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  les  nombres  naturels  o,  1 , 
2,...  à  la  place  de  .r.  Or,  suivant  la  méthode  (13,  3°  ,  on  trouve  que  la 
série  des  résultats  ne  contient  (|ue  deux  variations  de  signes,  lcs(|U('lles 
répondent  à  a- =  4,  5,  G;  de  sorte  que  l'équation  proposée  n'aura  que" 

deux  racines  positives,  lesquelles  tomberont,  l'une  entre  les  nombres  | 

5  5        6,,. 

et  ^)  et  l'autre  entre  les  nombres  ^  et  ^j;  d'où  l'on  voit  que  la  valeur 

entière  la  plus  approchée  de  l'une  et  de  l'autre  sera  i  (2). 

Faisons  maintenant  a-  négatif  pour  avoir  aussi  les  racines  négatives  (4), 
et  l'équation  se  changera  en 

x'  —  ']•>''—  7  =  o. 

laquelle,  ayant  son  dernier  terme  négatif,  aura  sûrement  une  racine 
positive  (3),  et  il  est  clair  qu'elle  n'en  aura  qu'une  seule,  puistjue  nous 
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îivoiis  (li'jii  Iroiivc  les  deux  autres;  ainsi  l'on  |)(>urra  d'abord  trouver  la 
valeur  i-ntii-re  approeliée  de  eelte  raeine  en  substituant,  à  la  place  de  x, 

les  nombres  o.  i ,  2 jusqu'à  ee  que  l'on  rencontre  deux  sul)slitutions 

qui  iloimi'nl  (les  résultats  de  signe  contraire  (3);  or,  on  trouve  (jue  ces 
substitutions  sont  .r  =  3  et  a-  =  4;  »1''  SL»''lt!  que  '^  sera  la  valeur  entière 
la  plus  approchée  de  x  dans  l'équation  précédetite,  et  par  conséquent 
de   —  .r  dans  la  |ir(iposée. 

Avant  ainsi  trouve  que  ré(|nation  a  trois  racines  réelles,  deux  posi- 
tives et  une  néjjjative.  et  ayant  trouvé  en  même  temps  leurs  valeurs  en- 
tières approchées,  on  pourra  approcher  autant  (pi'on  voudra  de  la  vraie 
valeur  de  chacune  d'elles  par  la  méthode  du  §  III. 

Considérons  d'abord  les  racines  positives,  et  (aisons  a:  =  1  -1- —  dans 

l'equalioii 

a:'  —  7  j:  -I-  7  =0, 

elle  devii'ndra  celle-ci 

y'  —  ^r'  -+-  3  r  +  I  =:  o, 

laijuelle,  à  cause  que  i  est  la  valeur  approchée  de  deux  racines,  aura 
nécessairement  '19,  2")  deux  racines  plus  grandes  i\[w  l'unité. 

J'essaye  d'abord  si  je  peux  trouvei'  les  valeurs  approchées  de  ces  deux 
racines  par  la  substitution  des  nombres  entiers  o,  i,  2,...,  et,  comme  il 
n'v  a  (|uc  le  ternie  4.v- <le  négatif,  il  sullira  iI3,  i")  de  pousser  les  sub- 
stitutions jus(|u'ii  ce  (pic  l'on  ait  v^  =  ou  ^  f[y'\  c'est-ii-dire  juscju'à 
}'  =  4;  <>'■-  en  taisant  y  =  0,  1,2,  3,  4.  J'i'i  1''*'  résultats  1,1,  —  i,  i ,  i3; 
d'où  je  conclus  (|ue  les  racines  cherchées  sont,  l'une  entre  les  nombres 
I  et  2,  et  l'aiilre  ciilic  les  nombres  2  et  >;  de  soile  (pic  les  valeur's  appro- 
chées de  y  seront  1  et  :>.. 

On  fera  donc  : 

i"  y  =  I  -(-     ,  cl  I  lin  aiii;i 

z^  —  az-'  —  z  -f-  I  =  o, 

équation  (|ui  n'aura  plus  qu'une  racine  réelle  plus  grande  (pie  l'unité 

1!>,  2"j;  ainsi  l'on  supposera  successivement  :  =  i,   2.»...,  inscpi'ii  ce 

ipic  l'on  lroii\c  ilfUN   NMb>liliitions  consécutives  (pii  doniM'iil  des  resnl- 
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tats  (le  signe  contraire;  or,  on  trouve  que  s  =  2  donne  —  i ,  et  s  =  !^ 
donne  -1-  7;  donc  2  sera  la  valeur  entière  approchée  de  ;. 

On  fera  donc  z  —  2  -{ — ,  et,  substituant,  on  aura,  en  changeant  les 
Il  ^ 

signes, 

?/'  -t-  3 M-  —  4  "  —  1  =  0. 

On  supposera  de  même  a  =  i ,  2,...,  et  l'on  trouvera  que  la  valeur  entière 
approchée  de  11  sera  1 . 

On  fera  u  =  i  -\ -,  el  ainsi  de  suite  ; 

(V 

2°  On  fera   y  =  2  +  -)   et,  substituant    dans  l'équation   précédente 
en  y,  on  aura,  après  avoir  changé  les  signes, 

Z-'  +  3'  —  2  3  —  I  =:  O  ; 

cette  équation  n'aura,  comme  la  précédente  en  ;,  qu'une  seule  racine 
réelle  plus  grande  que  l'unité;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  <ju'à  faire  s  =  1, 
2,...,  ce  qui  donne  les  résultats  —  i,  5,  d'où  l'on  conclut  que  i  est  la 
valeur  entière  approchée  de  z. 

On  fera  donc  z  =  \  -{ — ■>  et  l'on  aura,  en  changeant  les  signes. 
Il  " 

m'  —  311-  —  4  "  —  1^0, 

d'oii  l'on  trouvera,  de  la  même  manière  que  ci-dessus,  que  la  valeur  en- 
tière approchée  de  u  sera  4- 

Ainsi  l'on  fera  u  =  A  -\ ,  et  ainsi  de  suite. 

«' 

Donc  les  deux  racines  positives  de  l'équation  proposée  seront 
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|)"i>ii  l'un  tiifi'ii,  si  l'ini  vciil,  (les  l'raclioiis  coiivcrtifiitcs,  tdniriH'  (l;ms 
l'K\iiii|»lr  |irr(i'(lciil    2'\  fl  'lï.. 

l'iiiir  Iroiivcr  iiiaiiitt'iiaiil  l:i  valfiir  appioclicf  de  la  laciric   négative, 
•  Ml  lr|ii'<'nill'a  l'ei|lialii)n 

X'  —  7^  —  7  ^;  o, 

dans  la(|iielle  mi  a  déjà  trouve  (|iie   la  valeur  entii're  a|i|H'(ichee  est  !i: 
aiii>i  l'iui  l'ei'a  .x  =  i  H 1  ce  (lui  donnera,  eu  clianucaul  les  signes. 

y  '  —  •or'  —  ij  j  —  I  =  o, 

et,  couinie  cette  e(|uatiou   ne  [leul  avoir  (]u'nne  seule  racine  réelle  plus 
grande  (|ue  i     lit,  -j."  i,  on  en   trouvera   la.  valeur  approchée  en   taisant 

,v  =  r,  2 jns(|u'ii  ce  i|ne  Vou  reiiconlre  deux  résultats  consécutifs  de 

signe  ((Uiti'aire,  ce  (|ni  arrivera  lors(iiie   v=  20,  m:  de  S(ule  (|ue  la  va- 
leur dont  il  s'agit  sera  20. 

On  fera  donc  v  =  ao  h , 

De  celte  manii-re,  la  racine  négative  de  l'équation  pro|)osée  sera 
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RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES 


Mf^mnires  de  r  Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  t.  XXIV,  1770.) 


J'ai  donné  dans  ce  Mémoire  une  méthode  générale  pour  résoudre  les 
équations  numériques  de  tous  les  degrés,  matière  sur  laquelle  on  n'avait 
encore  que  des  tentatives  et  des  essais.  Ma  méthode  ne  laisse,  ce  me 
semble,  rien  à  désirer  :  non-seulement  elle  fournit  un  moyen  sur  de  re- 
connaître combien  de  racines  réelles  positives  ou  négatives,  égales  ou 
inégales,  il  y  a  dans  une  équation  quelconque:  elle  donne  encoïc  le 
moyen  d'approcher  d'aussi  près  que  l'on  veut,  et  le  plus  qu'il  est  possible 
en  nombres  rationnels,  de  la  vraie  valeur  de  cha(|ne  racine:  et  c'est  ;i 
quoi  se  réduit,  si  je  ne  me  lioin|)e.  huit  ce  (|u"oii  pi'iil  sdiiliailer  dans  l:i 
résolution  des  équations. 

Ayant  eu  occasion  de  penser  encore  ;i  celte  matière,  j'ai  fait  de  immi- 
velles  réflexions  (jui  peuvent  servir  ii  |)i'rfectioiiiier  et  ii  siiii|ditiiT  ma 
méthode  dans  plusieurs  cas:  ce  sont  ces  réflexions  que  je  vais  exposer 
ici:  elles  me  paraissent  assez  importantes  pour  mériter  ipichpie  attention 
de  la  part  des  Géomètres. 

(  *)  Lu  à  l'Académie  lo  xb  aoùl  i76()  et  U-  8  mars  1770. 
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îsj   I.  —  Si/r  les  idciiics  l/)iaf;i/i(iirc.'i  ((es  équations. 

Ri;marqi  k  I. 

Sur  hi  imniH'iT  ili-  rcconudilrr  (jiidnd  lotîtes  tes  riici/ics  (/'une  (f/iuilio/i 
sont  ri' cl  les. 

1 .  Dans  \v  n"  8  de  ce  Mciniùic,  j'ai  donné  des  forninles  générales  pour 
dediiii-e  d'nnc  é(|nali(tn  i|n{'lc()n(|ne  une  antre  équation  doni  les  raeines 
soient  les  carrés  des  dillereiices  entre  les  racines  de  re(|iialioii  proposée. 
Or.  si  tontes  les  racines  d'nne  équation  sont  réelles,  il  esl  évident  que 
les  eai'rés  de  leurs  dillérences  seront  tous  positil's;  par  conse(|nent.  l'é- 
(pialiiin  dont  ces  carrés  sei'onl  les  racines,  cl  que  nous  appellerons  doré- 
navant, pour  abréger,  éqiiiilion  des  différences,  cette  équation,  dis-je, 
n'ayant  que  des  racines  réelles  positives,  aura  nécessairenienl  les  signes 
de  M's  ternies  allernalivenieiil  positil's  et  négatils;  de  sorte  (pie.  si  cette 
l'ondilion  n'a  pas  lieu,  ce  sera  une  marque  sure  (pie  re(|iiatioii  primitive 
a  nécessairement  des  racines  imaginaires. 

2.  De  plus.  ((Miime  on  sait  'voyez  les  Mémoires  de  cette  .\cadeini<> 
()our  raiiiiee  ly^*'  et  ceux  de  la  Société  de  Turin  pour  raniiee  \'j(\()) 
(jue  les  racines  imaginaires  vont  tonjoiiis  deux  a  deux,  et  (pi'clles  peu- 
vent se  mettre  sous  la  l'orme 

y.  -^  {tt  \i  —  I.     «  —  j3\  —  I, 

V  et  jj  étant  des  ipiaiitites  réelles,  il  s'ensuit  (pie  la  (iillciciice  de  deux 
racines  imaginaires  c(iri('S|)on(lantes  sera  iieccssaiiciiieiit  de  la  l'ormo 
2|5\—  I,  de  s(u-|e  (]ue  le  carre  de  cette  diUerence  sera  — /ijv*.  c'est-à- 
dire  une  (piantité  lécdle  et  négative.  Donc,  si  re(piation  proposée  a  des 
racines  imaginaires,  il  l'audia  necessaireiiiciit  (pie  Véqitation  des  diffé- 
rences ail  au  moins  autant  de  racines  réidles  négatives  (pi'il  \  aura  de 
(•(Hiples  de  racines  imaginaires  dans  la  pifqtosée. 

(^est  ce  que  j'avais  déjà  remai(pie  dans  le  !i  II  du  Mciiioire  cite;  mais 
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voici  une  conséfiucnco  (|ui  m'avait  ecliappé  alors,  et  qui  [(t'iit  cire  d'iiiK' 
liiaiide  utilité  dans  la  reclierehe  des  racines  Imaginaires. 

3.  Nous  venons  de  voir  que  chaque  couple  de  racines  imaginaires  de 
la  proposée  doit  donner  au  moins  une  racine  réelle  négative  dans  l'équa- 
tion des  ditl'érences.  Or,  il  est  démontré  (voyez  les  Mémoires  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  i-j ^\)  qu'une  équation  (|uelc()i)qiic 
ne  saurait  avoir  plus  de  racines  positives  qu'elle  n'a  de  changeuients  de 
signes,  ni  plus  de  racines  négatives  qu'elle  n'a  de  successions  du  nièiiie 

signe.  Donc,  le  nombre  dés  racines  imaginaires  dans  u '(iiiatidii  (|uel- 

conque  ne  pourra  jamais  être  plus  grand  que  le  doulde  de  celui  des  suc- 
cessions de  signe  dans  l'équation  des  diflerences. 

4.  De  là  et  de  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  il  s'eusuil  (juc.  >i  rc(|ua- 
tion  des  différences  a  tous  ses  ternies  alternativement  positifs  et  négatifs, 
l'équation  primitive  aura  nécessairement  toutes  ses  racines  réelles,  sinon 
elle  aura  nécessairement  des  racines  imaginaires.  Ainsi  l'on  pourra  tou- 
jours juger  par  ce  moyen  s'il  y  a  ou  non  des  racines  imaginaires  dans 
une  équation  (juelconque  donnée. 

Remarque  II. 

Où  l'on  donne  des  régies  pour  déterminer  le  nombre  des  racines 
imaginaires  d'une  équation . 

5.  Soient 

a,     I),     c,     (/,... 
les  racines  réelles  d'une  c(juatiou  (|U('lcnuque,  et 

a-f-lây  — 1,      a:  — |3y/  — I,      y-f-Oy'"'-      y  —  à^  —  l,... 

les  l'acines  imaginaires;  les  cai'res  des  diirereuces  de  ces  laciues  seront 

{a—by,     {a  —  c]\  la  —  dy 

{b  —  cy,     [b  —  dy,...,     [c-dy,...; 

-4(3%       -4^%.... 
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(a-a  +  Pv'-^)'.  (a-a-Pv/^j', 
(«  -  ft  +  (3  v'^j',  (a  -  ft  -  (3  v'-î")'. 
f«-c+!3v/^)',     (a-c-Pv/^)-, 


(y  —  fl  +  ây'— I  j^     ^y  — a  — ô^'  — Ij^ 

(y-c  +  ay'— ^/.   fy  — c  — a^/^A 


[a-y  +  ((3-a)v-rj',      fa-/-(p-â)s/-ij', 


Icxiiifls  seront  par  coiisniin'iil  les  laciiii's  (U-  l'é(|ualioii  des  (lillV-rcuces. 
Soit  m  le  degré  de  rc(|iiali(Hi  proposét-,  qui  est  ciial  au  iioiiiltrc  des 
rariues 

a,  h.  <■ a-4-3v  — I.     a  — (3^  —  1,     y -(- 8  y  —  '  •     V  —  o  V —'.•••  ; 

celui  de  l'eijuatiou  des  dilleieuees  sera  di"  8  du  .Meiuoire  citéj 

m  (  m  —  I  ) 

— =  «; 

2 

i>r.  Miii  y>  le  nnml)ie  des  racines  ré<dles  a,  h,  c...  et  y.q  celui  des  racines 
imaginaires 

a-t-j3y  — I,      a— (3  y  —  '.     y  +  Oy/— 'i     y  — oy  — 1,..., 

en  sorte  que  m  —  p-h  2q,  il  est  facile  de  voir  par  la  table  précédente  que, 
parmi  les  n  racines  de  l'équation  des  dillerences,  il  y  en  aura  néeessai- 

reinent   ^'- de  réelles  et  positives,  q  de  réelles  et  négatives,  et 

iq  i  p  -^  q  —  \]  d'imaginaires. 

6.   Qu'on  lasse  maiiitctiaiit  le  produit  de  toutes  ces  racines,  et  il  est 
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visible  que  le  produit  des  !-^ — -  racines  positives  sera  toujours  positif. 

que  celui  des  q  racines  négatives  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  le 
nombre  q  sera  pair  ou  impair,  qu'enfin  le  produit  des  2q  (p  -h  q  —i) 
racines  imaginaires  sera  toujours  positif;  en  effet,  ces  dernières  racines 
étant  deux  à  deux  de  la  forme 

(A-i-Bv'^)',     (A-Bv'-T)', 

leurs  produits  deux  à  deux  seront  de  la  forme 

et  par  conséquent  positifs;  donc,  le  |)roduit  de  toutes  ces  racines  en- 
semble sera  toujours  aussi  positif. 

Donc  le  produit  total  sera  nécessairement  positif  ou  négatif,  suivant 
que  q  sera  pair  ou  impair. 

Mais  le  dernier  terme  d'une  équation  est.  comme  on  sait,  égal  au  pro- 
duit de  toutes  ses  racines  avec  le  signe  -j-  ou  — .  suivant  que  le  nombre 
de  ces  racines  est  pair  ou  impair. 

Donc  le  dernier  terme  de  l'équation  des  différences  dont  le  degré  est  n 
sera  nécessairement  positif  si  n  et  q  sont  tous  deux  pairs  ou  tous  deux 
impairs,  et  négatif  si  l'un  de  ces  nombres  est  pair  et  l'autre  impair. 

7.  Or,  si  n  et  q  sont  tous  deux  pairs  ou  impairs,  «  —  q  sera  nécessai- 
rement pair,  et  si  n  et  q  sont  l'un  pair  et  l'autre  impair,  n  —  y  sera  né- 
cessairement impair;  mais,  à  cause  de 


m  (m  —  I  ] 


et  de     m 


de  sorte  que  n  ^  q  sera  touj(Uirs  paii'  ou  iiupaii'.  sui\anl  (|nc  '  -' le 


sera . 


Donc  le  (It  iiiicr  tcrnu'  de  rc(iuati()n  des  (lillercuces  sera  uécessaiicmeiit 

II.  ;4 
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posilif  ou  iH'galir,  suiviinl  (iiif  le  noinltre  ^^^~'--  sera  pair  on  impair, 
f*est-à-»lirt'  suivant  (pic  le  nomltri'  des  t'oml)inaisons  des  racines  réelles 
«le  la  proposée  prises  deux  ii  deux  sera  pair  ou  impair. 

8.  i"  Supposons  (pie  ce  dernier  terme  soit  positif,  il  faudra  en  ce  cas 
que  ■^^~     soit  pair:  donc,  ou 

^  =  a),    ei    /»  =  4'. 
ou 

U  —  I  .  ,. 

=  2  /     et     />  -=  1  /  -+- 1  : 

d'où  il  s'ensuit  (pn-,  dans  ce  cas,  le  nombre,  des  racines  réelles  de  la  pro- 
posée sera  nécessairement  multiple  de  .'^  si  ce  nombre  est  pair,  c'esl-à- 
dire  si  le  deijré  de  re(|uation  est  pair,  on  nuiitiple  de  4  plus  i  si  le  degré 
de  re«|ualion  est  impair.  Ainsi,  il  sera  impossible  (pie  re(piation  ait  2, 
ou  3,  ou  (i,  ou  ",...  racines  réelles. 

2"  Supposons  (pie  le  dernier  terme  de  l'ecpialion  des  diirérences  soit 

négatif,  il  faudra  alors  que  ^-^ '-  soit  im|(air:  donc,  ou 

£  =  2>, -+- 1     et    p  =  ^l -\- OL, 
ou 

u  —  1  -  /  -  -, 

i- =  a  A  -i-  I     el     «  =:  4  '•  -•-  J  ; 

2 

d'où  il  .s'ensuit  que,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  pro- 
posée sera  nécessairement  multiple  de  4  plus  2  si  le  degré  de  l'équation 
est  pair,  ou  multiple  de  4  plus  3  si  ce  degré  est  impair.  De  sorte  qu'il 
sera  impossible  (|ue  re(|uatiiiii  ait  en  ce  cas  i ,  ou  4.  o"  '.  "U  >^.  ou  9,... 
racines  rétdies. 

9.  Ainsi,  par  l'inspection  seule  des  signes  de  l'équation  des  dillé- 
rences,  on  sera  en  état  de  juger  :  i"  si  toutes  les  racines  de  l'équation 
proposée  sont  ré(dles  ou  non;  3"  si  le  nombre  des  racines  réelles  est  un 
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de  ceux-ci  i ,  4.  5,  8 ,  ç),  i  2,  l'i, ... ,  ou  bien  s'il  est  un  de  ceux-ci  2,3, 

6,  7,  10,  II ce  qui  sulliia  [)()ur  déterminer  le  nombre  des  racines 

réelles  et  des  racines  imagiiiaii'es  dans  les  équations  (|ui  ne  passent  pas 
le  cin([uiènie  degré,  et  dans  toutes  les  équations  où  l'on  saura  (ravaiice 
que  les  racines  imaginaires  ne  sauraient  être  plus  de  (|ualrc. 

Peut-être  qu'en  poussant  plus  loin  cette  théorie  on  pourrait  trouver 
des  règles  sûres  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  dans  les 
équations  de  degré  quelconque,  les  méthodes  qu'on  a  proposées  jusqu'à 
prosent  pour  cet  objet  étant  ou  insullisantes,  comme  celles  de  Newton, 
Maclaurin,  etc.,  ou  impraticables,  comme  celles  de  Stirling  et  de  l'abbé 
de  Gua,  qui  supposent  la  résolution  des  équations  des  degrés  inférieurs. 

Remarque  III. 

Où  ion  applique  la  théorie  précédente  aux  équations  du  second, 
troisième  et  quatrième  degré. 

10.   Soit  l'équation  proposée  du  second  degré  comnie 
X-  —  Ax  -H  B  =  o. 

l'équation  des  diil'erences  sera  du  degré  ^  =  1,  el  l'on  trouvera  par  la 
méthode  du  n"  8  du  Mémoire  cité  que  cette  équation  sera 

V  —  a  ^  o, 
oii  l'on  aura 

4a=:A^-4B. 

Ainsi  les  racines  seront  toutes  deux  réelles  ou  toutes  deux  imaginaires 
suivant  que  l'on  aura  A-  —  4B  >  o  ou  <  o;  et  elles  seront  égales  lorsque 
A-  =  4B. 

I  1.   Soit  proposée  re(|ualiipn  générale  du  troisii-nie  degré 

x^  —  A  X-  -+-  Bx  —  C  =:  o. 
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3  •}. 
l'cciuiilidii  ilfs  dillV-roiU'es  sera  ici  .lu  (lci!,Té^  =  3.  cl  l'on  tiouvcra  par 

hi  iiicnic  iiicllioili- 

i»'  —  av-  H  /) i'  —  c  ^  o, 

où 

4a  =  2(A'— 3B), 

i66  =  (A'-3B)', 

4(A'-3B)(B'-3AC)-(9C-AB)' 

Diiiic,  |)(>iir  {|iic  les  racines  soienl  loules  réelles,  il  faudra  (juc  l'un  ail 

I  A'-3B>o, 

4{A'-3B)(B'-3AC)-(9C- AB)'>o. 

Si  l'une  lie  ces  deux  conditions  inaii(|iie,   l'eiiualion   aura  deux   racines 
i  ma  j;i  Maires. 

12.  Soit  uiainlenani  proposée  i'équalioii  générale  du  (pialril'ine  degré 
x'  *  -I-  B.r'  —  iLx  -I-  I)  =  o 
dont  le  second  terme  est  évanoui  pour  plus  de  simplicité;  le  degré  de 
re(|ualinii  des  dillérenees  sera  —  =6;  de  sorte  que  cette  équation  sera 

v'  —  av  -t-  éf*  —  cf'  -t-  dv'  —  ev  -\-  f  ^  o, 

oii  l'un  trouvera  par  la  même  méthode 

4a  r-   -  8B, 
i66^  9.?.B'-(-8D, 
4'c       -i8B'-+-i6BD-H26C', 
4'rf  :     17BM  ?.4B'D-  7.i6D=  +  3.i6BC', 
4»e  =  -4B»— a.j.^C'B'— 8.27C'D   ^  3.4=BI)'-  9,.4MVD, 

4'/  rrr  4'  D'  -  ■?.'  4'  B'  D'  +  4'  3'  vj  BD  +  4'  H'  1  »  -  4  (  ?  n  -  3'  ( :< . 

Donc  si  la  ipiantité 

4'r)'-  ?'4>B'D'  -+-  4>3'(:'BD  4-  4'B'D  -  4c  b>-  S'c 
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est  négative,  la  proposée  aura  nécessairement  degx  racines  réelles  cl 
deux  imaginaires;  mais,  si  cette  quantité  est  positive,  alors  la  pro|)oséc 
aura  toutes  ses  racines  réelles  ou  toutes  imaginaires. 

Or,  toutes  les  racines  seront  réelles  si  les  valeurs  de  tous  les  coetli- 
cients  a,  b,  c,  d,  e, /sont  positives;  donc  elles  seront  toutes  imaginaires 
si,  le  dernier  coefficient /étant  positif,  quelqu'un  des  autres  se  trouve 
négatif. 

Supposons  donc  le  coefficient/ positif,  en  sorte  que  l'on  ait 

4»D'-2'4'B=D=  +  4'3H?BD  +  4=B'D-4C=B'— 3'0>o, 

et  l'on  trouvera  que  tous  les  autres  coeificients  seront  aussi  positifs  si 
l'on  a  en  même  temps 

B<o     et     B^— 4D>o, 

et  qu'au  contraire  quelqu'un  d'eux  deviendra  nécessaircmenl  nrgalif  si 

B>o     ou     B=— 4D<o. 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  les  quatre  racines  de  l'équation  seront 
toutes  réelles,  et  dans  le  second  cas  elles  seront  toutes  imaginaires. 

On  pourrait  de  même  trouver  les  conditions  qui  rendent  les  racines 
des  équations  du  cinquième  degré  toutes  réelles,  ou  en  partie  réelles  et 
en  partie  imaginaires;  mais  comme  dans  ce  cas  l'équation  des  différences 

monterait  au  degré  —^  =  10,  le  calcul  deviendrait  extrêmement  prolixe 
et  embarrassant. 

Remarque  IV. 

Sur  la  manière  d'avoir  les  racines  imaginaires  des  équations. 

13.  Nous  avons  vu  dans  la  Remarque  II  que  chaque  couple  de  racines 
imaginaires  correspondantes  a  -h  ,^  y  ~  •  -  a  —  |3  y  —  '  donne  nécessaire- 
ment dans  ré(|uation  des  différences  une  racine  réelle  négative  —  4/5': 
d'oii  il  s'ensuit  qu'en  clierchanl  les  racines  réelles  négatives  de  cette 
équation,  on  trouvera  nécessairement  les  valeurs  de  —  4jS",  d'où  l'on 
aura  celles  de  /3,  à  l'aide  desquelles  on  pourra  ensuite  trouver  les  valeurs 
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i(>iii's|tiinil;iiil('s  (le  a,  l'oiiiiiic  nous  l'avons  enseigné  dans  le  ii"  17  du 
MniKHif  citt';  (le  suite  (|u'on  aura  par  ee  moyeu  l'expression  de  chaque 
lariiie  imaginaire  de  i'é(|uation  proposée,  ee  (|ui  est  souvent  nécessaire, 
siirtoul  dans  le  calcul  intégral.  Voici  seulement  une  observation  qui  peut 
servir  à  répandre  un  |>lus  grand  jour  sur  cette  théorie,  et  à  dissiper  en 
même  tt'm|»s  les  doutes  (|u'ou  pourrait  se  former  sur  son  exactitude  el  sa 
geiieralilc. 

1  \.   Lor'S(Hic  les  parlii's  icelles  z.  y,...  des  racines  iiuaginair-es 
a-l-Pv  — '•     3t  — (3^— '.     y-l-â^/— I,     y  — ây  — I,..., 

Mirit  inégales  tant  erilri'  elles  (|ii'avec  les  r'aciries  réelles  <i,  h,  <\...,  il  est 
évident  par  la  tahie  de  la  Uemai(|ue  pi'écédente  que  l'étjuation  des  dillé- 
r'enees  n'aura  ahsolument  d'auti'cs  racines  réelles  négatives  que  celles-ci 
—  ^j5-,  — /|0-,...,  de  sorte  (|ue  le  iiojMhi'c  de  ces  racines  ser'a  le  même 
(|ue  celui  des  couples  de  racines  imaginaires  dans  l'équation  proposée. 

Mais,  s'il  arrive  (|iie  parmi  les  <|uantités  a,  y,...  il  s'en  trouve  d'égales 

entic  elles  on  d'égales  airx  (iiiantités  a,  h,  c alor's  ré(|rration  des  dif- 

l'erences  aui'a  iiecessaii'ement  plus  de  l'acines  négatives  (|ih'  la  [ir'oposée 
n'aura  de  couples  de  racines  imaginaires. 

Kn  ellét,  soit  fl  =  a.  el  les  deux  racines  imagiriair'es 

x  — a-i-^\J—i)\     (a  — a  — Pv-')' 

deviendront  —  /5-  et  —  fi-,  et  par  conséquent  réelles  négatives. 

De  .sorte  que,  si  ré(|uation  proposée  ne  contient,  par  exemple,  (|ue  les 
deux  racines  imaginaires 

a  -f- 13  V  ~  '     c*     a  —  {5  V  —  •  • 
ré(|ualiori  ile^  dill'erences  coritieridi'a .  dans   le  cas  de  y  ^=  a ,  ouM'e   la 
r'acine  re(dle   négative   —  '[f''^.   encore  ees  deirx-ci    —  jS^,    —  p"  égales 
entre  idies. 

iJ'oii  l'on  voit  (|ue  lors(|ue  l'équation  des  dillérences  a  trois  racines 
réelles  négatives,  dont  deux  sont  égales  entre  elles,  aloi-s  la  proposée 
peut  avoir  ou  trois  couples  de  racines  imaginaires  ou  un  seulemenl. 
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Si  la  proposée  contient  quatre  racines  imaginaires 

a+Pv/^,     a-(3v/^,     y-\-ô^—i,     y-ô^—i, 

alors  l'équation  des  difi'érences  contiendra  d'ahord  les  deux  racines 
réelles  négatives  —  4/3^>  —  4^";  ensuite,  si  a  =  a,  elle  aura  encore  ces 
deux-ci  —  jS^,  — /5';  si  y  =  b,  elle  aura  de  même  ces  deux  autres-ci 
—  5^,  —5-;  enfin,  si  l'on  avait  7. —  y,  alors  les  quatre  racines  imaginaires 

[a  _  y  +  (  j3  -  d)s/'^]\        [«  -  y  -  {  p  -  ô)  ^/~t\\ 

[a-y  +  ((3  +  ô)^=~^J^      [«_y_(j3  +  ô)v'-7j  = 
deviendraient 

_((3-ô)s   -(p-an   -(pH-â)s   -(p  +  â)', 

c'est-à-dire  réelles  négatives  et  égales  deux  à  deux.  . 

15.  De  là  il  est  facile  de  conclure  : 

i"  Que  lorsque  toutes  les  racines  réelles  négatives  de  l'équation  des 
différences  sont  inégales  entre  elles,  alors  la  proposée  aura  nécessaire- 
ment autant  de  couples  de  racines  imaginaires  qu'il  y  aura  de  ces  racines. 

Et  dans  ce  cas,  nommant  —  »>  une  (juelconque  de  ces  racines,  on  aura 

d'abord  iS  =  —;   cette  valeur  étant  ensuite  substituée  dans  les  deux 

équations  fH)  du  n"  17  du  Mémoire  cité,  on  cherchera  leur  plus  graud 
commun  diviseur  en  poussant  la  division  jus(|u'à  ce  que  l'on  parvienne  à 
un  reste  où  a  ne  se  trouve  plus  cju'ii  la  |)remièi'e  diuiension;  cl  faisant  ce 
reste  égal  à  zéro,  on  aura  la  valeur  de  a  correspondante  à  celle  de  jS;  par 
C(!  moyen  chaque  l'acine  négative  —  tr  donnera  deux  racines  imaginaires 

a  +  (3  ^/—  I     et     a  —  (3  \/—  1 . 

2"  Que  si.  parmi  les  racines  réelles  négatives  de  rc(|u;ition  des  diilc- 
rences,  il  y  en  a  d'égales  <;ntre  elles,  alors  clunpie  racine  iuégale.  s'il  v 
on  a,  donnera  toujours,  comme  dans  le  cas  précédent,  un  couple  de  ra- 
cines imaginaires;  mais  cliacpu'  couple  de  racines  égales  p(uiria  donner 
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;iiissi  deux  coiiplfs  (If  raciiii's  iin;it;iii;iii'cs.  ou  n'eu  (loiiiUT  aurim;  ainsi 
(It'iix  laciiit'scjraU'S  tloiiiKToiil  ou  (|uatri'  ratines  imaginaires  ou  aucune; 
(rois  raeines  éj^ales  donneronl  ou  six  ou  deux  raeines;  (|ualre  laeines 
éj{ales  donneront  ou  liuit  ou  (juatre  raeines  imaginaires,  et  ainsi  de  suite. 

1().  Or,  soient  par  exemple  —  (V  et  —  ir  deux  raeines  égales  négatives 
df  rr(|ualion  des  dilléreiiees,  ou  lera  |5  =  —  comme  ci-dessus,  et  subsli- 
linint  cette  valeur  de  /S  dans  les  équations  (Hj  du  numéro  cité,  on  elier- 
eliera  leur  comujun  diviseur  en  ne  poussant  la  division  que  jusqu'à  ce 
i|uc  l'on  paivieuiie  ii  un  reste  où  a  ne  se  trouve  (|u'à  la  seconde  dimen- 
sion, il  cause  que  la  valeur  de  ,S  est  double,  comme  n(Uis  l'avons  déjà 
remar(|ué  dans  l'endroit  cité. 

Ainsi,  faisant  ce  reste  égal  à  zéro,  on  aura  pour  la  détermination  de  « 
une  é(|uation  du  sej'ond  degré,  laquelle  aura  par  conse(|uent  ou  deux 
racines  rérlles  ou  deux  imaginaires. 

Dans  le  piemier  cas.  nommant  ces  <leux  racines  «'  cl  a",  on  auia  les 
quatre  racines  in)aginaires 

a'-+-iàv/— I,     a'  — py/— I,     x"  +  ^\J—i,     a"— Py/— i; 

dans  le  second  cas,  les  valeurs  de  a.  étant  imaginaires  contre  l'hypothèse, 
ce  sera  une  mar(|ue  que  les  deux  raeines  égales  —  w,  —  «•  ne  donne- 
ront point  de  rai  ines  imaginaires  dans  la  proposée. 

17.  S'il  y  avait  dans  ré(|uation  des  dilléreiiees  ti'ois  racines  égales  et 
négatives  —w,  —w,  —  tr.  alors  faisant  j3  =  — ?  on  poussera  seiilcuieiit 
la  (livision  des  équations  jusqu'à  ce  que  l'on  (larvieniie  à  un  reste  (u'i  a 
.se  trouve  à  la  troisième  dimension;  de  sorte  cpie,  ce  reste  étant  fait  =  o, 
on  aura  une  équation  du  troisième  degré  en  a,  d'où  l'on  tirera,  ou  trois 
valeurs  réelles  de  a,  ou  une  réelle  et  deux  imaginaires  :  dans  le  premier 
cas  on  aura  six  racines  imaginaires;  dans  le  second  on  n'en  aura  que  deux, 
les  valeurs  imaginaires  de  a  devant  toujours  être  rejetées  comme  con- 
liaires  ;i  l'Ii vpolhi'se.  et  ainsi  de  suite. 
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1;^  II.   —  Sur  l(t  inaïucre  d  ajtpioclier  de  la  vcdciii  niiitiôrKiiie 
des  r((cine.s  des  équations. 

18.  On  a  vu  dans  le  §  III  du  Mf'iiioire  cité  tonimenl  on  peut  réduire 
les  racines  des  équations  numériques  à  des  fractions  continues,  et  com- 
bien ces  sortes  de  réductions  sont  préférables  à  toutes  les  autres  :  nous 
allons  encore  faire  ici  quelques  remarques  pour  donner  à  cette  llicoric 
toute  la  généralité  et  la  simplicité  dont  elle  peut  être  susceptible. 

Re:\ivrqle  I. 

Sur  les  fractions  continues  périodiques. 

19.  Nous  avons  (Ifjà  r('iii;ii(|uc  dans  le  n'^'  18  du  niciiif  .MiMiKiirc  (|uc, 
lorsque  la  racine  chercbée  est  égale  à  un  nombre  commensurabic,  la 
fraction  continue  doit  nécessairement  se  terminer,  de  sorte  (|ue  l'on 
pourra  avoir  l'expression  exacte  de  la  racine;  mais  il  y  a  encore  un  autic 
cas  où  l'on  peut  aussi  avoir  l'expression  exacte  de  la  racine,  quoique  la 
fraction  continue  qui  la  rei)résente  aille  à  l'infini.  Ce  cas  a  lieu  ior.s(|Ui' 
la  fraction  continue  est  ])eriodi(|ue.  c'est-à-dire  telle  que  les  mêmes  dé- 
nominateurs reviennent  toujours  dans  le  même  ordre  ii  l'iiitini:  par 
exemple,  si  l'on  avait  la  traction 


il  est  clair  cpi'eii  nommant  -v  la  valeni'  de  cette  IVactiim  nu  auiail 
II.  75 
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. .    <|iii  il. «lin.-  .  .II.-  i'i|)i.irii>ii 

|i.ii  l.ii|ii<'llr  Mil  |i<>llir;i  ilcli'i  lllllli'l  .1  :  il  en  m'I^iiI  ilr  IIICIIH-  si  l;i  |irli(i(lc 
I  i.iii  ;riiii  plus  ^i;iiiil  iiiiiiiIhi'  iIi'  Icniics,  cl  l'un  Iihiimi  ;iil  Idiijiiiirs  |iiiiii' 
l.i  ili'li'i'iiiiiKiliitii  lit'  .r  uni'  fiiinilidii  iln  sccdhiI  (Ii'^it.  Il  |i('iil  luissi  :irii- 
Mi  c|n<'  1,1  tV.ic  tii'ii  iiPiiliniir  »<\[  iiri'miiil'rc  il:in>  >ts  lucinicis  Icrnics,  cl 
i|ir>'lli'  ne  l'iiinnicncc  a  ijcvcnn'  |icriiiili(|iii'  i|ir;i|iii'^  un  rcrliiin  iKMnIirc 
.!•'  h'i  nii"-:  ii;Mi>  ccv  r;i>  un  |M>iM'i';i  lnin\('i  ilr  l;i  nu  nii'  ni;inii-i'c  l;i  \;ilcMr 
lie  l.i  liMi  licin.  cl  clli'  ili'|icnili :i  |i.M'i'illcnicnl  liinjnnis  d'une  ci|ii:iliiin  Aw 
^1  I  ond  ilc;,'ii':  c:iisiiil,  |i;ir  c\cin|)lc.  I;i  iVacliiiu 


iii»  liiulc  l;i  ri'iM'inui  >',  l'I   V  l;i  |i;n'hc  i|ui  cs|   |ici  iiMliiiuc.  s;i\(iii' 
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vr  (iiii  (luiine 

s  y-  —  rsr  —  r  =  o; 

donc,  sul)slitu;iiil  |)(Hii'  vsa  valeur  en  r,  on  auia 

s{.r  —  p)-—rs{x—p)[}-~q{.r  —  p)]  —  r[i  —  q{.v-p)"  =  o, 

équation  qui,  étant  développée  et  ordonnée  par  rapport  ii  x,  montera  au 
second  degré. 

20.  On  voit  par  ce  (|ue  nous  venons  de  dire  que  le  cas  dont  il  s'ai^il 
doit  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  dans  la  suite  des  équations  transfor- 
mées (a),  {b),  (cj,  {dj,...  du  n°  18  du  Mémoire  cité  il  s'en  trouvera 
deux  qui  auront  les  mêmes  racines;  car  si  la  racine  s,  par  exemple,  de 
l'équation  (c)  était  la  même  que  la  racine  x  de  l'équation  la),  ou  aurait 


ce  qui  est  le  cas  que  nous  avons  examiné  ci-dessus,  et  ainsi  des  autres. 
Donc,  quand  on  voit  (juc  dans  une  fraction  continue  certains  nombres 
reviennent  dans  le  niéuie  ordre,  alors,  pour  s'assurer  si  la  fraction  doit 
être  réellement  périodique  à  l'infini,  il  n'y  aura  qu'à  examiner  si  les  ra- 
cines des  deux  équations,  qui  ont  la  même  valeur  entière  approchée, 
sont  parfaitement  égales,  c'est-à-dire  si  ces  deux  équations  ont  une  la- 
cine  commune;  ce  qu'on  reconnaîtra  aisément  en  cherchant  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  lequel  doit  nécessairement  renfermer  toutes  les 
racines  communes  aux  deux  équations,  s'il  y  en  a;  or.  comme  nous 
avons  vu  ([ue  toute  fraction  continue  périodique  se  réduit  à  la  racine 
d'une  équation  du  second  degré,  il  s'ensuit  que  le  plus  grand  diviseur 
commun  dont  nous  parlons  sera  nécessairement  du  second  degré. 

21.  Supposons  donc  (|u'on  ail  reconnu  (|ue.  parmi  les  dilVerentes 
équations  transformées,  il  s'en  trouve  deux  (|ui  aient  la  même  racine; 
alors   la  fraction  continue  cherchée  sei'a   nécessaii-eiiicnl   perio(li(|uc   à 
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riiilini.  (Il'  sorte  (iii'oii  pourra  la  coiUinuer  aussi  loin  (|u'on  voudra  vu 
n'|iflaiil  sculoincnl  les  nu-uu's  iiouibri's.  Mais  voyons  comiîH'nl  ou  pourra 
dans  11'  cas  continuer  aussi  la  suite  des  fractions  converifcntes  du  n"  23 
ilii  Mciridii'c  cite  sur  la  résolution  des  équations  numériques,  sans  être 
idili-i'  de  les  iidcnicr  toutes  l'une  après  l'autre  par  les  formules  données. 

i'I.    l'oui'  cet  elièt,  nous  supposerons  <|ue  l'on  ait  en  i^cuéral 

J-  =  A,  H 1       vf,  =  A,  H 1       ^-j  =;  /3  -I ,  .  .  .  . 

X,  X-,  .r, 

en  sorte  (pie.  .r  étant  la  racine  »  liercliée,  a,,  .i\,  .i\,...  soient  celles  des 
eipiations  tianslorniees  (pu'  nous  avons  désiiinées  ailleurs  par  r.  z.  u,..., 
l't  l'cui  aura 


/,  H-  ^ 


Doiii  ,  l';iisaiil.  coinnie  dans  le  nnineio  cité, 


/  =1,  L  =.0, 

l,  =  l,  ].,       i, 

/,  =  Xa /,-+./„  L;,  z=  A,  L,  +  l,„ 

/.  =  /..  /,  +  I,,  u  =  )..  u  -t- 1... 


on  aura  ces  fractions  convei;;entes  vers  -v 

L       L       L       !±       L 
L'     L,'     L/     L,'     Li' 

2:t.    Mainlenanl.  l'eipialiDii 

X, 

donneia 

XX,  =  ^,  À,  -(-  I  =  j-,  /,  +  I  ; 
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mettons,  au  lieu  de  x,  dans  le  second  membre  de  celte  (-(luatioii,  s;i 
valeur 

et  multipliani  para^-^,  on  aura 

XX,  X,  =z  {h.t,  ■+-  l) X2  -\-  l,  =  l,x,  -h  /,  ; 

on  trouvera  de  même,  en  substituant  dans  le  second  niciiil>rf  île  (ctle 
équation  /.,  h à  la  place  de  a?,, 

et  ainsi  de  suite. 

Pareillement,  l'équation 

.,        I 

X, 

donnera 

X,  Xj^l^Xi  -h  1  ^^  L,  X,  +  L,  ; 

ensuite,  substituant  dans  le  second  membre  À,  h à  la  plaie  de  x.,,  et 

X,  ' 

multipliant  para-,,  on  aura 

X,  X.  X,  =  { X2  L,  +  L,  )  JT,  +  L2  =  Lj  jTj  +  L;, 

et  ainsi  de  suite. 

D'où  il  s'ensuit  qu'on  aura  en  geuoral,  (juelle  (]ue  soit  la  iVaclioii  con- 
tinue, soil  périodique  on  non, 

XX,  Xi  X,  .  .  .  x^=^  IpX^    +  'p_ ,  > 

X,  Xi  :Cj .  .  .  ;r.  =  L„  Jr„  -I-  L„     , . 

'    -    '  p         p    p         p—i 

24.   Cela  |)ose.  su|)posous  (ju'on  ail  trouvé,  par  exemple, 
r'est-à-dii'e  que  la  racim- de  la    u. -h  'j  1"""'  liMUsToriiiéc  soil  ejjalc  ;i  ccllr 
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lie  l:i  ii:iiislormée  jj.""";  alors  on  aura  aussi 

cl  (Il  iii'iicral 

X       ,  =  jr  ; 

ilollr  illissi 

>,,^^,^,  —  /.,^^,,  .      >„^.^^,,   -  /„^., 

l'I  i-ii  jiciit'ial 

(If  sorti"  iju'un  aura 

X  ---  >.,  -1- 


X,- 


?..._.  +  .- 


25.   .MiiiiilciKUil.  si  l'on  su|)|)os('  en  générai 

0  ^^  )L(.  -t-  H  V  -♦-  5J , 

il  csl  t'iirilc  (le  voir  (jiic  les  deux  é(juations  fBi  ilii  numéro  préeéfleni  de- 
vienilront 

xx,X:...x^  X  x^^,x^^.,...x^^^:<(x,,_^,x^^  ,-■*>  +  ..)"  ^  /p-ï-,.^„-i-  /p_,. 
r,x,...jr„  X  J^„^.,  ■r„_^  ,...^„^„  X  f-J^a^.,  ^ii^2---^u-i--^"  —  L   *„^„  -+-  L,_,. 

()i-  on  a,  en  laisiinl  dans  les  l'ormules  iB    <lu  numéro  precedeni   o  =  u., 

XX,  X,.  .  .x^  =  l,^  X  ^  -t-  /       ,, 

De  plus,  il  eause  de 

f-t-l  •*//-f-2 
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il  est  clair  (|iio  si  l'on  fait 

,/(=!,  H    =  o, 

i/i,  =  X„^,,  H,=  i, 

j  h,  =  >,„_^,,  /,,  +  /,,  H,  =:.  X„^, H„ 


(l^ 


on  aura  en  général 


■u.-t-^      —    A^     -'•'u-f-T    "•"    '',-    !• 


(D)  '     ' 

Donc  on  aura 


et,  h  cause  de  .r^^..,  =  j;„  f  hypothèse), 

26.  De  sorte  qu'en  faisant  ces  substitutions  ilans  les  deux  é(|uati(iiis 
ci-dessus,  on  aura 

'    fi       fi-  «  —  \  j  CI      ;/  -^  CT  ^  —  I  >       *  ■»  —  I  ;  p        u  T-  c  p  —  I 

et 

27.  Or  les  équations    Dj.  elanl  divisées  \'\\w  \\\\\  r;iiilir.  (Iniiin'iii 


(E) 

d'oii  l'on  lire 


Donc,  faisant  7—  -.  on  auia 
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.-t.  (Ir  II.. 


mais  il  est  facile  de  voir,  par  la  ualuir  des  (luantités  //.  /(,.  /(., H,  H,, 

H, «liif  l'on  a 

H, /»-//, H=^  I,     H,//, -/i,H,=  -i,     H, //:-//,!!:  = 

don  l'on  aura  en  ifcncral 


le  si^iH'  supt'ricnr  ayant  lieu  lorsque  w  est  un  noniiire  [lair.et  l'inlerienr 
lorsque  w  est  impair. 

Donc,  faisant  ees  substitutions  dans  les  doux  équations  du  n"  26,  on 
au  la 

±(/^  x„-(-/„_,)  (H,x^-(-H.,_,)"=(/pH„_,-/p_,  Ho).r„+(/p_,  /(^-/^  /,„_,). 
±(L^.r^4-  Lu-,  )(  H,.ra-t-  H.,_,)'  =  (LpH„_,  -  Lp_,  H„  ).»■„+  (  L,  _,/»„-  LpA^j-,); 

les  signes  anilii^us  dépendant  du  noinlire  st.  comme  nous  l'avons  vu  ci- 
dessus. 

•2H.    Maintenant,  si  dans  l'eiiuation    K    du  numéro  précédent  on  lait 
T  =  V,  on  auia,  a  cause  de  .r^.^,  =  x,^  f  hypothèse  , 

/i.  x„  ■+■  h„    , 


d'où  l'on  lire  l'ciiiiation  en  x., 
la(|ULdle  donni' 


/<.-H,_,-(-y/(A,-H,_,j»^4U,A,_, 

ïïT 
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en  snrtf  (|iic  I  (III  ail 

et.  Mil)stiUu<n(  celte  valeur  dans  les  deux  dernières  équations  du  n'^'27. 
nn  aura 

^  (  /„  P  -  /„_ ,  +  /,  V  Q)  (H,  P  +  H.^  ^ ,  +  H.^  V  Q)" 

=  (/,  H.-  -  /,-.  H,)  'P  +  V  Q,  +  (l,-,K  -  Ip  K^,)' 

—  (L„P^L„_,  -L,^vQ)  IH  P  +  H  _, +  H.^^/Q)" 

=  (L,  H^_,  -  L^_,  H^tP  ^  \  Q  ^  ^L,_,  /(^  -  L,  /»^_  ,  ; 

d'où,  à  cause  de  l'ambiguïté  du  radical  \Q.  on  tirera  (juatre  équations 
par  lesquelles  on  pituria  déterminer  /,.  /,_,.  L^,  L^-,. 

29.   En  effet,  supposons,  pour  abréger, 

L,P-  L„_,  =  F^ 

et 

H  P-H,_,  =  K^, 

on  trouvera  ces  (|ualre  éijuations 
,  H  ;       M  ./u -t-  /.  v'Q )  f  K,  -h H,  v'g ;  -  û  ~  'f.  v^Qy  '  K,  -  H,  v'Q j" 

'p  "u  —  I  —  *£  —  in—  —    zti : ; — 1_  ^ 

l        ,,        ,.  ,  ^   P+V^j(./';>-/;.v/Q/K,-H,t/Q;-(P-v^;(/^+/^t/Qj(K.,  +  H,vQr 

2v/Q 

L,H-_,  ^  L,_,  H    =  ±  (P^  +  Vv^)(Kv  +  H,v/Q)"-JF^-  L^  t/Q)(K..  -  H..  t/Q)" 
,    „     .       ,    ■    ^  av/Q 

11.  -H- 
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Dune,  si  rem  ajoiilr  la  pirinic-ir  imiltipru'C  par /«o  :»  li>  (U'iixii-iiic  iiiiil- 
liplift'  par  H„,  t't  ilr  iiii'inc  la  tniisil'iiic  luiilliplicc  par  /(^  ;i  la  (lualricinc 
iiiiillipliri'  pai-  11^.  l'I  (|ii'(>ii  lasse,  |)oiir  alircgcr, 

-H„l'-4-//„  =  G„, 

,.11  aura,  à  cause  (!.■/,„  lU_,~H„/j„_-,=  ii  (27), 

_  %  -h  /;.v/Q)  (Ga+H„v/Q)  (K.,+H,t/Q)"-(/^-  V>/Q)  (Go  -  H^  y/Q  jO^o  -  H„  v/g  )" 

p  étant  =  ix  +  nv  +  VS. 

'M).   Ainsi,  l(>is(|ir;i  l'aide  des  (iiianlités 

^..     ^=.     ^' h-..' 

on  aura  calciilé,  par  les  tnriniiles  (A)  et  (Cj,  les  qiianlités 

/,     /.,     /: L,      l.„     1..,..., 

|ns(|u';i  /„  et  L„.  el  les  (|nanlilés 

/;,     //,,     //, M,     II,,     Il 

|nsi|n';i  /i,  el  11,,  on   poniia,  |)ar  les  l'orinnU^s  |)reeédenles,  trouver  les 

/ 
valeurs  de  /,  el  de  !>,,,  e'esl-ii-dire  les  lernies  de  la  t'radion  -—^  (|iiel  (|ue 

snii  l'exposant  du  (|uanlii'nie  o:  car  pour  c(da  il  n'y  aura  (]u'à  retran- 
cher <j.  de  0.  el  diviseï'  la  dilleiencc  par  v:  le  (|Uolieiil  sera  le  n(Hnl)re  n, 
(|ui  entre  dans  les  roiiiinles  précédentes  coiunie  exposant,  el  le  reste  sera 
le  nouiltre  57,  qui  sera  pai-  conse(|uenl  loujours  moindre  (|ue  v. 

.■{|.  Au  reste,  M  l'on  \oulai(  Iriniver  en  i;éneral  l'iMpialion  du  see(Mid 
ile^'re  par  hupudle  peut  être  déteriiiinée  la  racine  .r  de  ré(|uali()n  pro- 
posée, lor.stpriiii  a  Xf,^.,  =  Xf,,  coninie  dans  le  n"  24,  il  n'v  aurait  (|u'à 


I 
i 
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ii'iiiarijuer  (|iie  les  équations  fBj  du   n"  23,  étant  divisées   l'uni'   [)ar 
l'antre,  donnent  en  général 


^Jpfp+V-, 


Lo  jc„  -I-  L 

.     p         p- 


d'oii  l'on  tire,  en  faisant  p  =  ij.. 


donc,  substituant  cette  valeur  de  x„_  dans  l'eciuation  E  du  ii"  27,  on 
aura  celle-ci 

H,  (  L„.  _ ,  .r  -  /,,  _ ,  )—  {//v  -  H,  _ ,  )  (  L „  _ ,  ,r  -  /„,  _,)(/„-  L„  ./•)-//,_,  (/^  -  Lp .tf  =  o, 

c'est-à-dire 

[H.^L;^_,  +  ^/(.^  -  H.^_,)  L^_,  L,^-  /(,^_,  L=  ,  X' 

—  r2H.^L„_,/,^_,  +  (7i,^-i-H.^_,i    L„_,/,^  +  /„_,L„j  -  •2/(.^_,/„L^   ,r 

-H  H^  /;_,  +  ! 7(, -  H„_,j  /^_,  /„  -  //.^_,  /;  =  o, 

et  cette  équation  sera  nécessairement  un  diviseur  de  l'équation  proposée. 

Remarqle  II. 

Où  I  on  donne  une  manière  très-simple  de  réduire  en  fraetions  continues 
les  racines  des  équations  du  second  degré. 

32.   Considérons  ré(|uation  générale  du  second  degré 

E,  X-  —  2  ex  —  E  ^  o, 

dans  laquelle  E,  E,  et  i  sont  supposes  des  niuiilocs  entiers,  tels  (uie 
£- -t- EE,  >o.  pour  (|ue  les  racines  soient  récdies;  cette  é(|iialion,  clanl 
résolue,  donne 


e  +  v'e'  ■+-  EE, 
""= Ê^ ' 

76. 
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on  If  iM(liciil  |)fiil  ('Irt'  pris  posilivomciit  ou  nojJtativpiiKMil.  Siipi)()S()iis 
(|in'  l:i  r.ninc  clicrclii'c  sitit  positive,  et  soil  À,  le  noiiilirc  t'iiticr  (|iii  sera 
iiimiiMlialciiii'iil  plus  pi'lil  (|ii('  la  valeur  tic  .r;  on  leia  doue 

,         I 

j:  =3  A,  H » 


el.  siil)>liniaiil  (die  valeur  dans  l'ecpialion  proposée,  on  aura  nue  équa- 
lion  Iransfonnée  donl  l'inconnue  sera  a-,;  or  si ,  après  avoir  fait  la  sul)- 
stitnlion,  on  multiplie  toute  l'équation  par.»';,  (pi'ensnite  ou  eliani;!'  les 
signes  et  qu'on  suppose,  pour  abréifer, 

e,  =  A,  E,  -  £, 

E,=  EH-?.eX,-E,X% 

on  aura  la  transl'orniée 


E,  .r;  —  ?.£,^,  —  El  :=  o, 


laquelle  donnera 


€,  +  \/el  +  E,  E, 


ou  ehereliera  donc  le  noiul)re  entier  )..,,  qui  sera  iniu)édiateuieut  plus 
(letit  ()ue  eetle  valeur  de  x,,  el  l'on  fera 


X, 

et  ainsi  di'  suite. 

Maintenant,  je  remarque  (|ue  la  (|uantité  h'j  +  EiIvm  (|ui  est  sous  le 
signe  dans  l'expression  de  a,,  devient,  en  substituant  lt!s  valeurs  de  £,  (ï1 
de  Kj,  et  ôlanl  ce  qui  se  détruit,  celle-ci  :  £^  -+-  KK,,  qui  est  la  même  que 
c(dle  qui  est  sous  le  signe  dans  l'expression  de  .r;  d'où  il  est  facile  de 
conclure  que  la  quantité  radicale  sera  toujours  la  même  dans  les  expres- 
sions de  .r,  X,,  x.,, 

.3.'$.    Donc  ^i  l'on  l'ail,  pour  ahieger, 

B  =  £'-)-  EE,, 
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cl  (|ii'()ii  prenne  (le  signe  <  dénote  qu'il  faut  prendre  le  uttniijic  entier 
(|ui  est  immédiatement  moindre) 

,        e  H-  v/B 

^<  W^^        6,  =  /,  E,  —  E, 

E:=E    -(-2£   À,-   E,^î,        X,<^'^^^,        E,=  >.,E,~£„ 

E3  =  E, +  2e,^-Ea^     l><-~-^,     £3=>,3E,-e„ 

C<3 

E,  =  E,+  2E.>.3-E3^3',        A.<^'"t^^>         £.  =  ^.E.-£3,     ■ 

E< 


£  +  v/B        ,  I 

--eT^^^'-^^' 


,.  _  iL±v(B 


E.       -^^ 


_  £,  4-  y/B 
•^'-  E3 


d'où 


.r  =  >,  H- 


Quant  au  radical  yB,  il  faudra  toujours  lui  donner  le  niènic  signe  qu'on 
lui  a  supposé  dans  la  valeur  de  la  racine  (  lierehée  a-. 
On  peut  ohserver  encore  que.  comme  on  a  trouvé 

cj  -(-E,E.=:s^  +  EE,  =rB, 
on  aura 

B-e? 

bl- 
et, de  même, 


^'-      E, 


E,_-jg— ,     t.- -ET 
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Ainsi  l'on  pourra,  si  on  le  jiigo  plus  loniniode.  employer  ces  formules 
k  la  place  de  celles  i|u'on  a  données  plus  liant  |)our  avoir  les  valeurs  de 
K,.  I-,.... 

34.  Maintenant  je  disque  la  Traction  continue  (|ui  exprime  la  valeur 
de  j-  sera  toujours  nécessairement  pério<li((ue. 

Pour  pouvoir  démontrer  ce  tliéurème.  nous  commencerons  par  dé- 
inoiilicr  en  jjénéral  que.  cpielle  que  soit  l'équation  proposée,  on  doit  tou- 
jours nécessairement  arriver  à  des  équations  transformées  dont  le  pre- 
uiicr  et  le  dernier  terme  soient  de  signes  différents.  En  effet,  nous  avons 
vu,  dans  le  n"  19  du  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numériques. 
tpi'oii  doit  toujours  nécessairement  arriver  à  une  équation  transformée 
qui  n'ait  (|u'une  seule  racine  plus  grande  que  l'unité,  après  quoi  cha- 
cune des  transformées  suivantes  n'aura  aussi  ([u'unc  seule  racine  plus 
grande  que  l'unité;  soit  donc 

ait"'  -H  bu'"  '  ■+-  cW'^'  -t- . . .  -I-  /)■  =  o , 

nue  de  ces  transformées  qui  n'ont  qu'une  seule  racine  plus  grande  (|ue 
l'unité,  et  soit  s  la  valeur  entière  approchée  de  u  :  on  fera,  pour  avoir  la 

transformée  suivaulc  u  =  s^ •>  ce  (lui,  étant  sulistitué,  donnera  cette 

w  ' 

transformée,  dans  la(|uelle  il  est  aisé  de  voir  (|uc  le  |)rcmier  terme  sera 

(  as"'  -+-  bs"'-'  -+-  es""  -  -I-  . .  .  -i-  /i  )  iw" 

et  cpii'  le  dctnicr  sera  a.  Or.  puis(|U('  la  vraie  valeur  de  u  dans  la  trans- 
formée précédente  tonihe  entre  ces  deux-ci  :  u  —  s  el  u  —  x  ,  entre  les- 
quelles il  ne  se  ti'ouve  aucune  autre  valeur  de  u  (hypothèse;,  il  s'en- 
suit (pi'en  faisan!  ces  deux  sulistitutions  dans  l'écpiation  en  u  on  aura 
nécessairement  des  résultats  de  signe  contraire;  car  il  est  facile  de  con- 
cevoir qu'il  n'y  aura  en  ce  cas  (|u'un  seul  des  facteurs  de  cette  équation 
qui  pourra  rhangerde  signe  en  |iassant  d'une  valeur  de  u  ii  l'autre  (u"5, 
Mi-iuoire  cité  .  Mais  la  su|)position  de  «  2c  donne  le  résultat  au'"  (tous 
les  autres  termes  devenant  nuls  vis-à-vis  de  celui-ci  ),  lequel  est  de  même 
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signe  que  le  coefficient  a\  donc  il  faudra  que  la  siip|)nsiliiiii  de  it  ^  s 
donne  un  résultat  de  signe  contraire  à  a;  mais  ce  résultat  est  égal  à 

as!"  -f-  Ai"'-'  -1-  fi"'-^  -T- . . .  -f-  ^  ; 

donc,  puisque  cette  quantité  est  en  même  temps  le  coetlicieiit  du  pre- 
mier terme  de  l'équation  transformée  en  lu,  dont  le  dernier  terme  est  «, 
il  s'ensuit  que  cette  transformée  aura  nécessairement  ses  deux  termes 
extrêmes  de  signes  différents. 

Et  l'on  peut  prouver  de  la  même  manière  que  cela  aura  lieu  à  plus 
forte  raison  dans  toutes  les  transformées  suivantes. 

35.   Cela  pose,  puisque  rcqualion  proposée 

EiJ-  —  iix  —  E  =  o 

donne  les  transformées    32 

E,  x' —  2  £,  X,  —  E,  =  o, 
Ej  x\  —  a £2X3  —  E,  =  o, 


i1  s'ensuit  de  ce  que  nous  venons  de  démontrer  dans  le  numéro  précé- 
dent qu'on  parviendra  nécessairement  à  des  transformées  comme 


V.- 

E.  _^„  Xj      .—  2£.       ,  X.  ^,  —  E.,^,  =;  o. 


dont  les  premiers  et  (ierniers  termes  seront  de  signes  ditlcrciil^;  de  mhIc 

que  les  nombres 

E,.     E.^^..     E.^.,,... 

seront  tous  de  même  sii^ne.  Or,  on  ;i    ^i'î 

B  =  c/  -  E   E      ,=£■_,-  E  ^  ,  E.^     ,  ^    .    ; 

donc,  puisque  E.^,  E^-^,,  E.^-^,,...  sont  de  même  signe,  les  [iroduits 
E.^E-,-,-,,  E.^^-i  E.^-,-.,...  seront  nécessairenn-nl  positifs:  d'oii  il  s'ensuit  : 
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i"  (Jiif  l'on  aura 

c'fsl-ii-diic    eu  laisiinl  iili.siiiicliuii  du  sij;ue, 

£,<v«.     S  +  ,<vB. 

cl  ainsi  (le  suite  il  riiitiiii: 

2"  Qui-  rtiM  aura  aussi,  à  causf  (]U('  les  uoiiihrcs  K,  V.,,  Ko,..-  soûl  Unis 

l'IllilTS. 

E.^<B.     E.^^,<B,     E^^,<B, 

l'I  ainsi  de  suite.  Doue,  eoniiiie  B  est  donné,  il  est  elair  (|u'il  ii'v  aura 
(|u'iiii  eeitaiii  iiomltrc  de  uoiultres  entiers  qui  pourront  être  moindres 
(|llc  li  nu  i|ue  \  |{;  de  Sdlle  (jue  les  lloiIllM'eS 


lie  |iiiiii'i'(iul  avoir  i|u'uii  eeilaiii  iiniulire  de  \;ileurs  dilléi'eiiles.  e|  (|ii'aiiisi 
dans  l'une  el  r;iulie  de  ces  séries,  si  im  les  pousse  il  riulini.  il  laudia 
néressaiieiiieiil  (|iie  les  mêmes  termes  revieiment  une  infinité  de  l'ois; 
et,  par  la  iiieinr  laismi.  il  laudra  aussi  qu'une  in?  nie  cdmliiiiaison  de 
termes  correspondants  dans  les  deux  séries  revienne  une  infinité  de  l'ois; 
d'où  il  s'ensuit  qu'on  aura  néeessairement.  par  exemple. 

E.  ^-       =E.     ,     ei     £.      -_^   ^c       -, 

■  Ml  liieii.  en  faisant  y  ^  o  =  ij., 

E,,^.,  "  E,^     et    E„_^,  —  £^; 
dune,  il  eause  de 

B  =  £i  -(-  E„  E„^,  =  el_^.^ -t-  E„^.^ E.-,-v-t-i> 
<iii  aura  aussi 


mais  on  a 


VB  W»^V« 
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donc  07^-4-.,  =  ^,u;  flonc  la  fraction  cuntinue  sera  nécessairtMnciil  [icrid- 
dique  (24). 

36.  En  effet,  on  vnil.  |iar  les  {'oriiuiles  du  n"  33.  (|ne  si  l'on  a 
on  aura 

F  — F  >  —  )  £  =£, 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'en  général  les  termes  des  trois  séries 

E,  E„E:,...,      c,c,,  £.,...,      /.,,/.. 

qui  auront  pour  exposant  a +  nv  +  ro,  seront  les  mêmes  que  les  termes 
précédents  dont  les  exposants  seront  (x  -+-  tz,  en  prenant  pour  n  un 
nombre  quelconque  entier  positif. 

Ainsi,  chacune  de  ces  trois  séries  deviendra  périodique,  à  commencer 
par  les  termes  E^.  ^^,  ^y-i-i.  et  leurs  périodes  seront  do  v  termes,  après 
lesquels  les  mêmes  termes  reviendront  dans  le  même  ordre,  à  l'iiitiui. 

37.  Nous  venons  de  démontrer  qu'en  continuant  la  série  des  nombres 
E,  E,,  E,,...  on  doit  nécessairement  trouver  des  termes  consécutifs  qui 
soient  de  même  signe,  et  qu'ensuite  la  série  doit  nécessairement  devenir 
périodique;  or,  je  dis  que  dès  que,  dans  la  même  série,  on  sera  |)arvenu 
à  deux  termes  consécutifs,  comme  E-^,  E.^-h.,  qui  soient  de  même  signe,' 
on  sera  assuré  que  l'un  de  ces  deux  termes  sera  déjà  un  des  termes  pé- 
riodiques, lequel  reparaîtra  nécessairement  dans  chaque  période. 

En  effet,  comme  E.^  et  E.^-^,  sont  de  même  signe,  il  est  clair  (iiic  la 
transformée 

E.  _,  x."  —  11.  x.^  —  E.^  =  o 

aura  nécessairement  une  racine  positive  et  l'autre  négative,  de  sorte 
qu'elle  n'en  pourra  avoir  cju'unc  seule  t|ui  soit  plus  grande  que  l'unité; 
donc  toutes  les  transformées  suivantes  auront  nécessairement  leurs 
termes  extrêmes  de  signes  ditlérents  34^  ;  par  conséquent,  tous  les  nom- 
II.  11 
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lirt's  K^,  K^-^i,  Ey-ea,...  sci'oiil  (le  mèiiic  signe,  de  sorte  (|iie  eliacun 
d'eux  sera  moiiidi'e  (|iie  B,  et  (|iie  eliaeiiii  des  iKiinhres  i.^,  ij^\,  ^■f-^-^,... 
sera  nutindre  (|ue  \  H    35). 

.'IS.   Or,  eiiinine  on  a 

il  est  visihie  (|iie  les  nombres  E^,  E-^-^,  seront,  ou  tous  les  deux  moindres 
ipie  \  W,  ou  (|ue,  si  l'un  est  pins  grand,  l'antre  en  sera  néeessairement 
moindre,  de  sorte  (|u'il  y  en  aura  au  moins  toujours  un  qui  sera  moindre 
(|Ue  y  H. 

Sii()|i()soiis  (|iie  ce  soit  \\y,  et  je  vais  |H'ouver  (|ue  les  nombres 

sei'ont  tous  nécossairemeni  du  même  signe  (|ne  le  radical  y/B.  En  eU'et, 
|)uis(|ue  les  racines  x\,  xv,,  .i, ,...  des  é(|ualions  transformées  doivent 
l'Ire  toutes  plus  grandes  que  l'unité  par  la  nature  de  la  iVaetion  conti- 
nue, on  aura  donc  aussi  .r^  >  i,  x^^^  >  i ,  et  ainsi  <le  suite;  donc 

-p >',    -^ >>,•••, 


'I,  comnii 


et  ainsi  des  autics;  donc  aussi 

-3->..  -J^  >. 

Or,  comme  £^,  î^.^,,...  sont  |)lus  petits  que  yB.  '•  est  clair  (|ue,  quel 

que  soit  le  signe  de  ces  nombres  v^,  c.,^ les  dénominateurs  /B      i.,, 

x'B  — £yH-,,...   seront  nécessairemeul   du  même  signe  (|Me   \\\\  donc  il 
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fiiiidni  i|ue  les  luiinératcurs  E-^,   E^^.,,...   soient  tous  aussi  du   iiièinc 
signe  que  V^. 

Maintenant,  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  VB  positif,  en  sorte 
(|ue  E^,  Ey-i-i,...  doivent  être  aussi  tous  positifs,  et  je  dis  que  s^,  gy-t-,. 
jy-^2,...  le  seront  aussi.  Car  soit,  s'il  est  possible,  s.^  =  —  vj  (r,  étant  un 
nombre  positif),  et,  comme  E-^  <  vB  Miypothèse),  on  aura,  ii  plus  forte 
raison,  E-^  <  \JB  -hri;  donc 


sera  <  i,  au  lieu  que  cette  quantité  doit  être  >  i;  donc  e^  doit  être  po- 
sitif. Soit  ensuite,  s'il  est  possible,  î.^^.,  ^  — r,,,  et  comme  on  a,  par  les 
formules  du  n°  33,  ly^,  =ly^,Ey^,  —  ly,  on  aura  >,.^_t-, E.^-h,  =  iy  —  r,^\ 
donc,  à  cause  que  Zy  et  /j,  sont  des  nombres  positifs  moindres  que  yB, 
et  que  ).-^-<-,  est  aussi  un  nombre  entier  positif,  il  est  clair  que  E;,-^.,  devra 
être  moindre  que  VB;  et,  dans  ce  cas,  on  prouvera,  comme  ci-devant, 
que  c.^_^.,  devra  être  positif;  et  ainsi  de  suite. 

Si  VB  était  pris  négativement,  on  prouverait  de  la  niènic  manière 
que  zy,  zy^t,...  devraient  être  négatifs;  et  même,  sans  faire  un  nouveau 
calcul,  il  n'y  aura  qu'à  remar(|uer  que  les  formules  du  numéro  cité  de- 
meurent les  mêmes  en  y  changeant  les  signes  de  toutes  les  quantités  E, 

E|,  E2,...,  E.  £,,  3o. et  du  radical  yB;  de  sorte  ([u'on  pourra  tiuijoui^ 

regarder  ce  radical  comme  positif,  en  prenant  les  quantités  E,  E,,  E, 

i,  a,,  £3,...  avec  des  signes  contraires. 

39.  Cela  posé,  je  dis  que  si  deux  termes  correspondants  (|uelcou<iues 
des  suites  E.^,  E-^-^,,  E.^h-^,...,  ly,  c^-hi.  îy-^i,...  sont  donnés,  tous  les 
précédents  dans  les  mêmes  suites  seront  nécessairement  donnés  aussi. 

Supposons,  par  exemple,  que  E^^s  et  ly^?,  soient  donnés  (on  verra 
aisément  (jue  la  démonstration  est  générale,  (|uels  ([ue  soient  les  termes 
donnés),  et  voyons  quels  doivent  être  les  teiines  (|ui  précèdent  ceux-ci. 
en  vertu  des  formules  du  n"  33,  et  des  conditions  du  numéro  précédent. 

77- 
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On  ;iui;i  tl'ahord 

iloiK 

inilis  (in  «luit  ;ivoir  !;,+  ,<  yB:  <l<iiH"  'I  i'iiiulra  que  l'on  ail 


^+3<       E. 


S-h3  ^  V 


B 


Oh  aura  (II'  nirnit- 


il'iiii.  a  cause  de  iy^,  <  y  B,  on  tirera 


niais  il  faut.   |)ai-  la  nalnif  de  la  IVaclion  conlinne,  tjue  À^_,. ,  soil  un 
niinilii'f  cntiei'  positif:  dinK-  il  faudra  iju'on  ait 


^X-h2-^V 


B  >  E. 


Ml',  OU  a  aussi 


-y+t       -■^v+l' 


savoir,  en  nietlani  poui'  i^^  j  sa  valeur  ci-dessus. 


B-/._,E_,+ 


>  +  :i     -"i,  +  :<' 


'•v  -t-  3  > S '  • 


Donc.  |tuis(|ne  le  nombre  /^^.  j  (ioit  être  entier,  il  est  clair  (|u'il  ne  |)ourra 
être  é^jai  (|u'au  ninnlu'e  entier  qui  sera   imniédiatement  plus  petit  (|ue 


Sh-3^VI 
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;  ainsi  X.^^3  sera  donné,  et  ùe  là  Sy^i  le  sera  aussi,  el  coniinc 


il  est  clair  (|uo  E^-^-j  sera  aussi  donné.  Maintenant  on  aura 

£   =  ^.  _■_■  E    ,  ,  —  e.   ,  , . 

et  par  conséquent,  à  cause  de  iy  <  \/B, 

Donc,  pour  que  ).^^,  soit  entier  positif  tel  qu'il  doit  être,  il  l'andia  (]ue 

par  conséquent,  à  cause  de 

il  faudra  que 

vB-3^^,<E^^,. 

ou  bien,  en  mettant  pour  î^^,  sa  valeur  ci-dessus, 

vB-Â      ,,E.     ,,-t-J.  ,  .,<E_  ,; 

d'où  l'on  lire 

v/B 


>'v^.> 


E 


De  sorte  (pic  le  nombre  /,^..  ne  pourra  ètie  que  le  nombre  culicr  (|ui 

J.  ^,  +  V  B 
sera  immédiatement  plus  petit  que  la  qui'Utile  donnée    --p ;  donc 

V-i-  J 

ce  iiouilirt'  sera  donne,  el  par  là  les  nombres  ;.^h_,  cl  Ey-^,  le  seront  aussi. 
Ijilin.  puisque  E^  est  'hypothèse)  <Cv^B,  on  aura  à  plus  lorle  laison 

£^  .-vB>E.,; 
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cl  «If  lii,  ;i  cause  de  EyE-,-^,  =  B  ~  îj, 

iiti  liicii.  en  sulistiluani  pour  s^  sa  valeur  trouvée  ci-dessus, 
vlT-/,^,E^^,-He^^,<E.^^, 


ce  iiui  donue 


,    >tï^_,. 


Doue  le  UDinlire  )^^,  ue  pourra  être  (|ue  le  nombre  entier  qui  est  imiué- 
diateiiieni  moindre  (|ue  la  (|uantité  donnée  --^—r, ;  et  par  conséquent 

ce  nombre  sera  entièrement  donné,  et  par  conséquent  les  nombres  £.^  et 
Ey  le  seront  aussi. 

40.  Or,  nous  avons  vu  ^35;  qu'en  continuant  les  séries  E^,  E.,-^, 

■y,  iy^,,...,  il  arrivera  nécessairement  que  deux  termes  correspondants 
comme  Ey^i,  c.^,^-,-,  reparaîtront  apri-s  un  certain  nond)ii'  d'aulres  termes, 
en  sorte  (|ue  l'on  aura,  par  exemple. 


Donc,  par  ce  (|ue  nous  venons  de  démontrer    39   ,  on  aura  aussi  en 
remontant 


E_  =  E  ,  £  ^   =  £  • 

■/-i-v         •/•  y-^>        ■/ 

il .  De  là  je  conclus  en  général  que,  lorsque  dans  la  série  des  nombres 
V..  K,.  Kj,...  on  en  trouvera  deux  consécutifs  de  même  signe,  celui  des 
deux  qui  sera  nioinrlre  (|ue  y^B  sera  déjà  nécessairement  périodique. 


1 

I 


DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  Glo 

Ainsi,  si  dans  l'équation  proposée 

E,X'—  2£X—  E—  O, 

les  coefficients  E  et  E,  étaient  de  même  signe,  alors  la  série  serait  |ieii(i- 
dique  dès  le  premier  ou  le  second  terme. 

4-2.  Si  l'on  a  e  =  o,  en  sorte  que  x  =  y  f-->  alors  on  aura  H  =  EE,  : 
d'où  l'on  voit  que,  des  deux  nombres  E,  E,,  le  plus  petit  sera  moindre 

que  yB,  et  le  plus  grand  sera  nécessairement  plus  grand  que  v  B;  donc, 

E 

dans  ce  cas,  si  le  nombre  ^r  dont  il  s'agit  d'extraire  la  racine  carrée  est 

E,  ^ 

plus  petit  que  l'unité,  la  série  sera  périodique  dès  le  premier  terme  E;  et 
s'il  est  plus  grand  que  l'unité,  la  période  ne  pourra  pas  commencer  plus 
bas  qu'au  second  terme. 

43.  On  avait  remarque  depuis  longtem|)S  que  toute  fraction  continue 
périodique  pouvait  toujours  se  ramener  à  une  équation  du  second  degré, 
mais  personne  que  je  sacbe  n'avait  encore  démontré  l'inverse  de  cette 
proposition;  savoir,  que  toute  racine  d'une  équation  du  second  degré  se 
réduit  toujours  nécessairement  en  une  fraction  continue  périodi(]uc.  Il 
est  vrai  que  .M.  Euler,  dans  un  excellent  Mémoire  imprimé  au  tome  Xi 
des  Xoui'eaiix  Commentaires  de  Pétersbourg,  a  observé  que  la  racine 
carrée  d'un  uoml)re  entier  se  réduisait  toujours  en  une  fraction  continue 
périodique;  mais  ce  tbéorème,  qui  n'est  (]u'un  cas  |)arliculier  du  mitre, 
n'a  pas  été  démontré  par  M.  Euler,  et  ne  peut  l'élre,  ce  me  semble,  (juc 
par  le  moyen  des  principes  que  nous  avons  établis  plus  baul. 

44.  Nous  avons  donne  plus  baul  des  i'oi'mules  générales  pour  li(iii\ci- 
aisément  tous  les  termes  des  fractions  c(uivergentes  vers  la  racine  d'inic 
équation  donnée,  lorsqu'on  a  reconnu  ([ue  la  fraction  continue  qui 
exprinu'  cette  racine  est  périodique. 

Or,  dans  le  cas  où  l'équation  est  du  second  degré,  et  où  l'on  se  sert  de 
la  métbode  du  n"  33,  on  pourra,  si  l'on  veut,  simplifier  beaucoup  les  cal- 
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iiils  (Ifs  n"'24  et  suivants  pour  trouver  les  termes  Ip  et  Lp  tlo  cliacum-  des 
t'uiclions  convergentes  vers  x. 
Kii  t'Ilct,  iiyiiiit 


vB  +  e  V 


et     E,. 


siml  connus   sr  ét;int  <v,,  il  n'v  aura  (]u'à  substituai  ics  valeurs  dans 
les  deux  eiiualinns  du  n"  20.  el  laisant.  pour  abréger, 


+  /,«- 

=/.' 

-^L„_, 

=  F.,- 

+  H  _, 

-K^. 

H„c,, 

^„-^^H, 

T  -,E„ 

=  G, 


o  ~f"  'p  —  I  »i//  -<-  n  -1-  I 


-H  /pv'B, 


d'où,  à  cause  de  l'anihiguité  du  signe  du  radical  y  B.  on  tire  sur-le-cliaiup 

' Tj% — '  : ' 

L.p  _  . — _ . , 

'/  clan!  coiuuic  |)lus  liant  égal  à  a  -r-  nv  —  ■^•. 

i5.  On  peut  aussi  remarquer  que  la  valeur  de  Lr,  peut  se  déterminer 
par  le  moyen  de  celles  de  /,  et  /o_,,  sans  avoir  besoin  d'un  nouveau  calcul. 
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Kn  efl'et,  ayant 

£  4-  y/B  _       E 
^~       E       ~  ^B-ê' 

et  de  même 

E. 


on  aura,  par  l'ctinalion    G  i  dn  n"  31, 


E  /„E„4-/,_,(v'B- 


p    ?       p- 


,B-e       L^E^  +  L_,(vB-Ep) 
savoir 


f  L,E,  +  L,_,  (\  B  -  £,)]  =/,Ep(vB  -  £)  +  /„_,  [B  +  es^-  fe^^  e;  v  B  \ 


de  sorte  qu'en  comparant  la  partie  rationnelle  avec  la  rationnelle,  et 
l'irrationnelle  avec  l'irrationnelle,  on  aura 

S-  -  Ë  ' 

-/E  £  +  /      ,fBH-£eJ 

d'oii,  à  cause  de  B  —  cl  =  E,,Ep-i-i,  on  aura 


L^^p(^p-^J+^P-V 


P~'  E 

Or,  |5  étant  égal  à  p.  +  «v  +  t:^,  on  auia 

de  sorte  ([ue  a,  et  E^h-i  seront  connus,  ([ucl  (juc  soit  le  ([uantième  p. 

46.  Supposons,  pour  donner  un  exemple  de  l'application  des  formuler 
précédentes,  qu'on  demande  la  lacine  carrée  de  ^  par  une  l'raclion  con- 
tinue. 

Faisant  a-  =  t/— -,  on  aura  reipiation 

3x^  —  1 1  =:  o; 
II.  78 


«18  \|)|»ni(»\S    vu    MKMOIIU'    SUH    LA    U  liSOIA'TION 

K  1=  1  I,      El  =  3l,      £        o; 
ïiiiisi  r<iii  tVra    33    I"'  ralciil  siiivaiil.  en  |)i'('iiiml  B  ^  M, 

E    =  I  I,  £  o, 

h,  —  —  =3,      /.,  <^  - — ^ =1,     £i  -      (  .  3  —  o       3, 

1 1  3 

E,  = 3""^  ^*''     ^"<   — u =    ■'     ^==    1.8— 3      5, 

p        33  -  25              ^  ^  ^/33  +  5  _       ^ 

£3= û- —  =  I,      A,  <^^ —  =  10,     £3  — 10. 1—5       5, 

0  I 

E.^33-..5^3^     X.<il^=    ,,     £.        ..8-5:.  3. 

1  O 
o  3 

Je  m'arrèto  ici  parce  que  je  voi.s  que  E5  =  E,  et  Sj  —  £,  ;  de  sorte  que 
j'aurai  dans  ce  cas  u.  -  i  et  v  —  4»  Pt  p;"'  con.sé(|uent 


\~ .    lellc  est  (lune  la  t'raclion  ((lulinue  (|ui  e\|)riine  la  valeur  de  \/  -^'■^ 

mais,  si  i'im  veut  trouver  les  fraclious  eouvergeiiles  vers  cette  valeur, 
on  lera,  dans  les  formules  du  n"  ïï,  jj.  =  i ,  v  =  f\,  et  comme  v;  doit  être 
<  '^,  on  fera  successivement  ra  =  o,  1,2,  i. 
On  aura  donc  (formule  A,  n"  22 j 

l^=l,  =  -k,=  f,     /^_,  =  /  =  ,,     e^=e,  =  3,     E„^,  =  E,--8; 

d<inc    44, 

«1.3        Il 
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on  li'(Mi\('i"i  (le  iiicmc 

Kiitiiiilc  (III  ciilciilcra  les  v;ilciiis  de  H.  H,....  jiis(|ii'li  H,=  llv  |j;ir  les  for- 
iniilcs    ('.    (lu  11"  25,  (M  l'on  Iroiivciii 

11         o, 

H,=   I, 


H,  =  3-,     H^_, 


I  32.3  , 

1^,—  — ;r h  I  I  :=  a3. 

o 


D'où 
et  (le  là 

.Mainteiianl  : 

i"  Soit  73-=  o,  on  aura 

H„  =  o     (H     H^    ,  =  i 

[car  il  est  facile  de  voir,  pai' la  nalure  des  t'oriuules  C.  (|Ui'  le  leiine  (|ni 

pre-céderait  H  seiait    nt'cessairemenl   =i;  en  eirel,   on  doit   avoir   |iar 

l'analoi^ie 

H,  =  /,,^,H-)-H_,; 

on  pidiiveiait  de  même  (jue  le  lernu'  (|ui  precederail  /i  serait  =;  Oj,  donc 

G^  =  E„^,=::8. 

2"  Soil  sv  =  I ,  on  aura 
donc 


l'a-'"'       "a-.-'-       ^^^>«V^.  -+-^ 
E„_^;{       lOEj  -t-  E,  =  58. 


«•20        vDnmoNs  vu  mémoike  suk  la  hésolution 

l"  Soit  rs  =  î,  (loiio 

H    =11,     Hj,_|  =  io     ei     Gjjj  =  n  £, -f- loE, :^  63. 

Diiiic.  siilislituïiiil  CCS  Viilt'iirs  diiiis  les  expressions  de  Ir,  <'l  \^r.  tlii  ii"  44, 
•  •1  iiiiilli|ili:iiil  (■iisciiihlc.  |i(Hir  |ilus  de  siniplicittN  les  deux  riiclciiis 

rfiiiimt'  ;nissi  les  deux 

I  r  i|ni  doiiiii'  ces  laclcuis  siiii|d('s 


m  ïiiiiii  les  rorniiilcs  suiviiiilcs 

.        _  (  1 1  +  v33 j  (23  H-  4  v33)"  -  (  1 1  -  y 33)  (23  -  4  v33J" 

1^  '3  +  v^33)(23  +  4v/33)°—  ( 3  —  y/33)  (23- 4^/33)" 

2  y  33 

^  M  -(-  ...  y  33)  ^9.3  -I-  4  y33j"-  '  II  -  ■..  y33)  ('■..3  -  4  y33/' 

«  y/33 

1        (i -4- y  33;  '  ?.3  H- 4  v^^)" — (^ — y  33;  17.3  —  4v^^/ 

'■'kn-t-:  —   ■ : ' > 

2  y/33 

^        _  (121 +  21  y/33)  (23 -f- 4  v33)"—  ( 1 2 1  —  2iv'33)(23  — 4  v33 )" 
'"*'  ~  ay/SS 

I  (i3  +  1 1  y  33^)  (9.3  ■+■  4  y  33)"  -  (63  -  1 1  v^33)  (23  -  4  y/33)" 

2  y/33 
^  ''i3->.  -4-  :^3  y  33j  f  ?.3  -t-  4  y  33/'  —  (i32  -  xZ  ^33)  (23  -  4  v33)" 

"*  2y'33 

.  (itj-i- 1  .'.ySSy  r.'3  -t-  4  ^33)"—  (69—  12  y/33)  (23  —  4  v33)'' 

2y/lf 
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:iii  iiKivi'ii  (lesquelles  on  |)oiiiTa  trouver  la  valeur  île  eliacuuc  des  IVac- 

/,     /.     /  ...     Il 

tionsy-'  J-'  j-î--'  convergeutes  vers  la  racine  de  ^• 

Ainsi,  faisant  d'ahoid  n  ~-  o,  on  aura  les  (lualic  [iremii'ics  rraclions: 
taisant  ensuite  «  =  i,  on  aura  les  (|nali'('  suivantes,  el  ainsi  de  suite;  cl 
ces  fractions  seront 

I      •>.     il      9,3     67     i)o     0)67      loS^ 
I      I      11      12      35     47      5o5      55?. 

48.  Si  l'on  voulait  avoir,  par  exemple,  le  cinquantiiMue  ternu'  de  celle 
série,  c'est-à-dire  la  fraction  -—-■<  il  n'y  aurait  (|u';i  diviser  "io  par  'j.  ce 
(jui  donne  12  de  quotient  et  2  de  reste,  et  l'on  ferait  //  —  12;  Av  siulc 
qu'en  développant  la  puissance  donzièuu'  de  2'3±4v'^'^'  ^'  laisanl, 
pour  ahréger, 

M  =  (  a3  )-  +  66  (  33  )  (  4  )^  (  -..3  )-  +  4ç)5  (  33  )M  4  )'  (  ^3  )' 
-h938(33)M4)M23)»-)-495(33)'(4)«(23)« 
+  66(33  )^(4r(23)'+(33r(4r, 

N  =  i2(4)(23)"  +  2i..o(33){4)M23)'+7.)2(33r(4)M-i3}' 

+  792(33)'{4)'(s31^+22o(33n4r(53)'+i2(33r(4)"(^.3), 

on  aura 

S.3  ±  4  V  33  )"  =  M  ±  N  v 33  ; 

donc,  sul)sliliianl  celle  valeur  dans  les  expressions  de  l\„^,  el  l,,,,-^-,, 
on  aura,  poui'  la  fraction  ciicrcliée, 

'>.  M  -t-  1 1  N 


M  +  6N 


4-9.  .le  vais  terminer  cette  Remai'ciue  par  une  observation  ipii  un-  pa- 
rait digne  d'attention.  Lors(|ue  l'iMpialiou  pioposée  a  des  diviseurs  com- 
niensnraldes  du  |)i'eniier  degré,  alors  les  fracticuis  continues  k\\\\  repré- 
senteront les  racines  de  ces  diviseurs  sei'ont  uecessaireiuent  lerminees; 
et  lorsque  l'écpiation  aura  des  diviseurs  conniu'nsnrahles  du  second  degré 


^\■>■>  VhHllIdNS    VI     MKMOIIU;   SI  It    1.  \    |{kS()Ll!Tl(»N 

il  racines  l'ccllcs,  iiluo  les  tVaclidiis  ciMiliinifs  (|ni  cxiniiiicrdiil  les  iiiciiics 
«If  ifS  divisciiis  scidiil  iiicc^siiiiriiifiil  poriod'Kiut's.  Ainsi,  la  iiiclliodc 
lit'?,  riactidiis  cimliiiiio  ;i  iKHi-sciilciiiciil  ravaiilai^c  «le  donner  loujoiirs 
\v>  valriirs  larKiiiiii'llts  les  plus  apjiidcliantcs  (|n"il  csl  jiossiMc  de  la  ra- 
liin'  chcrclicf.  mais  rlli'  a  ciicdic  ct'iiii  de  donner  Ions  les  diviseurs  eoni- 
nieusuiahles  du  preinier-  el  du  >e((Uid  dciiic  (jue  l'écjualion  [)roposée 
peul  leulciiiier.  il  seiait  a  s(Mdiaili  r  (|iie  Ton  [lùt  tr(Uivei' aussi  (luchpie 
earacli're  (pii  pi'il  seivii' à  l'aire  reconnaître  les  diviseurs  eoniineusural)les 

iU\  Iroisièuie.  (|ualri('uie dei;ré.  I(irs(|u'il  y  en  a  dans  re(piati()n  |tro- 

posee;  c'est  du  uiiiiii>  une  reclu  relie  <|ui  nie  parait  Iri's-di^ne  d'occuper 
les  (ieoiiii'tres. 

Ri;m  VHoi  i;   ill. 

(ii'in'Kilisdlion  (le  lit  llivonc  des  /rac/Kiiis  ronltmies. 

ÔO.  Nous  avnii>  suppose,  daiis  le  !$  III  du  Mt'fUdirc  sur  lu  rcsolution  des 
iquiitions  muniriqucs .  (pie  les  noinlues  />.  </.  /•....   étaienl    les  valeurs 

eiilii-res  appiocliecs  des  racines  .r,  v,  r mais  plus  petites  (|ne  ces 

racines;  c'est-;i-dire  ipic  p,  y,  r....  elaiciit   les  u(Mid)res  entieis  iiunié- 

iliateiueiit  [)lus  petits  (|ue  les  valeurs  de  ,r,  v.  r :  cepoiidaiil  il  est  clair 

ipie  rien  ii'eniiiècherait  ipi'on  ne  prit  pour /^  </./■... .  les  noinhres  entiers 
<pii  sei'aieiil  iiiiuiiMlialciiieul  plus  i^rands  i\\\v  les  racines  .v,  y,  z, 

ôl.  Iiiia^iiioiis  doue  ipi'(Ui  preiiiie  pour  /.>  le  iioudire  entier  (|ui  est 
ijiinii'diateiuciit  plus  i;iaiid  ipie  x.  en  sorte  cpu'  f>  -i  et  p  —  i  x,  il 
est  clair  ipi'il  faudra  l'aire,  dans  ce  cas,  .<=/^ — -■,  c'est-ii-dire  ipi'il 
laiidra  prendre  >'  iiej^ativenient,  et,  coninie  x  <"  p  et  p  —  \.  on  aura 
-;  >o  el  <;  I,  et  |iar  coiisé(|Uent  ^vl,  i ,  l'oiiiuic  dans  le  cas  oii  W\\\  au  rail 
jii'is /;  <;  X  ' \\"  18  du  Meuioire  cité  .  Ainsi  l'on  ponira  prendre  de  nou- 
veau pour  <j  le  [loinliie  entier  <|ui  serait  iniiuedialcuii  ni  plus  petit  <|ut'  v, 
ou  celui  ipii  serait  iniiiiédiateinent  plus  i;raii(l,  cl  l'on  Icra,  dans  le  pre- 

I  ,         ,  ,  I  .... 

iiiier  cas,  j'  =  y  -(-  -,  et,  dans  le  second,  y  —  q  —  -■  el  ainsi  de  suite. 
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De  retle  manière  on  aurait  donc 


.T^p±-,      r  =  q 


ce  (|ui  (lonnciail  la  fVaclioii  conrniiK 

X  z:^  p± 


q  ± 


où  il  est  bon  rie  remarcjner  que  cliaciin  des  (IciinminatcMis  y,  /• i|iu 

sera  suivi  (riin  signe  — .  devra  nécessaireiiiciit  elic  =2  on  >^!:  car. 

l)Uis(]uey  >  I ,  SI  1  ou  lait  Y  =^  q  —  -■  on  aura  (/  -  -,     1  .  ihoir  //    -  i  -^  --. 

donc  (/.  devant  être  un  udiulii-c  entier,  sera  necessaireuu'nt  =  ?.  ou  ,>  ■?.. 
et  ainsi  des  antres. 

52.  J'observe  maintenant  que  ces  sortes  de  fractions  (|ui  procèdent 
ainsi  par  addition  et  par  soustraction  peuvent  toujours  racilcuienl  >r 
changer  en  d'autres  qui  ne  soient  t'ormées  (|ue  par  la  simple  addition. 

Kn  effet,  supposons  en  général 

a  et  A  devant  être  des  nombres  entiers,  et  /.  T  des  nombre>  plus  iiraiid> 
cpu'  l'unité:  on  aura  donc 


donc,  puisque  -  <  '  f^t  ^    "  i- 


t         T 

doiu-  on  ne  |iouiia  supposer  que  a  —X—  \.  ce  (pii  (loun<'   A  =  .'/ —  1: 
on  aura  don( 


f.2i  vnniTlÔNS    vu   mémoire  SUH    la    HESOM'TION 

ilniir 


(If  Miilf  i|u'i»ii  aui;i  en  gcucriil 


a =  a  —  I 


f|  cctti'  Coiiiiiilf  servira  pour  faire  disparaître  Unis  les  sii^iies  —  dans 
une  fraetion  continue  (pielconque. 
Soit,  par  exemple,  la  fraction 


elle  deviendra,  en  faisant  a  —  p  i'I  t  =  q  ^  -■!■ 
/;  -  .  +  ' 


et  si  l'on  avait  la  fraction 


elle  se  changerait  d'aixjrd  en 


•I  elisiiitf  en 


?- 


p-l 


q  —  2  -f- 
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cl  ainsi  des  autres  fractions  semblables.  Il  est  bon  de  remarquer  qu'il 
peut  arriver  que  dans  ces  sortes  de  transformations  quelqu'un  des  déno- 
minateurs devienne  nul,  aucjuel  cas  la  fraction  deviendra  plus  simple. 
En  efi'et,  supposons  que  la  fraction  à  réduire  soit 

I 
P T 


la  transformée  sera 


c'est-à-dire 

De  même,  si  l'on  avait  la  fraction 
P 

2 

elle  se  réduirait  à  celle-ci 

I 


et  ainsi  du  reste. 

53.   La  formule  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus,  et  (|n'oii  peni  niclli 

sous  cette  forme 

I                         I 
a  H =a-M— î 

!  t  -h1 

I  H — 

/ 
«I.  79 


«)•»«  XDDITIONS  AU   MÉMOIRE  SUR   LA   RÉSOLUTION 

f:til  voir  (lu'unp  fraction  continue  dont  tons  les  termes  ont  le  signe  -+■ 
|)(Mil  (juelqnefois  être  simplifiée  en  y  introduisant  des  signes  —  :  c'est 
rc  (lui  a  lieu  lorsqu'il  v  a  des  dénominateurs  égaux  à  l'unité:  car  soit, 
par  exemple,  la  l'raclinn 


elle  pourra  se  réduire,  par  la  formule  |)récé(lente.  à  c(dle-ci 

I 

«  -t-  I — 

'^  r  +  i-i- . 

tpii  a.  eoniiu*'  ou  voit,  un  terme  de  moins:  donc,  si  l'on  avait  la  fraclion 


elle  .se  réduirait  à  celle-ci 


et  si  l'on  avait  cello-ci 


p+i- 


\.\  rednirail  iriilioril  :i 


p-^i- 
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pl  (Misiiili'  à 


D'où  il  est  facile  de  eoiielure  en  général  que,  si  l'on  a  une  l'iaclidii 
continue  qui  n'ait  que  des  signes  -l-,  et  où  il  y  ait  des  dénominateurs 
égaux  à  l'unité,  on  pourra  toujours  la  changer  en  une  autre  qui  ait  au- 
tant de  termes  de  moins  qu'il  y  aura  de  pareils  dénominateurs,  pourvu 
(|u'ils  ne  se  suivent  pas  immédiatement;  car,  lorsqu'il  y  en  aura  deux  de 
suite,  on  ne  pourra  taire  disparaître  qu'un  seul  ternie:  lorsqu'il  y  en 
aura  trois  de  suite,  on  pourra  faire  disparaître  deux  termes;  et  en  géné- 
ral, s'il  V  en  a  in  ou  2«-i-i  de  suite,  on  ne  pourra  faire  disparaître 
(|ue  71  on  n  +  r  termes. 

54.  Ainsi,  la  fraction  continue  qui  exprime  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre  étant,  comme  on  sait. 


3^ 


292 


elle  peut  se  réduire  ;i  une  autre  (|ui  ail  déjà  trois  lernies  de  moins,  el 
qui  sera 


it;- 


294 


3- 


55.    pour  pouvoir  comprendre  s(Ui>  une    inénir   loiiue  generali-    les 

79- 


«28  MiimiONS  AU  MÉMOIKE  SUK   LA   KÉSOLUTION 

IVactions  toiUiiuies  où  les  sii^nes  sdut  tous  positifs  et  celles  où  il  y  a  des 
signes  négatifs,  il  est  bon  de  transformer  ces  dernières  en  sorte  (|ue  les 
signes  négatifs  n'aflectent  que  les  dénominateurs,  ve  (|ni  est  Iri's-l'acile; 
cal  avant,  par  exemple,  la  fraction 


il  est  clair  (|u'elle  peut  d'ahord  se  changer  en 

I 

P+ T 

-q : 


•lisuile  en  celle-ci 

P 


q  + 


rt  ainsi  des  autres. 

De  celte  manière,  la  forme  générale  des  fractions  coiitimies  dont  nous 
venons  de  parler  ci-dessus  sera 


les  nombres/?,  q,  r,...,  étant  tous  entiers,  mais  |)ouvant  être  positifs  ou 
ni'gatifs,  au  lieu  que  jusqu'ici  nous  les  avions  toujours  supposés  |iositifs. 
Il  faut  cependant  reiiiar(|uer  (|ue,  si  (piel<|n'iiii  des  (Icnoniiiiateiirs 
c/,  r,...,  se  trouve  égal  à  l'unité  prise  |)ositiveinent  ou  négalivemenl.  alors 
le  dénominateur  suivant  devra  être  de  même  signe;  c'est  ce  (|ui  suit  de 
ce  qu'un  deiioininatcur  positif  et  égal  à  l'unité  ne  saurait  jamais  être 
suivi  du  si'Mie  ~  (51;. 
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56.  Il  s'ensuit  de  là  que  la  inétlioile  (l'approxiiiiatioii  donnée  dans  le 
§  III  du  Mémoire  sur  les  èqualions  numérKjues  peut  être  iiénéraliséf  en 
cette  sorte  : 

Soit  a-  la  racine  cherchée;  on  prendra  d'altord  pour />  la  valeur  entière 
approchée  de  x,  c'est-à-dire  qu'on  fera />  égal  à  l'un  des  deux  nombres 
entiers  entre  lesquels  tombe  la  vraie  valeur  de  x,  et  (pi'on  peut  toujours 
trouver  par  la  méthode  du  §  I  du  Ménuiirc  cité;  et  l'on  supposera  i-ii- 
suite 

X  —  p  ^ ) 

y 

ce  qui  donnera  une  transformée  en  j  qui  aura  nécessairenuMil  une  racine 

positive  ou  négative  plus  grande  que  l'unité;  on  prendra  de  même  pour  y 

la  valeur  entière  approchée  de  v,  soit  plus  i^rande  ou  plus  petite  {|ue  v, 

et  l'on  fera 

I 

et  ainsi  de  suite. 

Si  l'équation  en  x  avait  plusieurs  racines,  on  ferait  sur  les  transfor- 
mées en  y,  en  ;,...,  des  remarques  analogues  à  celles  du  n"  19  du  Mé- 
moire cité. 

57.  Avant  donc 


X  ^  p  -\- 


oii  les  dénominateurs  y,  r,...  pouiiiuit  être  positifs  ou  négatifs,  coniuic 
nous  l'avons  supposé  ci-dessus,  cl  celle  fi'action  pourra  eiisnile  se  ré- 
duire, si  l'on  veut,  à  une  autre  doiil  les  dénominateurs  soieiil  Ions  posi- 
tifs, et  (|ui  ne  contienne  que  des  signes  H-    52  . 

L'avantage  de  la  uu'thode  (|ue  nous  proposons  ici  lonsistc  en  ce  (|u'nn 
est  libre  de  pi'eudic  pour  les  iioud)res /;,  y, /, .. .  les  nombres  enliers  (|ni 


t;;(ii  \l>l'lll(i\>    \l     \l  l.\l(>IKi:   SI  l{    I.  \    lii:S(»l.l    I  ION 

»>iil  imiiiriliali'iiiiiil  |tliis;,M"iinls  mi  plus  |ti'lils  t|iii'  les  iMciiics  t  ,  v.  : 

<  ■■  i|iii  |Miiiri;i  sniiMiiI  ildiiiiiT  lii'ii  il  des  alirt'^cs  de  calcul  (ioiit  uous  |iai- 
lciiiu>  |ilu>  \y.i>. 

.'iS.  \u  rc>lc.  si  l'un  Mnilail  aMiic  d'aliurd  la  fraclKin  ciiiilinuc  la  plus 
1  l'Ui'lc,  l'I  par  cduscipiciil  la  plus  couvci  j^ciilc  (pi'il  lui  pii>sildc,  il  l'au- 
di  ni  piciidic  Inujouis  les  iinuducs  /).  (j ,  i\. ..  plus  pclils  (pic  Ics  racines 

I  .    >  .  : laul  (pic  ( es  munlircs  sciaicul  dillcrculs  y\v  l'unilc:  uiais  di's 

ipi'iui  en  Imuvcra  un  ciial  ;i  Tunilc.  aidrs  il   t'audra  auL;uicnlcr  le  picce- 
denl  d'une  luiilc,  c'c>l-;i-difc  ipTun  le  prendra  plus  ;;iand  (pu'  la  racine 

<  <u'i'e^|ii>ndarrle:  crda  Miil  c\ idcrnrncrrl  de  ce  (pre  murs  a\(irrs  deirr(Uili'c 
-ui  Cl'  srrjcl    53   . 

r>"i.    Mainleuanl  si  l'iui  t'ail.  c(uume  dans  le  n"  2Ii  dir  Meirrnirc  cilc, 

X        jl,  x'         I  , 

■/        3/'  —  a,     y   :—  3'/-  -^7.', 


ui    aura,    en   ajoulanl    au   eiiiniucnceiiienl    la    liadiiui      -    (pri    csl    pliLS 
;raude   ipu-   II. nie  ipianlilc   diinnee.    les   IVacliiMls 


\         oi         p         y         'i 

a         'y        y- 

<pri  ^enuil  rrc(c-«>aireiiierrl  ciuiverj^eules  vers  |;i  \aleirr'  de  r. 

tiO.    l'ipiir   piiuM.ir-  jrr^cr-  de  la  naliii-e  de  ee^  tracrions.  murs  i'eurai'(prc- 
nuis  : 

1"   Orre  l'un  arrra  Inujiuirs 

Z"    —    1  X  —    I  , 

/ 
^  3C   —    a  .i         -    I  , 
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d'où  l'on  voit  qur  les  nombres  a,  a,  ,'5,  /3' n'auront  aucun  diviseur 

commun,  et   ([ue  par  conséquent    les   fractions  --■,  ^'■•-    seront   déjà 
réduites  à  leurs  moindres  ternies; 

2"  Que  les  nombres  y.,  p,  •/....  et  k',  j3'.  7',...  pourront  être  positifs 
ou  négatifs  lorsque  la  valeur  de  x  est  positive,  les  deux  termes  de 
chaque  fraction  seront  de  même  signe,  mais  ils  seront  de  signes  dillé- 
rents  lorsque  la  valeur  de  x  sera  négative;,  et  (|u'abstraclion  faite  de 
leurs  signes  ces  nombres  iront  en  augmentant: 

3"  Que  l'on  aura,  à  cause  de  a-  =/>  h — -■,   y  ==  y  -l-  -»  •  •   7 


al  y 

X  =; 

->z  + 

a. 

(3'z  + 

a! 

7«<  + 

P 

y'M  + 

P'' 

6t.  Donc,  en  général,  si  w,  0,  -z  sont  trois  termes  consécutifs  quel- 
conques de  la  série  a,  p,  7 et  rs' ,  0  ,  7'  les  termes  correspondants  de 

la  série  a',  S',  7' en  sorte  — ;î  ^>  -7  soient  trois  fractions  consécutives 

convergentes  vei's  la  valeui'  de  x.  on  aura 

pro'  —  rop' =  ±  I     et     ap'  —  piT'  =  zpi, 

les  signes  supérieurs  étant  pour  li'  cas  oii  le  (luantiénie  de  la  ftaclion  — 
est  impair,  et  les  inférieurs  poui'  ((■lui  ou  ce  quantième  est  pair,  à  comp- 
ter depuis  la  première  fraction  -;  de  plus,  on  auia    abstiaclioii  faite  des 

signes) 

P  >  51,     (7  >  p,     p'  >  ro'     el     7'  >  p'  ; 

enfin,  si  l'on  dénote  par  /  le  ternie  correspondanl  dans  la  série  x,  y,  z, 

ou  aura  liijourenscmenl 

.  _    ?^  -^^ 

^    p'  t  -*-TS^ 
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El  si  X-  osl  l;i  valeur  ciitiiMT  npitrocliéc  do  /.  soil  plus  grande  on  pins  po- 
lili'  que  /.  "Il  allia 

rr  ^  ph  -^  m,     a'  :=  p' k  -\-  ro' . 

62.   Ola  iiDse,  eoiisidéroiis  la  tVaeliou  ^,   et  voyons  de  eomliien  (die 

I  p 

dillere  de  la  vraie  valeur  de  .r:  pour  eela,  nous  aurons 

p_p/-4-BT  p_     p'cj— pBj' I 

p'    ~  p'  <  -I-  ro'  p'     ~  p'  (  p'  '  -*-  El'  )         "*"  p'  { p'  /  -t-  Cj'  )  ' 


\iusi.  rerieiii'  sera 


p'        p'  (  p'  /  -)-  ro'  ; 


p'  (  p'  /  4-  5t'  )  ' 


or,  si  {/  et  5  —  I  sont  les  deux  nomhres  entiers  entre  lesqucds  tombe  la 
vraie  valeur  de  /,  il  est  (  lair  (|iie  la  (|nantité  p7  -+-  tt;'  tombera  entre  c«s 

deux  p'O  ^7z'  et  o'(5  -t-i)  -\~zs',  et  (|u"aiusi  l'erreur  de  la  fraction  -^  sera 
reni'erniée  entre  ces  deux  limites 


"^  P'(p'9  +  bt')  ~^p'[p'(e-i-i)  +  5j'] 

Or.  ou  peut  prendi'e  X'  -^  5  ou  X  =  5  -!-  i  ;  de  soite  (in'on  aura 

(T'  =  p'6-^nî'     ou     =p'(9  4- 1) -*- ro', 

d'oii  |r  ciiiiclus  (pie  si,  pour  distinguer  les  deux  cas,  on  uouiiue  <:'  Ut  dé- 
iiomiiialenr  de  la  l'raction  (|ui  suit  ^  lorsqu'on  prend  la  valeur  appro- 
rliic  (je  /  en  (letaut,et  1'  le  (l(Mioiuinateiir  de  la  nR'iue  fraction  lorsqu'on 

iirciid  la  valeur  appriuhee  de  /  eu  excès,  l'erreur  de  la  fraction  ^  sera 

P 
neeessaireiiieiil  icnteriuee  entre  ces  deux  limites 


H3.   D'où  l'on  voit  (|ue  l'erreur  ira  toujours  eu  diiniiiiiaiit  d'une  frac 
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tion  à  l'autre,  à  caiist-  (|ii('  les.  dénominateurs  [/,  7'  ou  1',...  vont  néces- 
sairement en  augmentant.  On  voit  aussi,  à  cause  de  t' >  p'  et  >;' >  p', 

que  l'erreur  sera  toujours  moindre  (|ue  ±  -^-^  c'est-à-dire  (luc  l'erreur  de 
chaque  fraction  sera  moindre  que  l'unité  divisée  par  le  carré  du  dénomi- 
nateur de  celte  fraction.  D'où  il  est  facile  de  conclure  que  la  fraction  —. 

approchera  plus  de  la  valeur  de  x  que  ne  pourrait  faire  aucune  autre 
fraction  quelconque  qui  serait  conçue  en  termes  plus  simples;  car  sup- 
posons que  la  fraction  —  approche  plus  de  x  que  la  fraction  —,^  n  étant 

<  r>',  et  comme  la  valeui'  de  a;  est  contenue  entre  ^  et  ^  H — t.;  ou  entre 

P        P        P 

^  et  ^ P7  il  faudra  (lue  la  valeur  de  —  soit  conlenue  aussi  entre  ces 

P         p        p-  '  " 

limites;  donc  la  diiïérence  entre  —.  et  —  devra  être  <  -t7,\    mais  cette 

P         "  P  ' 

différence  est  — — ; —■>  dont  le  numérateur  ne  peut  jamais  èire  moindre 

on  i  .1 

que  l'unité,  et  dont  le  dénominateur  sera  nécessairement  plus  petit  quep"-, 

à  cause  de  p'  >«;  donc,  etc. 

64.  On  doit  remarquer,  au  reste,  que  si  les  dénominateurs  a',  jS',  ■/,...   * 

sont  tous  de  même  signe  ou  de  signes  alternatifs,  les  erreurs  seront  aller- 

,        .  ,  I      />       .•  a      S     y 

nativement  positives  et  négatives,  de  sorte  que  les  tractuMis  —■,  ^1  ^^ •••    - 

seront  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  (|ue  la  véritahle  va- 
leur de  X,  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  n"  23  du  Mémoire  cité;  mais 
cela  cessera  d'avoir  lieu  lorsque  les  nomhres  a',  jS',  y,...  ne  seront  pas 
deux  à  deux  de  même  signe  ou  de  signes  dill'érents;  c'est  ce  (|ui  arrivera 
nécessairement  lorsque,  parmi  les  dénominateurs  r/,  r,  .«,...  de  la  fraelioii 
continue,  il  y  en  aura  de  positifs  et  de  négatifs,  c'est-à-dire  lors(|u'ou 
prendra  les  valeurs  approchées  de  .r,  v,  ;,...,  tantôt  plus  grandes,  tantôt 
plus  petites  que  les  véritables. 

65.  Si,  au  lieu  di's  fraelions  coiiverm'Ules  —,i  —^   ^— ■,•■••,  on  aiiiiail 

■-  a      (3       7 

II.  80 
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mii'iix  avoir  une  siiili-  tic  tcnnos  docroissanls,  on  it'inar(Hi(Mait  (jui' 

P_  _  «_  _  (3g'  —  a(3'  _     I 
P'        a' ~       «'^'        ~x'^" 

cl.  (le  int'iiic, 

/       13'  ?'/'     a'       y'       y'â'' 

cl  ainsi  de  suite;  d'uii  l'on  tire,  à  eauso  de  a'  =  i, 


/  a' (3'        p'/^ 


—  =^  g  ■ 


a'P'       (3' y'        y'o' 


et  en  général 


p'  a'(3'        (3'y'        y'o'       '"'       ro'p' 


Ainsi  l'un  aura,  pour  la  valeur  de  x,  la  série 


a'p'       (3'y' 


laquelle  en  approchera  d'autant  plus  (|u'elle  sera  [)oussee  plus  loin;  et 
si,  après  avoir  continué  cette  série  jusqu'à  un  terme  quelc()n(|ue  ±  —r-,-' 
<in  veut  savoir  de  coniliieu  elle  dillere  encore  de  la  verilahle  valeur  de  r, 
on  sera  assuré  (lue  l'erreur  se  trouvera  entre  ces  deux  liiiiiles   jc  --—  et 

q:  -rv7  '^62,,  de  sorte  (lu'elle  sera  nécessairement  nidindte  (lue  -jr- 
pi'  '       p ' 

66.   Il  est  à  remarquer  (|ue  cha(|ue  terme  de  la  série 


a'P'        (J'/-^- 
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répond  à  cluKinc  terme  de  la  traction  continue 


d'où  elle  dérive;  de  sorte  que  la  série  dont  nous  parlons  sera  plus  on 
moins  convergente,  suivant  que  cette  fraction  le  sera.  Or,  nous  avons 
donné  plus  haut  f53j  le  moyen  de  rendre  une  fraction  continue  la  plus 
convergente  qu'il  est  possible;  donc  on  pourra  avoir  aussi  la  suite  la 
plus  convergente  qu'il  soit  possible. 

67.  Ainsi,  pour  avoir  une  suite  qui  soit  la  plus  convergente  de  toutes 
vers  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  on  prendra  la  fraction 
continue  qui  exprime  ce  rapport,  et,  après  l'avoir  simplifiée  comme  nous 
l'avons  fait    54  .  on  la  mettra  sous  la  forme  suivante    55, 


i6 


-  '94  + 


3^ 


—  3 


de  sorte  qu'on  aura 

p  =  3,     v~7-     '■='^'     5  =  — 294,  ••-; 

donc  on  trouvera    59 

a'=i,     ^'  =  :',     •/=  7  X  i6-Ki=;  ii3,     0'=  ii3X(— 294)-(- 7  =  — 33ai5, 
£'=-332.5x3-hii3  =  -9Ç)532,     ?'= -99632  X(-3)- 332i'i-  MiSVi 

de  sorte  que  la  série  cherchée  sera 


7       7X113       ii3x33?.i5       33215x99532      99532x265371 

So 
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RiniAKQl  E    IV. 

OÙ  l'on  pmpose  di/fcre/its  moyens  pour  simplifier  le  calcul 
des  fractions  continues. 

()8.   Nous  avons  trouvé  l'ii  ifriicral   ((>li  (luc,  si  ^  et  —,   sont  deux 
IVitctions  conséculives  convorgiMites  vers  la  valeur  de  o-.von  aur;i 

p/  -(-  m 

p'  f  H-  73' 

iliinc,  si  l'on  substitue  cette  expression  de  a-,  dans  l'équation  en  a?  dont 
on  (  licirlie  la  raeine,  on  aura  une  transformée  en  l  qui  sera  nécessaire- 
iiii'iil  la  niénie  (|ue  celle  qu'on  aurait  eue  par  les  substitutions  succes- 
sives de  />  H :  il  la  place  de  r,  de  y  +  -  à  la  place  de  /,...  (56j;  et, 

iMiur-  avilir  la  IVaction  suivante  —■,  il  faudra  trouver  la  valeur  cntii-re 
iipprocliee  de  /.  Ia(|iii'll('  elanl  iioniiuéc  X',  on  aura 

(T  :=  /rp  -t-  ro,     ff'  =  /i  p'  -I-  ro'- 

a         3 
l)i'  letle  inaiiii're,  connaissant  les  deux  prcmii-i'cs  l'raclions  —  et  ^j  qui 

^ol||  loujoiiis   -  et  -    59),  on  ponria  tiouver  successivemcnl  loules  les 
■'01'' 

autres  à  l'aide  de  la  seule  éipiatioii  en  .r. 

69.   Au    reste,   soit   ipion   emploie   les   substitutions  successives  de 
p  -\ — 7  a  la  place  de  ,i .  de  q  -\-  -\\  la  place  de  > soil  (pi'ou  fasse  usai^e 

de  la  substitution  «énerale  de  -, r  à  la  |)lace  de  r,  la  diilieulle  se  re- 

'^  p  /  -I-  CI  ' 

duira  toujours  à  trouver,  dans  chaque  équation  transformée,  la  valeur 
entière  approcbee  de  la  racine  positive  ou  négative,  mais  toujours  plus 
Jurande  que  l'unité,  (|ue  cette  éipiation  contiendra  nécessairement  (56). 
Or,  si  la  première  valeur  approchée/;  ne  convient  (ju'à  une  seule  racine, 
alors  toutes  les  équations  transformées  en  v,  en  r,...  u'auriuit  chacune 
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qu'une  seule  racine  plus  grande  (|ue  l'unité;  de  sorte  (ju'on  pourra  trou- 
ver les  valeurs  entières  approciiées  de  ces  racines  par  la  simple  substi- 
tution des  nombres  naturels  (n"  19  du  Mémoire  cité).  Mais,  si  le  même 
nombre  appartient  à  plusieurs  racines,  alors  les  transformées  auront  né- 
cessairement plusieurs  racines  plus  grandes  que  l'unité,  soit  positives  ou 
négatives,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  de  ces  transformées  qui  n'ait 
plus  qu'une  pareille  racine;  car  alors  toutes  les  suivantes  n'en  auront 
plus  qu'une  seule  de  cette  qualité,  comme  nous  l'avons  démontré  dans 
le  numéro  cité. 

Or,  avant  d'être  parvenu  ii  cette  transformée,  il  arriveia  souvent  (|uc 
la  simple  substitution  des  nombres  naturels  ne  suffira  pas  pour  taire 
trouver  les  valeurs  entières  approchées  dont  on  aura  besoin,  parce  que 
l'équation  aura  des  racines  qui  différeront  entre  elles  par  des  quantités 
moindres  que  l'unité.  Dans  ce  cas  donc  il  semble  qu'il  faudrait  avoir  re- 
cours à  la  méthode  générale  que  nous  avons  donnée  dans  le  §  1  du  niéuic 
Mémoire;  mais,  puisqu'on  aura  déjà  employé  cette  méthode  pour  trouver 
les  premières  valeurs  approchées  des  racines  x  de  l'équation  primitive, 
on  pourra  se  dispenser  de  faire  un  nouveau  calcul  à  chaque  éipiation 
transformée;  c'est  ce  qu'il  est  bon  de  développer. 

70.  En  faisant  usage  de  la  méthode  dont  nous  parlons,  on  trouvera 
d'abord  les  limites  entre  lesquelles  chaque  racine  réelle  de  l'équation 
proposée  sera  renfermée,  en  sorte  qu'entre  deux  limites  trouvées  il  n'y 
ait  qu'une  seule  racine  (n"  13  du  Mémoire  cité). 

Soient  ).  et   V  les  limites  de  la  racine  cherchée;  or  rex|)ressioii 


X  : 

p<H- 

us 

~  o't  + 

m' 

t  — 

m'  X  — 

5î 

donne 

t  — 

?  —  P'  ■^ 

donc  la  vaieui-  de  /  sera  rciifcruiec  enti'c  les  limites 

ra'  X  —  cj       ro'  A  —  cr 

p  —  p'  X        p  —  p'  A  ' 
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•limr.  si  ffs  <lt  riiii-irs  liiniU's  dillcrfiit  l'une  de  l'aulre  moins  que  de 
l'unité,  on  iÉiira  .snr-le-el»am|)  la  valeur  entière  approchée  de  /;  mais,  si 
elles  dillèreiit  l'une  de  l'autre  d'une  quantité  égale  ou  plus  grande  que 
l'unité,  alors  ee  sera  une  marque  que  la  racine  cherchée  /  dillérera  des 
autres  racines  de  l'équation  transformée  en  /  par  des  quantités  égales  ou 
plus  grandes  que  l'unité;  de  sorte  qu'on  sera  sur  de  pouvoir  trouver  la 
valeur  entière  approchée  de  cette  racine  par  la  simple  substitution  des 
niunhres  naturels  à  la  place  de  (;  et  la  même  chose  aura  lieu  ii  |)liis  forte 
raison  dans  les  transformées  suivantes. 

71 .    La  formule 


peut  élic  aussi  Iri-s-ulile  poui-  leduire  en  fraction  continue  toute  quan- 
tité .r  (pii  sera  renfermée  entre  des  limites  données,  an  moins  |)onr  trou- 
ver les  termes  de  cette  fraction  qui  pourront  être  donnés  par  ces  limites; 
car,  nommant  comme  ci-dessus  /.  et  A  les  deux  limites  de  or,  on  aura 


ro'  /.  —  cj  ct'  A  ■ 


p-f-'À  p-p'A 

ponr  crllcs  (le  /;  de  sorte  que,  tant  (pii!  la  différence  entre  ces  dernières 
limites  ne  seia  pas  plus  grande  cjue  l'unité,  on  pourra  trouver  exacte- 
ment la  valeur  entière  de  /;  ainsi,  prenant  -  et  i-  ' p  étant  la  valeur  en- 

'  O  I      ' 

lière  approchée  de  .r  \  pour  les  deux  premières  l'i actions,  on  pourra 
pousser  la  suite  des  fractions  convergentes,  et  par  consétjuent  la  fraction 
continue  jusqu'à  ce  que  les  limites  dont  nous  parlons  dill'èrent  entre 
elles  d'une  (pjantité  plus  grande  que  l'unité;  alors  il  faudra  s'arrêter, 
paicecpu'  les  limites  doiuiées).  et  A  ne  compoilcronl  pas  nnc  plnsi^raiule 
exaclilude  dans  la  valeur  de  .7  . 

l'jircc  moyen  on  n'aura  jamais  à  ciaindrc  de  se  Irompcr  m  poussant 
la  fraction  continue  plus  loin  (ju'on  ne  doit,  comme  cela  arriverait  faci- 
lement si,  [lour  avoir  cette  fraction,  (»n  se  contentait  de  prendre  l'un  des 
nombres  >  on   \,  il  d'v  pratiquer  la  même  opération  dont  on  se  sert  pour 
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trouver  la  plus  grande  commune  mesure,  conibrmémetil  à  la  iiianii-n' 
usitée  de  réduire  les  fractions  ordinaires  en  fractions  continues. 

Pour  pouvoir  employer  cette  méthode  en  toute  sûreté,  il  faudrait  faire 
la  même  opération  sur  les  deux  nombres  X  et  A,  et  n'admettre  eiisiiilr 
que  la  partie  de  la  fraction  continue  qui  proviendrait  également  des  deux 
opérations;  mais  la  méthode  précédente  parait  plus  cnninuxle  cl  \>\\\^ 
simple. 

72.  Voyons  maintenant  d'autres  moyens  pour  simplifier  eneor'e  hi  re- 
cherche des  valeurs  entières  approchées  dans  les  ditlerentes  é(|ualioiis 
transformées.  Soit 

t"  —  a  <"-'  -+-  I)  /"-'  —  . . .  =  o 

une  quelconque  de  ces  équations,  dans  laquelle  il  s'agit  de  trouver  l;i 
valeur  entière  approchée  de  t,  que  nous  désignerons  en  général  pai'  /■; 
cette  équation,  étant  dérivée  de  l'équation  proposée  en  x,  sera  du  même 
degré  que  celle-ci,  et  aura  par  conséquent  le  même  nombre  de  racines 
<jue  nous  supposons  égal  à  n. 

Or,  nous  avons  trouvé  en  général    70) 


ce  qui  se  réduit  à 


'  =  —  X 


t- 

TJ5  X-  — 

HT 

p-9' 

X 

X 

CT 

l^-r- 

w 

m' 

=  —  X 

p 

^y 

ro' 

9_ 
P' 

—  X 

-  X 

P__ 

.^-^ 

I 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  le  quantième  de  la  fraction  —  esl 
pair,  et  l'inférieur  pour  celui  où  w  quantième  est  impaii';  (l(»nc  on  aura 
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Doiir.  si  l'un  (Ifiiulc  par  c  la  laiiiic  cIumcIico.  cl  parx',  x"....  les  autres 
racines  tic  l'etnialioii  en  a-  qui  sont  au  nombre  de  ri,  ol  (|u'on  dcnolc  de 
même  par  /.  / .  /  ....  les  valeurs  correspondantes  de  /,  on  aura 


P' 
t'  =  ± 


■ih^) 


'••(?-'■)  ' 


t"=± 


■'(^-) 


Mais  ou  a,  coninu-  on  sait, 

a  =  /  H-  /'  -t-  /"  -t-  . . .  ; 

donc,  substituant  les  valeurs  de  /',  /",...  que  nous  venons  de  trouver,  et 
qui  sont  au  nombre  de  n  —  i ,  on  aura 

(«— i)bj'  _^   I 
a  =:  t  — 


^p  p  p 


Or  nous  avons  trouvé  (62j 


p'  p'ip'  i  -*-^) 


lU  bien,  en  l'ai.sant  o' t -h  rs' ^ '^ p' 

P    _ 


■^9" 


ou  l'on  remarquera  que  o' t  -r  ît'  étant  renfermé  entre  les  limites  c'  et  1' 
qui  sont  l'une  et  l'autre  plus  grandes  que  p',  la  quantité  }  sera  nécessai- 
rement plus  grande  (|ue  l'unité.  Donc,  taisant  cette  substitution  dans  la 
formule  précédente,  on  aura 


(  n  —  I  )  ct' 
l  =  a  -h  r-^— 


I  \  I  ■ 
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Mais  les  quantités  a-  —  x',  x  —  x",...  sont  données,  et  la  (|nantilé  o'  va 
toujours  en  augmentant;  donc,  puisque  la  fraction  —  est  toujours  nioirHlir 
que  l'unité,  il  est  clair  (|iic  chacune  des  quantités 


p''^(x  —  a:')±—        o''(jr  —  x"  )  zt — 

Y  '  Y 

ira  nécessairement  en  diminuant;  et  que  par  conséquent  la  somme  de 
ces  quantités  qui  sont  au  nombre  de  /?  —  i  ira  en  diminuant  aussi;  de 

sorte  qu'elle  deviendra  nécessairement  moindre  que  - 

Donc  on  parviendra  nécessairement  à  une  équation  transformée  telle 

que  sa  racine  t  sera,  à  -  près,  égale  a 


ia  étant  le  coefficient  du  second  terme  pris  négativement  .  c'esl-ii-di pi- 
que cette  racine  sera  contenue  entre  les  limites 

[n  —  i)ts'        I                      (  n  —  I  )  ct'         i 
a-. 7-^ y--     et     a-^- H ' 

et  la  même  chose  aura  lieu  à  |)lus  forte  raison  pour  toutes  les  transfor- 
mées suivantes. 

Donc,  dès  qu'on  sera  venu  ii  une  pareille  transformée,  il  n'y  aura  qu'à 
prendre  le  nombre  entier  (]ni  ;t|)|)riKhera  le  plus  de  la  quantité 

{ «  —  \]ts' 

a  H ; ^ 

p 

c'est-à-dire  celui  qui  sera  contenu  entre  les  mêmes  limites 

a-T-- r-^ h-     ei     «H ; 1 

9  ~  P  ' 

et  ce  nombre  sera  nécessairement  un  des  deux  consécutifs  entre  les(|uels 
II.  8' 
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se  lioiivcr;i  iii  vimic  valeur  de  /;  de  sorte  (lu'il  [Muina  être  pris  en  tonte 
siirete  [tour  la  valeur  approchée  ^-  (68j.  Ainsi  l'on  pourra  continuer  l'ap- 
proximation aussi  loin  qu'on  voudra  sans  le  moindre  tâtonnement. 

~'^.   Piiis(|ue 

«=:/-+-/'  +  /"  +  ..., 

en  substituant  les  valeurs  de  /,  /',...  i72),  on  aura 


I  I  I  ,         «rrr 

VP  p-  p  / 

Or.  soit 

X"  —  .\.r"-'  -+-  Ba:"  "'  —  .  .  .  =:  o, 

l'équation  pioposee;  qu'on  fasse  le  pi'emiei'  mendjre  de  cette  é(|ualion 
pj,'ai  à  X,  et  il  est  facile  de  voir  par  la  théorie  des  équations  que  la  quan- 
tité Y  -/—  deviendra,  en  y  mettant  ^  ii  la  place  de  x,  après  la  dilleren- 
liation. 


P  P  (       P  » 

P  ?  P 

il  cause  (|ue  .r,  x',  x",...  sont  les  diirérentes  racines  de  l'équation  X  =  o. 

Doue  lin  aura 

I     <l\       njs' 

p'^X  dx         p' 

l't  par  i(iiise(|uent  la  (|uantilé 


deviendra 

~  ?"\  dx        p'  ■ 
Doiic,  si  l'on  fait 

K  =  " P"   '~  '^*  — ')Ap'-'p'  -Kw  — a)Bp"-'p''' - 
p"— Ap»-'p''-^kBp"-'p"— ...    ~" 
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la  (juaiitilc  dont  il  s'agit  sera 


par  conseiiiR'ul  les  limites  dont  nous  avons  parlé  dans  le  numéro  préeé- 

dent  seront 

±R— ro'        I  ±R— ra         I 


Ainsi  l'on  pourra  trouver  ces  limites  indépendamment  de  l'équation 
transformée  en  /,  et  par  le  seul  moyen  de  l'équation  |)roposée  en  .r,  ce 
qui  pourra  servir  à  abréger  le  calcul. 

74.  Il  reste  maintenant  a  voir  comment  on  pouria  recunnailic  si  la 
racine  t  est  renfermée  entre  les  limites  dont  il  s'agit;  or,  cela  est  facile 
dès  qu'on  connaît  les  deux  nombres  entiers  consécutifs  5,  5  +  i,  entre 

lesquels  se  trouve  cette  racine  :  car,  soient  ).  H —  et  )- les  deux  limites 

^  2  2 

données,  il  est  clair  que,  pour  que  t  se  trouve  entre  ces  limites,  il  faudra 
que  ).  tombe  entre  les  mêmes  nombres  6,  6  -hi,  et  même  plus  près  de 
celui  de  ces  deux  nombres  dont  t  approchera  davantage;  on  examinera 
donc  :  i"  si  ).  tombe  entre  5  et  5  +  i;  2"  cela  étant,  on  prendra  celui  de 
ces  deux  nombres  dont  ).  approcbe  davantage  pour  la  valeur  approchée 
de  /,  que  nous  nommerons  A-,  et  faisant  t  =  k-\ — ,  on  verra  si  l'équation 
transformée  en  «^  a  une  racine  positive  ou  négative  plus  grande  (|ue  2;  - 
si  cette  seconde  condition  a  lieu,  on  sera  assuré  que  la  racine  /  tombera 

réellement  entre  les  limites  )  -1-  -  et  / ;  et  l'on  pourra  poursuivre  le 

calcul  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  n"  72. 

75.  On  pourrait  s'y  prendre  encore  de  la  manière  suivante,  pour  s'as- 
surer si  la  racine  t  tombe  entre  les  limites  ) -t-  -  et  ). Il  est  facile  de 

voir  par  le  n°  72  que  la  dilHculté  se  réduit  à  savoir  si  la  somme  des 

quantités 

I  I 

P  r'         P  «'  ' 

9  P 
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(livisoc  par  p"-,  est  iiioindro  (jue  -;  ainsi  il  ne  s'ai>iia  (jiif  de  Iiouvit  uni' 
(|iian(itt''  ((iii  soit  plus  grande  que  cette  somnie,  cl  de  voir  ensuite  si  cette 
(|uantilc  l'st  uKundre  (|uc  '— • 

()i-,  soient  .1-,  x',  x",...  les  racines  récdles  d(^  ré(|u;iliiui  proposée,  <pic 
nous  Mipposcroiis  ;iu  niMuiirc  de  a,  et 

$  +  |V-'^.     5-  +  v/-~'.     S'  +  fs/~,     4'-  IV-^'-'- 
les  l'acincs  imaginaires.  (|ue  nous  supposerons  au  noniiire  de  y  v,  en  sorte 
(lue  >j.-h  2v  =  «;  connue  la  liaclion  -r  dillère  de  la  racini^  x  d'une  (luaii- 

lile  Nioindrc  (|ne  —  (63),  il  est  clair  (|ue  si  A  est  une  (piantité  égale  ou 

moindre  que  la  plus  petite  des  difi'érenees  entre  les  raciin;s  ré(dles  de  la 
même  écjuation,  chacune  des  (juantités  réelles 


P  I       P  „ 

^—  —  X         '-r  —  X 

P  P 


l'ia  nc(  es^aireineul  moindre  (|Ue 


P' 


et  par  conséi|uent  la  somme  de  ces  (juantités  ipii  son!  au  notniire  de 
\}.  —  I  sera  moindre  que 


P' 


(Considérons  ensuite  les  quantités  imaginaiics,  les(|ucllcs  sei(uil  deux 
à  deux  de  la  forme 


L^l^^^.,,      i_.^,^^: 
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tJc  sorte  (|u'<)ii  aura  v  (luantitcs  de  la  l'orme 


^^î 


or.  je  reniar([iu'  (luc,  (|uels  (|iio  so'uMit  les  nombres  ^^  =.  et  ■!>,  la  (|iiaiililé 
sera  toujours  moindre  que  -p;  en  ell'et,  si  Ton  considère  la  (luanlile 

■         _,-2  _|_  (j,2  ' 

l't  (|u'on  lasse,  ee  (|ui  est  toujours  |)ossil)le.  v  ^  i/  tango,  elle  deviendra 
2sin9  ces» sin  29 

or,  la  plus  grande  valeur  de  sin2'j  est  l'unité;  donc,  etc. 

Donc  si  l'on  dénote  par  FI  une  quantité  égale  ou  moindre  (|ue  la  plus 

petite  des  quantités  6,  ■!*', la  (|uantité  -^   sera  nécessairement  plus 

grande  que  la  somme  des  quantités  imaginaires  dont  nous  parlons. 

Donc,  en  général,  la  quantité 


A±J-        ° 


sera  plus  grande  (|ue  la  sonniie  de  toutes  les  (|uantites 


Donc,  si  l'on  a 

a  —I 


+  :7rn-  =  o"  < 
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A  fl   II  i'Iiiiit  prises  positivement,  on  ser;i  snr  (|ue  la  laeine  /  toinl)eia 

•  ■nli'e  les  limites  proposées. 

Or.  pour  avoir  les  nombres  A  el  II ,  lorsqu'on  ne  eonnait  pas  d'avance 
les  racines  tic  ré(|ualion  proposée,  il  n'y  aura  qu'à  clierciier  dans  l'éciua- 
lion  des  ditlerences  (Dj  du  n"  8  du  >lénu)ire  cité,  la  limite  /  des  racines 
positives  et  la  limite  —h  des  racines  négatives,  et  l'on  pourra  |)rcndre 

pour  A  un  noud)re  quidcon(|ue  —  ou        -  •  et  pour  II  un  nomltre  (|nel- 

iiim|ue  =  ou    r"  -1::   cela  suit  évidemment  de  ce  (lue  nous  avons  dé- 

riMiutre  dans  reiidioit  cite. 

7().   Si  l'on  avait 

ij.  —  I        VI' 


alors  la  ((Uiditioii  ie(|uise  aurait  lieu  di'S  le  commencement  de  la  séi'ie; 
de  s(M-te  qu'où  pouifait  approcher  de  la  valeur  de  x  sans  aucun  tàloniie- 
menl.  Voici  le  procédé  du  calcul. 

Ayant  trouve  la  première  valeur  eutièi'c  approchée  de  .r,  qu'on  |)ourra 
prendre  plus  (x'tite  ou  plus  grande  (|ue  x  à  volonté,  et  nommant  cette 

valeur/;,  ou  aui'a  li's  deux  nremii-res  tractions  -i  -• 
'  '  O      I 

r  "  Ou  fera  donc 


m  —  I  ,      CT  -   o,      p  ""  />,      p  ^=  1, 


fl,  sulistituaul  ces  valeurs  dans  l'expression  de  R  (73;,  on  prendra  le 
munlue  entier  (pii  approchera  le  plus  de 


—  R  — ro' 


•'est-a-ilire  de  —  R,  le(|nel  étant  nomme  k.  ou  aura  la  fraction 


2"  On  fera 


W  = />,       nj'=:l,       p  =  /,-p-\-t,       p'z=/i, 
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t;l,  substiliiaul  dans  R,  on  prenilra  lo  nombre  t-iilifr  (|ui  apiiidclu-ra  le 

plus  de ; — î  o'esl-à-(liir  de  — ; — »  et,  l'c  iioinhic  étant  noniinr  /• .  un 

aura  la  rractn)n 

h'o  +  ST  _  /l  '  [/ip  -^i)  -h  p 

/("'  p'  -T-  Bj'  /l  '  /f  +  I 

i"  On  fera 

zs  =  kp  -h  I,     rs'  =^  k,     p  =  II'  {kp  -h- 1)  -h  p,     s'  =  /,'/,  -h  I, 
et  l'on  prendra  la  valeur  entière  la  plus  approchée  de 

—  R  — sr' 


-  R  -  A 

-, ou        yr. ' 

p  /.r  + 1 

laquelle  étant  nonunee  k",  on  aura  la  traction 

A"p  ->-  T^   

k"p'  +  cï'  ~  "  '  ' 
et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière,  la  valeur  de  a- sera  exprimée  ])ar  la  fraction  cnntinu 


k" 


ou,  par  les  fractions  convergentes. 


r        p       kp  -^  I        /i  '  {kp  -h  i)-^-  p 
ô'     1'     ~T~'  k' k  ^  I       ' 


77.   Si  l'on  n'a  pas  d'abord 


•/  —   I  V 


A-i     n^? 


il  n'y  aura  qu'a  cliercliei'  la  fraction  ((iiilinue  |)ar  la  méthode  ordinaire 
jusqu'à  ce  (|iie  r(Ui  ai'rive  à  une  fraction  don!  le  den(uninateur  o'  soit  tel 
que  Ton  ait 

7.  —  1  V  ,1 

p''A  -  I  "^  p^^ff  '^  a' 
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iKi  l)iiMi  jus(|ir;i  Vi'  (|iii'  l'on  vit'iinc  à  une  traiistoiincc  (|(ii  suil  (hiius  le 
cas  (lu  iT'Ti;  alors  on  pourra  |)()ursuivrc  le  calcul  |)ar  la  nu'lliodc  |)ir- 

(•('•(It'Ulc. 

Au  rcslc,  couinic,  eu  auguiculaul  toutes  les  racines  d'une  é<|ualion 
dans  uni'  raison  quelconque,  on  augmente  aussi  dans  la  même  raison  les 
dilVéïeuces  entre  ces  racines,  il  est  clair  que  si,  dans  l'équation  proposée, 

iiii  met    '.  il  la  place  de  .r.  ce  (jui  en  aui^mentera  les  racines  en  raison  de 

I  : /'.  les  nomltres  A  et  II.  (jui  conviendroni  à  la  nouvelle  é(|ualion,  en 
seroul  aui;nientés  dans  la  même  laison,  et  par  consé(|uent  deviendront 
/"A  et  /II;  donc  on  pourra  taire  en  sorte  (|iie  la  condition  du  n"  7(5  soi! 
véritiée  en  donnant  ii/unc  valeur  telle  (jue 


[X  — I  V 


=   ou   <C  -  • 


AliMS  on  pourra  toujours  se  servir  de  la  métliode  du  numéro  cité  pour 
approcher  sans  tâtonnement  de  la  valeur  cliercliée  de  .r;  il  faudra  seu- 
lemeiil  diviser  ensuite  cette  valeur  par  /poni'  avoir  la  veritalile  racine 
de  ré(|uation  proposée;  il  est  vrai  (|ue,  de  cette  manière,  on  n'aura  plus 
cette  racine  expiimée  par  une  simple  fraction  continue,  mais  on  pourra 
néainiioins  en  a|)proclier  aussi  prrs  (ju'on  voudi'a,  ce  (|ui  sullit  pour 
l'usage  <wdinaii'e. 

78.    Sol(  r('(|uation  pr'oposée 

X"  —  A  =  o, 

en  sorte  (|iie  l'on  demande  la  racine  n"""  du  nombre  A. 

i"  Soit  //  pair  et  =  2m;  l'équation  aura,  ccunnie  on  sait,  deux  racines 
l'éelles,  -H  V  A  et  —  y  A,  et  /i  —  2  l'acini's  imaginaires  (|ui  seront  <!xpri- 
mées  ainsi 

(cos-±sm^v'-')^A, 

c  étant  la  circonférence  ou  l'angle  de   >Go  degrés,  et  s  étant  successive- 
ment égal  à  1,2,  i jusqu'à  m  —  i;  donc  on  aura  dans  ce  cas  (75) 
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u.  =  2,  V  ^  m  —  I ,  et  l'on  pom  lii  itrcndre 

A  =  2  '^  A ,     II  =  sin  -  X  V  A , 

à  cause  que  sin-  est  le  nliis  nelil  de  tous  les  sin  —  ;  donc  la  eundilion 
'  /;  '         '  Il 

du  n"  76  aura  lieu  si 

I                   m  —  I  I 

4-  =  ou  <  -; 


A  =  ou 


n 
d(Uie  elle  aura  lieu  sûrement  toutes  les  fois  (]u"on  aura 

V  n    / 

2"  Soit  />  impair  et  égal  à  2m  -+-  1  :  reqnaliou  n'aura  (|n'une  seule 
raeine  réelle  y  A,  et  elle  en  auca  2m  imaginaires  de  la  l'orme 

se        .    se    — \  „  - 
cos  —  ±  sui  —  V  —  I     V  A, 
«  «   '        / 

eu  faisant  successivement  5  =  1.   2,...    jusqu'à  m;  donc  on  aura  dans 

ce  cas  fj.  =  1,   v=m,  et,  coinnu'  le  plus  petit  des  sin—  est   sin —    ou 

'         '  n  n 

180"    ,  ,  , 

Sin  ' a  cause  de  n  =  2m  -1-  i.  ou  pourra  prendre 

„  180"       „  — 

n  =  sui X  V  A; 

n 

(le  s(M"te  que  la  condition  du  numéro  cité  aura  lieu  si 

— ; =  ou  <-, 

SUI X  vA 

n 

c'est-à-dire  si  l'on  a 


,     n  —  I 
A  =  ou  > 


.     180° 

SUI  — 
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Donc.  liiiM|ui'  Ir  iiiiiiilii'f  A  111'  st'i'ii  (>;is  aii-ili'ssoiis  des  liniilcs  tiiio  nous 
venons  de  li'oavcr,  on  pourra  toujours,  en  l'aisanl  usai^c  de  la  méthode 
du  n"  7(i,  trouver  direetenient  et  sans  tàtoiinenient  la  racine  //'"'"  de  ce 
noinlire;  et  s'il  est  plus  (lelitiiiie  ces  liinites.  on  pourra  toujours  le  rendre 
plus  j^raiid  en  le  multipliant  par  un  iiomhre  (|uelcon(|ue  (|ui  soit  un(> 
|tuissaiii-e  exacte  du  même  exposant  n\  en  sorte  (|u'apiès  avoir  trouvé  la 
racine  de  ce  noinlire  eomposé  il  n'y  aura  plus  (|u'ii  la  diviser  par  eidle 
de  son  multiplicateur  pour  avoir  la  racine  cherchée  de  A. 

Au  reste,  il  est  lion  de  reinar»|uer  ([ue  la  valeur  de  R  du  n"  72  sera, 
piiiir  re(piati(iii  .r"  —  A  =  o, 

p"-Ap" 

7!t.    l'uisipie  le  cas  de  //  ==  2  peut  se  résoudre  par  la  melliode  de  la 
Heiiiai(pie  II.  nous  en  l'erous  alislraction  ici.  SoienI  donc 


donc 


,  3t)o" 

«  =  4.     on  aura      sin — -, —  =i, 
4 

A  =  ou  > 4'; 

.     360"       l3 
n  :=  0,     011  aura      siii     ^     =;  - — : 


donc 


A  =  ou  >3'.4'; 

36o"  _  v'â 


Il  =  8,     (III  aura     siii 


el  ainsi  de  suite. 

De  même,  si  l'on  l'ail 


:..'.4'. 


doiM 


H  ^3, 

on  aill':l 
A        on 

1 

1  1 

.      180" 

>       ^•. 

3,3 

.    ^, 

Il  ^=  '). 

un  aiiia 

si 

.      iHo" 

III   -■  fr-    ■-- 

siu3»v 

DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 

et.  faisaiil  le  calcul  par  les  logarillinics,  ou  trouvera 


651 


A  —  ou  >  1459. 


et  ainsi  de  suite 


80.   Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  la  racine  ciii)i(|ue  de  17. 

Puisque   17  est    > — _;   à  cause  de    3v3>>4.    <»"   pourra   employer 
3  y  3 

d'abord  la  méthode  du  n"  76.  On  aura  donc  ici,  ;i  cause  de  «  =  3  et 

A  =  17  f78j, 

3p= 


H  = 


P'-'7P" 


Or,  le  nombre  entier  le  plus  proche  de  \  17  est  2  ou  3;  de  sorte  (lu'on 
pourra  faire  à  volonté  /j  =  2  ou  /?  —  3. 

Faisons/)  =  2,  et  les  deux  premières  fractions  seront  -■,  -;  donc 


donc 


53  =  1,      C5:=0,      p=2,      p 

K^    3.4    ^     4. 

8  —  i']  3' 

et  le  nombre  entier  qui  approche  le  |)lus  de 

-R  — ro'  _  4 

p'         -3 

sera  1;  donc  ^  ^  i,  ce  (|ui  donne  la  fraction 

hp  H-  1  _  3 
/.       ~  I  ■ 


donc 


HJ  =:  2,      nj'  =  I ,     p  ^  3,      p'  =  I , 


R==3_^>     et      '1:1^' =  12: 


le  nombre  entier  (pii  a|)pro(lie  le  plus  de  --  étant  2,  on  fera  /:' =  2,  ce 


82. 


ti.r2       ADDITIONS   AU   MÉMOIRE  SUR   LA    RÉSOLUTION,   ETC.. 

(|iii  (I(iiiiut;i  la  rnulion 

k'p  -i-  ^  8 


k'p'  -ha'       3 
3°  73  :=  3,     ro' =  I,     p  =  8,     p' =  3; 

ilniic 

3.8'       _i9-.. 


8' 

—  1 

'1- 

,3» 

^  53 

-  R- 

-ro'. 

= 

=  - 

245 

d' 

1 5()  ' 

le  iioiiihic  (Milier  (|ui  apjdochera  le  plus  de  relie  traetion  sera  —  2;  donc 
*  =  —  2,  el  la  traetion  777-7 — -7  sera  — =r- 

4"  5j  =  8,     ro' :=  3,     p  =;  —  i3,     p  =^  —  5, 


De  iclle  manière  on  aura  les  Iraelions  eonvergentes  vers  y  17 


12       3       8       -i3 
o        I         I         3         —  5 


et  la  f'ractidii  continue  sera 


—  2-H. 
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NOUVELLE  METHODE 


RESOUDRE  LES  PRORLÈMES  INDÉTERMINÉS 

EN  NOMBRES  ENTIERS  C). 


(  Mi-miiirc\  (te  r.lrnclriiiic  rorah'  des  Sciences  et  Belles- Lettres 
de  Berlin,  t.  XXIV.  1770.) 


Lii  plupart  des  Géomètres  qui  ont  cultivé  l'Analyse  de  Diophante  se 
sont,  à  l'exemple  de  cet  illustre  inventeur,  uniquement  appliqués  à  évi- 
ter les  valeurs  irrationnelles,  et  tout  l'artifice  de  leurs  méthodes  se  réduit 
à  taire  en  sorte  que  les  grandeurs  inconnues  puissent  se  détcruiincr  p;ir 
des  nombres  commensurables. 

L'art  de  résoudre  ces  sortes  de  ((uestions  ne  demande  gui-re  d'autres 
principes  que  ceux  de  l'Analyse  ordinaire;  mais  ces  principes  deviennent 
insuffisants  lorsqu'on  ajoute  la  condition  que  les  quantités  cherchées 
soient  non-seulement  commensurables,  mais  encore  égales  à  des  nondircs 
entiers. 

M.  Bachel  de  Méziriac,  auteur  d'un  excellent  Commentaire  sur  Dio- 
phante et  de  différents  autres  Ouvrages,  est,  je  crois,  le  premier  (|ui  ait 
tenté  de  soumettre  cette  condition  au  calcul.  (>  savant  a  trouvé  une  nic- 
thode  générale  pour  résoudre  en  nombres  entiers  toutes  les  c(|uations  ilu 
premier  degré  à  deux  ou  plusieurs  inconnues,  mais  il  ne  parait  pas  avoir 

(*j  Lu  il  1  Acailéiiiic  \i?  n  juin  i77«- 
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i-lc  |iliis  luiii,  cl  iH'ii\  qui  aprt's  lui  .se  sont  (»(fupfs  du  nit'iiu'  ohji't  oui 
aussi  |)it'S(|uc  tous  borné  leurs  rei'herchos  aux  équalions  indéterminées 
(lu  premier  degré;  leurs  eflorts  se  sont  réduits  à  varier  les  méthodes  qui 
peuvent  servir  à  la  résolution  de  ees  sortes  d'é(|uations,  cl  aucun,  si  j'ose 
le  diic,  n'a  donné  une  méthode  plus  directe,  plus  générale  et  plus  ingé- 
nieuse (|ue  celle  de  .M.  Bachet,  qui  se  trouve  dans  ses  Récréations  mathé- 
mali*|ues  intitulées  :  Problèmes  plaisants  et  délectables  qui  se  font  par  les 
nombres. 

Il  est  il  la  vérité  assez  surprenant  (jue  M.  de  (■ciiiial.  (|ui  s'était  si  long- 
lenips  et  avec  tant  de  succès  exercé  sur  la  théorie  des  nombres  entiers, 
n'ait  pas  cherché  à  résoudre  généralement  les  Prohii'mes  indéterminés 
du  second  degré  et  des  degrés  supérieurs,  comme  M.  Hacliet  avait  l'ait 
ceux  du  premier  degré;  on  a  cependant  licii  de  croire  (|u'il  s'était  aussi 
appliqué  à  cette  recherche,  par  le  Prohit'me  (|u'il  proposa  conune  une 
espi'ce  de  défi  à  M.  Wallis  et  à  tous  les  (iéomi'tres  anglais,  et  qui  consis- 
tait à  trouver  deux  carrés  entiers,  doni  l'un  élan!  multiplié  par  un  nombre 
entier  donné  non  carré,  et  ensuite  retranché  de  l'autre,  le  reste  fût  égal 
il  l'unité;  car.  outre  (|uc  ce  Problème  est  un  cas  particulier  des  étiuations 
du  second  degré  ii  deux  inconnue^,  il  est  comme  la  ciel'  de  la  resolution 
générale  de  ces  é(|uations;  mais,  soit  que  M.  de  Fermât  n'ait  pas  conti- 
nué ses  recheiehes  sur  celle  malii'i'e,  soit  (|u'elles  ne  soient  pas  parve- 
nues jus(|u'ii  nous,  il  est  certain  (pi'oii  n'en  trouve  aucune  trace  dans  ses 
Ouvrages. 

Il  parait  même  (|ue  les  (iéomèlics  anglais  (|ui  un!  rés(du  le  l'r(d)léine 
lie  M.  de  l'ermal  n'uni  pas  connu  luute  l'impurlaiice  dont  il  est  pour  la 
solution  générale  des  Pr(d)liMnes  indeleiinines  du  second  degré;  du 
moins  on  ne  voit  pas  qu'ils  en  aient  jamais  l'ait  usage,  et  .M.  i^ilcr  est,  si 
je  ne  me  Irunqfc,  le  premici'  (|ui  ait  l'ail  voir  ((inmienl  ii  l'aide  de  ce  Pi'o- 
blénu-  on  peul  trouver  um-  intinilé  de  solutions  en  nond)rcs  entiers  de 
loiile  équation  du  sec(Uid  degré  \\  deux  inconnues,  dont  on  connaît  déjii 
une  .solution. 

O  grand  (jéométre,  ii  (|ui  toutes  les  parties  des  .Malhémali(|ues  sont  .si 
rcilevables,  a  aussi  l'ail  des  recherches  |)Our  reconnaître  ù  priori  i\u-Ani\ 
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iiiii'  é(|uation  de  cette  espèce  est  siisce|)tihle  de  (|iicl(ni('  solution  eu  ikiui- 
bres  entiers,  et  il  ;i  Irouvé  piii-  iiiduiliiiii  une  règle  qui,  si  clli'  éliiit  géné- 
rale, renfermerait  un  des  plus  beaux  tlieurènies  d'.\rillinu'rK|U('. 
Otte  règle  est,  que  toute  équation  de  la  forme 

(A  et  B  étant  des  nombres  entiers  donnés  et  p,  q  deux  imb'-terniinées), 
est  toujours  résoluble  eu  nombres  entiers,  lors(|ue  A  est  un  nombre  pre- 
mier de  la  forme 

4HB-t-rt^     ou     ^n'^  +  à"-—^ 

( n  el  a  étant  des  nombres  (]ueb'ou(|ues  entiers  i ,  ou  bien,  lors(|ue  les 

facteurs  premiers  de  A  sont  cliacuu  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  formes. 

Voyez  le  premier  .Mémoire  i]u  lonie  IX  Ai'^i  youvcdu.r  Commentaires  de 

Pétersboiirg.  j 

M.  Euler  ne  donne  point  la  demonslration  de  ce  ibeorème.  et  il  avoue 

même  (ju'il  n'a  jamais  pu  la  Irouver;  je  l'ai  aussi  longtemps  et  inulilc- 

meut  cbercbée,  mais  entin  je  suis  tombé  par  liasard  sur  une  équation  où 

j'ai  reconnu  que  la  règle  de  M.  Euler  était  en  défaut.  Otle  éijuation  est 

celle-ci 

ioi  =  />  —  79t^=, 

oii  loi  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4"B-ha-— H,  en  faisant 
B  =  79,  a  =  38  et  w  =  —  '1  ;  de  sorte  (ju'il  faudrait  (|u'elle  fût  résoluble 
en  nombres  entiers;  cependant  elle  ne  l'est  pas,  comme  on  peut  aisé-  ' 
nu'ut  s'en  assurer  par  notre  métbode  (voyez  plus  bas  le  n"  38  . 

Si  l'on  voulait  limiter  le  ibéorème  de  M.  Euler  en  disant  (|ue  tiuil 
nombre  premier  de  la  forme  4«B-l-«  est  aussi  de  la  forme  //-  — B<jr-, 
lorsque  a  est  un  nombie  premier  de  la  même  forme/?"  —  B^'-,  l'exemple 
précédent  ferait  voii'  (juc  cette  limitation  serait  insunisante:  car 

101  =  4"'^"*"  7^3, 

en  faisant  «  ^  —  2  et  B  =  79,  7^3  est  un  nombre  piemiei'  de  la  forme 
p'^  —  Bq-,  en  supposant  /^  =  38  et  q  3;  or  loi  n'est  pas  de  la  iiiéiiie 
forme  p-  —  Bq-. 

II.  83 
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Il  i'fî.iilli'  ilf  huit  (■<■  (|ii('  iKHis  vcilDiis  (le  (iiir  (|iic  (Icjuns  rniivf;ii;c 
lie  .M.  Biiclit'l,  (|iii  :i  |):ii'ii  «-ii  i(>r^,  jiisiiu'à  pirsciil,  iiii  du  iiioiiis  jiis(|ij'au 
MciiKtiic  (|iii'  jo  (loiiiiiii  raniK'c  passée,  sur  la  solution  des  Pmblèincs  iridé- 
trrrnifics  du  second  degré  ('  j,  la  thémie  de  ces  sortes  de  Piohièmes  n'avail 
|ias.  à  proprerneiil  |)arler,  été  poussée  au  delà  du  premier  dei;iv. 

J'ai  l'ail  voir,  daus  le  Mémoire  dont  je  viens  de  parler,  eommcnl  joules 
les  équations  du  second  deiiri-  ii  deux  indéterminées  peuvent  toujours  se 
réduire  ii  l;i  Idruie  Iri's-simpli' 

|•n^uite  j'ai  donne  des  melliodes  directes  et  générales  pour  Ironvei'  toutes 
les  S(dulious  possihies  tant  en  noud)res  entiers  ipi'en  nonihres  l'raclion- 
iiaii'es  de  ces  sortes  d'e(pialious.  La  méthode  |)our  le  cas  où  !{  est  un 
iHjmhre  positif,  et  oii  p  et  q  doivent  être  des  nombres  entiers,  la(|uelle 
l'ait  l'objet  iin  !i  III,  est  à  la  vérité  un  peu  longue  et  compruiuée,  et  j'avoue 
même  (|u'elle  l'est  à  un  point  *|ui  la  rend  dillicile  à  suivre;  mais  je  crois 
ipn-  cette  dillicnlté  ne  doit  être  imputée  qu'à  la  nature  de  la  matière,  et 
au  grand  nomlire  de  cas  an\(|uels  il  faut  avoir  égard  (|uaud  ou  veut  la 
traiter  d'uni-  umnière  aussi  directe  et  aussi  rigoureuse  (|ue  nous  l'avons 
l'ait.  CependanI  j';ii  trouve  rnoven  <lepuis  de  simplitier  beaucoup  cette 
méthode  et  de  i'eleiMlre  même  ;i  des  équations  d'un  degré  qu<'l((m(|ue; 
c'est  ce  (|ue  je  UH'  propose  de  développer  dans  ce  Mémoire  avec  le  plus 
d'oi'dre  et  de  (darté  qu'il  nie  sera  [lossible. 

(jtmnie  la  théorie  des  fractions  continues  est  le  l'ondemeut  de  la  nou- 
velle méthode  cpu'  jr-  vais  oxpli(|uer,  je  supposerai  ici  cette  théorie  telle 
que  je  l'ai  donnée  dans  le  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numé- 
riques î" ;,  et  dans  les  Additions  à  ce  Ménmire  ('" ),  et  je  un'  contenterai 
•  l'en  emprunter  tout  ce  dont  j'aurai  besoin,  en  renvoyant  pour  lesdémons- 
tiation>  à  ces  autres  écrits. 

I"i  OEiiiTr\  r/i-  /.fit;r(i/i»r,  I.  ti,  p.  Î77. 
*'  1  (J/:iwrr\  ilr  iM-^raniff,  I.  II.  |i.  jjfj. 
'■"  I   OEiifirs  tir  iMjfifiiijfr ,  I.  II.  11.    )8i. 
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Lemme  I. 

1.  Si  a.   h.  c  sont  des  nombres  (iitelcoriques  entiers  et  tels,  que  h  et  c 

soient  premiers  entre  eiiœ,  je  dis  qu'on  peut  toujours  trouver  deux  nombres 

entiers  y  et  z  tels  que 

a=^  by  ~  cz . 

Je  supposerai  ici  pour  plus  de  simplicité  (|ue  a,  b  et  c  soient  positifs: 
si  l'un  d'eux  comme  h  était  négatil'.  on  pourrait  toujours  le  rei;arder 
comme  positif,  et  il  ii'v  aurait  qu'à  prendre  ensuite  v  iu'i;ativement,  et 
ainsi  du  reste. 

Qu'on  divise  les  nombres  a  H-  cz  par  b,  en  taisant  successivenienl 
z  =  o,  I,  2,  3,...  ius([u'à  i  — -  1,  et  l'on  aura  6. restes  dont  chacun  sera 
diflerent  de  tous  les  autres;  car  si  deux  valeurs  de  z,  comme  :;'  et  z'\ 
donnaient  le  même  reste,  il  faudrait  que  la  difl'érence  entre  les  deux  divi- 
dendes a  +  cz'  et  a  -+-  cz" ,  savoir  le  nombre  c  [z"  —  z')  lui  divisible  exac- 
tement par  b,  ce  qui  ne  se  peut,  à  cause  que  c  est  premier  à  /;,  et  ([ue  z' 
et  z"  sont  tous  les  deux  moindres  que  b.  Donc,  puis(|ue  les  b  restes  dont 
il  s'agit  doivent  être  par  leur  nature  moindres  que  b  et  différents  les  uns 
des  autres,  il  est  clair  que  ces  restes  ne  peuvent  être  que  les  nombres  o. 
1,  2,  3,...,  ^  —  i;  d'où  il  s'ensuit  (ju'il  y  aura  nécessairement  une  va- 
leur de  z  à  laquelle  répondia  un  reste  nul,  c'est-à-dire  (|ui  sera  lellc. 
que  a -\- cz  soit  divisible  par/>:  donc,  nommant  y  le  (]nolienl  de  celte 
division,  ou  aura  by^^a-^-cz;  donc 

a  =  by  —  cz. 

2.  Corollaire  I.  —  Quand  ou  aura  trouve  deux  valeurs  correspon- 
dantes de  vet  :;  ([ui  satisferont  ii  ré(|ualion 

a  :;=  by  —  cz, 

ou  pourra  par  leur  moyen  en  trouver  une  infinité  d'autres:  car.  dési- 
gnant par/>  et  q  les  valeurs  trouvées,  en  sorte  (|ue  l'on  ail 

a=^  bp  —  cq, 

83. 
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tt  sn|>piis;iiit  iMi  j"cni'ral 

a  =  by  —  cz, 

(II)  aui':i 

b{y-  p)  —  c{z  —  q)=^o; 

(l'on 

y  —  p  _c 

cl  (If  lii.  il  ciiiisc  (|iu'  l>  et  c  sont  [XTiuicrs  ontrc  eux, 

y  —  p^z^  me,     z  —  q  —  nih, 
cl  par  coiisctiin'nl 

y  —  p  -y-  me,     z^=q  -^  mb, 

m  étant  un  iiuiiiltic  entier  quelconque;  et  il  est  l'aeile  de  voir  que  ces 
expressions  reiit'erineront  nécessairement  toutes  les  valeurs  possibles 
(le  V  et  z  dans  l'équation  proposée. 

3.  Coitoi.i.Miti:  II.  —Or,  puis(iU('  l'on  peut  prendre  |)oiir ///  un  nombre 
(Hicl(uii()iic  cnlici'  positif  ou  négatif,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte 
(|nc  la  valeur  de  v  sdit  éi;alc  à  uu  nombre  positif  ou  iiéi;atif,  moindre 

(|ue  -)  ou  (|ue  celle  de  ;  devienne  éii,ale  ii  un  nombre  positif  ou  négatif. 

moindre  (\uv  -•  Donc,  quels  (\u('  soient  les  nomi)res  a,  b,  c,  pourvu  (jne  h 
et  c  soient  premiers  entre  eux,  on  pourra  toujours  satisfaire  à  l'équation 

n  =:  by  —  cz, 
v\\  prciiiinl  pour  V  uu  nondirc  entier  |)ositil'ou  négatif,  moindre  (|ue  -■> 

on  pour  :  un  nombie  moindre  (|ue  -;  de  sorte  (jue  pour  trouver  les  va- 

lcui;>  convcuables  de  )'  et  z   il   n'y  aura  qu'à  essayer  successivement 

|ioui-  V  Ions  les  ufmibres  entiers  moindres  que  ->  pris  positivement  on 

1  l>      ■ 

ucgalivcuicul,  iiu  piiiir  r  |(uis  les  nomhres  eutu'rs  UKUudres  (|ue  -  pris 

au^>i  |io>iliv('ineul  on  negalivemenl  ;  et  ayant  trouvé  de  celte  manière 
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(li'iix  valeurs  correspoiidaiid's  de  j'  et  <le  z,  on  pourra  ensuite,  par  les 
formules  du  Corollaire  |)réeedent,  trouver  toutes  les  autres  valeurs  pos- 
sibles. 

i.  Corollaire  III.  —  Soit  d  le  plus  grand  eoniiuun  diviseur  de  a  et  c 
f  on  aura  û?=  i  si  a  et  c  sont  premiers  entre  eux),  en  sorte  ([ue  a  -  ad, 
c  —  c'd,  a'  etc'  étant  premiers  entre  eux,  il  est  clair  (ju'à  eause  de  h  pre- 
mier à  c  (hypothèse)  ou  aui'a  uécessairenieut,  dans  ré(|iiation 

a  ^=  bp  —  cq, 

p  divisible  par  </;  donc,  faisant />  =//(/,  on  aura /> +  /72c  divisible  pair/, 
si //-i-wc' est  divisible  par  a';  mais,  par  un  raisonnement  semblable  ;i 
celui  du  Lemme,  on  peut  prouver  que  le  nombre  m  peut  toujours  être 
pris  tel  que  jo' -l-wc' soit  divisible  par«';  donc  (Corollaire  I)  ou  |)ourra 
toujours  trouver  une  valeur  de  y  qui  soit  multiple  de  a;  soit  doue 

y  =  ar, 

on  aura 

a  =  ahr  —  cz, 

ou  bien 

a'  =  a'  br  —  c'z  ; 

donc  c' z  sera  divisible  par  a',  et  comme  c'  est  premier  à  a' .  il  faudra  (|ue  ; 
soil  aussi  multiple  de  a';  faisant  donc 

z  =  a' s, 

et  divisant  toute  l'cquatiou  |)ar  (/',  elle  deviendra 

I  =  hr  —  c's. 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  chercher  les  valeurs  de  r  et  de  v  qui  peuvent  satis- 
faire à  celte  équation,  et  l'on  aura  en  général 

j-  =z  ru  +  me,     z  =z  sa'  -\-  mb, 

w  élaiit  un  nombre  (juelcou(iue  entier. 
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PKoni.KMi:  I. 

5.    F.ldiil  iltmiicc  rcqtiation 

\  \      B/"-(-C/"  '« -+-Dr-'«<--4-. . .+ K«", 

(flic  nous  (lésigncrons par  'Aj,  dcms  laquelle  on  suppose  que  A,  B,  C,...,  K 
soient  (les  nombres  quelconques  entiers  donnés,  et  que  /,  u  soient  deux  in- 
(tetenninces  qui  puissent  être  exprimées  par  des  nombres  entiers,  dont  l'un  u 
soit  premier  au  nombre  A,  on  propose  de  ramener  cette  équation  à  une 
autre  de  la  mCine  espèce,  et  dans  laquelle  le  terme  tout  connu  soit  l'unité. 

l'iiis(|iic  /,  u  cl  A  soiil  (les  iiomlircs  ciilicrs.  cl  (|ue  u  et  A  sont  pic- 
iiiicrs  entre  eux  livpullii'so  ) .  on  [iciil  tonjoiirs  trouver  par  le  Leiume 
jtieredenl  (icii\  nonihres  entiers  'j  et  Y,  tels  (|ne  l'on  ait 

t  ~ub  —  A  )•. 

Doue,  sulistilnanl  cette  valeiii'  de  /  dans  l'équation  (Aj,  elle  deviendra 

celle-ci 

A  =  oLU"  —  (îAM"^'_r  4-  y  \-u"~-y  —  . .  .±  'C,A"r", 

en  sn|i|iosant.  jionr  ahréger, 

a  =  BO"  -f-  C6"-  -h  DO"-'  -I- ...  -I-  K, 

^  ^  nB6"-'  -h  {n  —  i)C6"-'  -i-  {n  —  o.)])0'-'  -h . .  ., 


On'on  divise  maintenant  toute  celte  é(|nalioii  par'  A.  et  l'on  ania 
I  =  -^r (5m"-'_>-  +  y  A  u"-'y'  —  ..  .±  ÇA^-'r". 

d'où  l'on  voit  i|uc  la  (|nantilc  —    doit  être  égale  à  un  nouilirc  entier, 

puis(|ue  Ions  les  antics  termes  de  ré(|uation  sont  des  nonilircs  entiers 
'hypotlii'S(,';,  et  qu'ainsi  il  Tant  (pie   yu"  soit   divisilde  par  A;  mais  u 
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et  A  sont  pretiiicrs  entre  eux  (hypothèse),  donc  il  t'yndra  que  a  soit 
ilivisihie  pac  A;  donc,  faisanl  |)OMr  plus  de  simplicité 

4=P,     —  |3  =  Q,     /A  =  R,      -oA'  =  S,...,     =h?A    '  =  V, 
A 

on  aura  la  transformée  suivante,  (|ue  nous  désignerons  par  ^B^, 

(  1{  )  I  =  P II"  -h  0  u"-' .)•  +  R  «'-=  V-'  -(-...+  V y", 

et  ipii  a,  comme  on  voit,  la  condition  demandée  par  le  Prol)l('nie. 

(i.  (>>iu)LLAiRE  1.  —  11  est  visible  que  la  quantité  c.  n'est  autre  cliose 
que  le  second,  membre  de  l'équation  proposée  (A)  en  y  Taisant  /  =  5  et 
u=i.  De  plus,  il  résulte  du  Corollaire  II  du  Lemme  précédent  (jiie  le 

nombre  0  peut  tctnjours  être  pris  moindre  (jue  —  • 

Donc,  pour  que  l'équation  ^  A)  puisse  subsister  dans  les  hypolbi'ses  du 
Problème,  il  faudra  qu'en  faisant  «  =  i  on  puisse  trouver  une  valeur 

\ 

entière  de  t  positive  ou  négative,  mais  moindre  que  —  (abstraction  faite 

du  signe  de  t  et  de  A),  laquelle  rende  le  second  membre  de  cette  équation 
divisible  par  le  premier  A.  On  essayera  donc  pour  t  tous  les  nombres  en- 

tiers  positifs  ou  négatifs,  moindres  (]ue  —  ^  et  si  I  on  n  en  trouve  aucun 

(jui  ait  la  condition  requise,  on  en  conclura  sur-le-champ  (pi'il  est  impos- 
sible (jue  dans  l'équation  (A)  les  nombres  /  et  u  puissent  être  entiers  el 
premiers  entre  eux,  et  au  nombre  A.  Mais  si  l'on  trouve  un  ou  plusieurs 
nombres  ([ui  remplissent  la  condition  prescrite,  alors  cm  pourra  prendre 
chacun  de  ces  nombres  pour  0,  et  l'on  aura  autant  de  différentes  trans- 
formées (B j  qu'on  aura  de  valeurs  de  0. 

7.  CouoLi. viHi:  II.  —  Pour  lacililer  la  rcclierclic  des  valeurs  Ar  j,  on 
peutemplovcr  la  mélliode  des  dillcicuces  dont  nous  avons  déjà  fail  usage 
dans  le  Scolie  du  n"  13  du  Mcntoire  sur  la  résolution  des  àji/alio/is  niimc- 
riques.  En  elfet,  par  cette  méthode,  dès  qu'on  aura  trouvé  les  valeurs  de 


(ici         mi:tii()1>i:  poik  uÉsoinui-:  les  puoblèmes 

\.i  (jUiiiililt'  a.  ('l'sl-ii-dirc  de 

BO--h  Cô"-'  -t-  D6"-'  + . . .  +  K 

lnis(|iii'  î  =  <>,  I,  :i,....  [n  —  ij,  on  pi)iirr;i,  |nii'  la  seule  addilioii,  lioii- 
ver  les  valeurs  de  la  iiièine  (Hiantilé  |>()ur  toiiles  les  autres  valeurs  posi- 
ti\es  (le  0,  et  même  pour  les  valeurs  négatives  en  eontinuant  les  nu'uies 
s(^ries  du  eoté  opposé  (3"  du  numéro  eitéj;  il  faudra  seulement  observer 
(|ue,  dans  ee  cas,  elia(|ue  ternie  d'une  série  sera  égal  à  eelui  (jui  le  |)ré- 
eédora  dans  la  même  série,  moins  eelui  qui  se  trouvera  au-dessus  de  lui 
dans  la  série  su|u'rieure.  Connaissant  done  ainsi  les  valeurs  de  a  depuis 

5  =  0  jus(|ii'ii  0  =  \^   d'un  ('(Mé,  et  jusqu'à  0  =  -  —  de  l'autre,  il  n'y 

aura  plus  (|u":i  voii'  (|uelles  sont  ecdies  (|ui  sont  divisibles  par  A,  ee  (ju'on 
pourra  reconnaître  aisément  par  les  tables  des  diviseurs,  et  les  valeurs 
ciirrespondaiites  de  0  seront  les  nombres  eliereliés. 

.Mais  avaiil  de  se  mellre  ;i  caleuler  les  valeurs  de  iz,  il  sera  à  propos  de 
simplifier  l'expression  de  cette  quantité  en  mettant,  à  la  place  des  cocf- 
licieiits  (|ui  se  trouveront  plus  grands  (|ue  A,  les  restes  de  leur  division 
|)ar  A;  on  piunra  imiiie  réduire  tous  les  coellicieiits  à  n'être  pas  |)lus 

grands  (|ue  -:  car,  en  géiieial,  il  est  clair  (|ue  si  la  ([uanlité  «  est  divi- 
sible j)ar  A,  les  coellicients  (},  C,  D,...  ayant  des  valeurs  (]uelcon(|ues 
données,  elle  le  sera  aussi  après  avoir  retraiicbé  de  ces  coellicients  ou  y 
avoir  ajoute  des  iiiiilliples  (|uelc()ii(|iies  de  A;  ainsi  l'on  pourra  mettre 
i{±:/«A  il  la  place  de  B,  (;±/<A  à  la  place  de  C,  et  ainsi  des  autres, 
m,  n,...  étant  des  nombres  (|uelcon(|ues  entiers;  or,  quelle  (|ue  soit  la 
valeur  de  H,  il  est  clair  (jii'on  |)eul  toujours  déterminer  la  valeiii'  et  le 

A 

signe  du  nombre  m.  eu  sorte  <|ue  \i±mA  devienne  uioiudic  (|ue   — ; 

il  en  es!  de  iiieuie  de  C,  ir  /i \,  et  ainsi  du  reste;  donc,  etc. 

S.  Coiioi.i.AïKi;  III.  —  Par  la  iiiélliiHJe  du  imuiero  précédent  on  peut 
l:(Uiver  racilemeiit  toutes  les  valeurs  de  Q  (|iii  peuvent  rendre  la  (juan- 
lile  y  divisible  par  A;  car  tout  se  réduit  à  trouver  celles  (|ui  sont  moin- 
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dres  que  — •  En  effet,  supposons  (jue  a  soit  divisiliie  par  A,  5  ayant  une 

valeur  quelconque  donnée,  il  est  elair  qu'en  mettant  5  ±  mA  à  la  place 
de  5  (m  étant  un  nombre  entier  quelconque),  la  valeur  résultante  de  a 
sera  encore  divisible  par  A;  or  on  peut  prendre  le  signe  et  la  valeur  de  m 

tels,  que  5  ±  mA  devienne  moindre  que  '-—■>  et  il  est  facile  de  voir  que 

cela  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière;  donc,  si  l'on  désigne  par  5' 

cette  valeur  de  5  ±m\  qui  est  moindre  que  — ^  on  aura,  en  général, 

6  =  6'±mA. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que,  si  5',  5",  5",...  sont  les  valciiis  de  5, 

tant  positives  que  négatives,  mais  plus  petites  que  '—■,  lesquelles  rendent 

la  quantité  c/.  divisible  par  A,  toutes  les  autres  valeurs  possibles  de  5  qui 

pourront  faire  le  même  effet  seront  renfermées  dans  ces  formules 

b'^mX,     b    +«A,     b'  -^p\,..., 

m,  n,  p,...  étant  des  nombres  quelconques  entiers,  positifs  ou  négatifs. 
Ainsi,  une  équation  quelconque  de  la  iorme 

A.>-  =  B5"  +  C5'-'  +  D5"-=  + . . .  -H  K 

étant  donnée,  on  pourra  reconnaître  si  elle  est  résoluble  en  nombres 
entiers,  et  trouver  en  même  temps  toutes  les  valeurs  de  5  et  de  y. 

9.  Corollaire  lY.  —  Lors(iue  le  nombre  A  est  nu  iidiiiIpic  conqtosé, 
alors,  au  lieu  de  prendre  ce  nombre  même  pour  diviseur,  il  sera  plus 
commode  de  prendre  successivement  chacun  de  ses  facteurs.  Car  il  est 
clair  que  la  quantité  a  ne  saurait  être  divisible  par  A,  à  moins  qu'elle  ne 
le  soit  aussi  par  chacun  des  diviseurs  de  A.  Soient  donc  a,  b,  c...  ces  di- 
viseurs, on  essayera  d'abord  pour  5  tous  les  nombres  entiers  tant  positifs 

que  négatifs  moindres  que  ->  et.  nommant  /  celui  ou  ceux  i^s'il  y  eu  a 

plus  d'un;  qui  rendront  a  divisible  par  a,  toutes  les  valeurs  possibles  de  5 
II.  84 
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(lui  pmirroiil  ifiidn-  a  liivisihlc  \y.u- a  seront  i'('[)ri'S('iiU''i's  piir 

t  -hO'a, 

5' cljiiil  un  n(nnlni' (ini'Iconcinc  cnlicr  posilil' ou  nci^alii.  On  sul)stitU('r;i 
donc  t^j  a  il  lii  place  de  5  dans  la  quanlilé  u,  et  divisant  para,  ordon- 
nant par  rapport  à  5',  on  aura  une  transformée  que  nous  appellerons  «', 
et  dans  laiiuelle  5'  sera  un  nnuilirc  indéterminé. 

On  essayera  de  nouveau  pour  5'  t(tus  les  nomhn's  entiers  |)ositils  ou 

négatifs  moindres  (|ue  -■>  et,  nommant  /'ceux  (|ui  l'cndr'onl  c<' divisible 

par  h,  on  fera  ensuite 

ce  (pii  doiniera.  a|)rt's  avoir  divise  |)ai' ^.  une  nouxclle  ti'anslorméc^  a", 
où  5'  sera  un  non)l»re  indéterminé,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière, 
on  trouvera  aisément  toutes  les  valeurs  do  0  qui  pourront  rendre  a.  divi- 

silile  paiw/.  par /y,  pai'c (^t  par  <'(»nsé{|uent  \y,\v  abc 

En  eil'et.  pui.scpie  t -\- aO'  représente  toutes  les  valeurs  de  0  qui  peu- 
vent rendre  a  divisible  par  a,  et  (|in'  /' +  0"h  représente  toutes  celles 

de  7  (|iii  priivenl   rendre  a'  (ui   —  divisible  par  h,   il  est  idair  (|ue 
/  -)-  af  -t-  ahrj" 

repi'esentei-oiit  tontes  les  valeurs  di'  0  (\\\\  pourront  icudie  a  divisible, 
prcmii-rement  par«.  et  ensuite  par  //,  c'esl-;i-diic  divisible  jiar  ah:  donc 
si  Ton  a,  par  exemple, 

A  =  ah, 

les  valeurs  de  j  qui  icudr(mt  Cf.  <livisible  par  A  seidut  expiimees  en  gé- 
m-ral  par 

/  +  fil'  -+-  A  0", 

0"  étant  un  nombre  (|iielc(iii(|i ntier. 

l'ar  la  on  poMrr:i  trouver  toutes  les  valeurs  de  0  moindres  (|iie  —  pour 
lesipielles  y  sera  divisible  par  A:  car  il  n'y  aura  poiii'  ccda  (|n';i  déteimi- 


indkterj\iim:s  i:n  nombres  entiehs.  no- 

uer k'  nombre  5"  en  sorte  (|ii(' 

l  -1  -  cW  -!-  A  Q" 

(ievieniic  moindre  (iiie  -^  ce  (|ni  ne  pourra  se  l'aire  (|in'  d'une  seule  ma- 
nière poui'  chaque  valeur  de  t  ^  at' \  de  sorte  (ju'il  ne  pouira  y  avoir- 
qu'autant  des  valeurs  de  5  dont  nous  parlons  (jn'il  y  auia  de  dillérenles 
valeurs  de  t  -\-  ai . 

10.  Ojkoli,  VIRE  V.  —  Si  A  est  un  nombre  premier,  il  ne  peut  y  avoii- 
au  plus  que  n  difTérentes  valeurs  de  0  moindres  que  — i  et  telles  (|ue  y. 
soit  divisible  par  A;  et  si  A  est  un  nombre  compose  dont  les  facteurs 
premiers  soient  au  nombre  de  /•,  il  ne  pourra  y  avoir  au  plus  (|ue  /*'(le 
ces  valeurs  de  5. 

Car,  dans  le  premier  cas,  soit,  par  exemple,  n  =  i,  en  sorte  que  l'ex- 
pression de  a  soit 

B9'-4-C6^-f-D9  +  E, 

B,  C,  D,  E  n'elant  point  divisibles  par  A,  et  supposons,  s'il  est  possible, 
(|u'il  y  ait  quatre  valeurs  de  5  que  nous  désignerons  par  5,  5',  5",  5".  les- 
quelles  soient  positives  ou  négatives,  mais  toutes  moindres  que  —■  et 
telles  que  a  soit  divisible  par  A;  on  aura  donc  ces  quatre  valeurs  de  a, 

savoir 

Bô'   +C9^'   +D9    -^E, 

B6'3  +CÔ'=  +06'  +E, 

Be''3  +  ce"=-f  uô"-t-E, 

Be"'5-(-C6"'^+  DO'" 4-  E, 

lesquelles  seront  chacune  divisibles  par  A;  donc  leurs  dillérences  le  se- 
ront aussi;  donc  les  trois  quantités 

B(6=— 9")  -t-C(9=-e")  -t-D(e-9'), 
B  (  93  _  g"3 )  +  c  (  9=  -  9"^  )  H-  D  (  0  -  9"  ), 

B  (  9'  —  9"'^  )  -(-  C  (  5'  —  9'"=  )  -f-  D  (  6  -  9'"  ), 

seront  chacune  divisibles  |)ar  A;  mais  la  première  de  ces  ciuantiles  est 

84. 
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divisililc  par  5  —  5',  la  secoiule  par  5  —  0",  et  la  Iroisième  par  5  —  ô"; 
iImiic,  |iuis(Hic  les  iioiiiln'cs 


0 


xMil  iiiuiiidrcs  (|iic  A  (  liviMillièst'  et  que  A  est  un  iKiiiihn'  prcmici',  il 
t'aiidra  (|iu'  les  (|iiaiitit('s  doiil  il  s'agit  soient  (li\  isihlcs  pai'  A,  ahslraction 
laite  des  faeteurs 

B-0',     6-6",     6-6'"; 

dune,  icjelant  ces  faelenrs,  c'est-à-dire  en  l(>s  faisant  dis|)arailr'e  par  la 
ilivisiiin.  on  aura  les  (|nanlités 

B(6=-+-Ge'  -f-ô")  -i-C{e  +  6')  -f-D, 
8(6^-1- 66" -4- 6"») -f-C(6 -f  6") -1- D, 
B  (  6'  -4-  6  6"'  H-  6""  )  -f-  C  (  6  -(-  6'"  )  -i-  D, 

(|ni  devroni  être  ciiacune  divisildes  |iar  A.  Donc  les  difl'ei'ences  de  ces 
(|uantites  le  seront  aussi;  mais  ces  dillértuices  sont 

8(66' -1-6'' -66"  — 6"')  -hC(6'-6"), 
B  (66'  -t-  6'=  -  66'"  -  6"'M  -i-  C  (0'  -  6'"), 

dont  la  |)reniière  est  divisible  par  O'—O",  et  la  seconde  par  0'~0"';  donc, 
|)ar  la  nn-me  raison  (juc  ci-dessus,  il  faudra  qu'elles  soient  encore  divi- 
>ildes  pai'  A,  après  avoir  él«''  divisées  par 

6'—  6"     el  par     6'—  0"'; 

doni-  on  aura  les  (|nantités 

B(6-f-ô'-f-6")-t-C, 

Bf6  +  0'-+-6"')-f-C, 

(pii  seront  donc  encoïc  divisiiiles  par  A.  Donc  leur  diUerencc  le  seia 
aussi:  mais  celle  dillefcnce  est,  comme  on  voit,  W  (5"—  0'" ),  qui  ne  peut 
être  divisible  par  A,  à  cause  (|ue  B  ne  l'est  pas,  et  que  le  nombre  0"—  5"' 
ne  peut  l'être,  étant  nécessairement  plus  petit  (|ue  A.  Donc,  etc. 
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Il  est  visilili'  (|iie  celte  déinoiistration  peut  s'étendre  au  cas  où  n  auia 
une  valeur  quelcon(jue,  et  qu'ainsi  la  proposition  est  générale. 

Dans  le  second  cas,  supposons  que  le  nombre  A  soit  le  produit  de  deux 
nombres  premiers  a,  />;  il  ne  pourra  y  avoir,  par  le  Corollaire  précédent, 

plus  de  valeurs  de  0  moindres  que  — •  lescjuidles  rendent  y.  divisible 
par  A,  qu'il  n'y  aura  de  ditl'érentes  valeurs  de  (  -h  at';  or,  a  el  b  étant 
des  nombres  premiers,  il  ne  pourra  v  avoir  au  plus  que  n  valeurs  de  /  et 
autant  de  /';  donc,  combinant  ensemble  cbacune  des  valeurs  de  /',  il  ne 
pourra  résulter  au  plus  que  nn  valeurs  différentes  de  /  -i-  at';  donc,  etc. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  les  valeurs  de  5  moindres  que  — 
ne  pourront  être  qu'au  nombre  de  nnn,  ou  de  n\  lorsque  A  sera  le  pro- 
duit de  trois  nomiu'es  premiers  a,  b,  c,  et  ainsi  de  suite. 

Lemme  II. 

1 1 .  Si  l'on  a  une  équation  quelconque  déterminée  qui  ait  une  ou  plu- 
sieurs racines  réelles,  on  peut  toujours,  parla  méthode  que  nous  ai'ons 
donnée  dans  notre  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numé- 
riques ,  exprimer  chacune  de  ses  racines  positnes par  une  fraction  conti- 
nue, et  déduire  de  là  une  suite  de  fractions  com'ergentes  vers  la  même 
racine,  mais  alternUtiiement  plus  grandes  et  plus  petites  que  cette  racine; 
ensuite,  si  l'on  insère  encore  entre  ces  fractions  principales  autant  de  frac-  . 
tiens  secondaires  qu'il  est  possible,  et  qu'on  range  dans  deux  classes  sépa- 
rées les  fractions  plus  grandes  et  les  fractions  plus  petites  que  la  racine 
cherchée,  on  aura  deux  séries  de  fractions  com'ergentes  vers  cette  même 
racine,  et  dont  l'une  co/rmiencera  par  -  et  ne  sera  composée  que  de  frac- 
tions plus  petites  que  la  racine  dont  il  s'agit,  et  dont  l'autre  commencera 
par  -  et  sera  composée  de  fractions  plus  grandes  que  la  même  racine. 

Quant  aux  racines  négatives,  il  n'y  aura  qu'à  les  rendre  d'abord  posi- 
tives en  changeant  dans  l'équation  l'inconnue  x  en  —  .r. 

Soit  a  une  des  racines  positives  de  l'eciualion  donnée,  on  trouvera  la 
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fiarliKii  riuiliiiiif 

a  —  A,  H 


À,,  >.,,  X,,...  l'tiiiil  (les  nonil)it's  ciilicrs  positifs;  or,  ces  ii()iiil)rcs  ct.'iiil 
ainsi  coiiniis.  on  t'iTii 

l,=^X,  L,  =  1, 

/,  =  ),,/,-t-/„     L,=  X3L,  +  L„ 
/.  =  l,  /,  -(-  /„    L,  =  X,  L,  +  U, 


fl  l'on  aura  celte  suite  de  fractions  principales  coiivcri^ciilcs  vers  a,  et 
alternativement  pins  petites  et  plus  i-raiidcs  (|uc  a, 

.„.  o  .  /,  /,  /,,  /. 

^^^  T'  ô'   iû'  e;'   v  e;''  ' 

(]iic  nous  désignerons  par  (Cj. 

De  plus,  on  substituera  successivement,  dans  les  expressions  de  /, ,  L,, 

/j,  Lj il  la  place  des  nombres  X,,  Xj,...,  tous  les  nombres  entiers 

positifs  moindres  ijue  ceux-ci;  et  faisant,  pour  alircifei', 

/,    ^X„  L,    =1, 

/;*==/,  +  .,  L';.=  L„ 

/|'=2/,  +  1,  L','^3.L„ 

/;'=3/, +  1,  L,'    r:3L„ 


/[^•)  =  X,  /,  -f- 1  =  /„  L^/'^  =  X,  L,  =  L,  ; 

lf=.l,+  l„  L,"  :-.:  L, -t-  L„ 

l'^^  =  2l,-hl„  L/'-2L,4-L„ 

/*  =  3/,4-/„  L,'  =3L. -f-L,, 


/i^')  =  X,  /,  +  I  /,  =  l„    L^/'^  =  X,  L,  -4-  L,  =  L,  ; 
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l'f  =  4  -+-  /„  L'^"'  =  L.  +  L:, 


on  aura  ces  deux  séries  de  iVactions  eonverçjentes  vers  a. 


,d;    î.  1, 

2        3 

I      I 

■■'    L,' 

1?' 

ê' 

■■■'  TZ' 

L,' 

-);4 

L','' 

l' 

Lf' 

If'-' 

dont  la  première,  que  je  désignei'ai  pai'  D  ,  est  composée  de  fractions 
croissantes  et  toutes  plus  petites  que  a,  et  dont  la  seconde,  que  je  dési- 
gnerai par  (E),  est  composée  de  fractions  décroissantes  et  toutes  piu> 
grandes  que  a. 

12.  Corollaire  I.  —  Il  est  facile  de  voir  que  les  numérateurs  et  les 
dénominateurs  des  fractions  de  chacune  des  trois  séries  (C),  (D),  (Ej 
vont  continuellement  en  augmentant. 

13.  Corollaire  II.  —  Si  -~-i  ^^ î'""'  deux  fractions  consécutives  df 

la  série  (C),  on  aura 

le  signe  supérieur  étant  [tour  le  cas  oii  l'exposant  o  est  impair,  c'est-à- 
dire  où  la  fraction  ^  est  plus  petite  ()ne  <t.  et  le  signe  inférieur  poin-  le 
cas  opposé;  d'où  il  s'ensuit  : 

1°  Que  chaque  fraction  -—-  est  dejii  réduite  à  ses  nioindics  termes:  car 

autrement  il  faudrait  (|ue  l'unité  lut  divisible  par  la  |)lns  gi  aiide  ((unninne 
mesure  de  /^  et  L^; 
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?"  Qu'il  est  irnpdssiltle  (iirciilre  les  deux  fractions  r^»  i^-'-- '  ''  |>"i>^f><' 

loinlxT  mil'  nuire  t'iai  lion  lalionncllc  (iiiclconcinc  dont  U'  dénominalciir 

soit  moindre  (|ne  l.,_,;  car  soit,  s'il  est  possible,  n  cette  fraction,  et  il 
faudra  (|ue  l'on  ail,  ou 


lors(|ue  0  est  pair,  ou 


lorsque  c  est  impair,  c"est-;i-dire,  dans  le  picmicr  cas, 


et  dans  le  second. 


p  PL        ^  f'*~     ^        P~^    PI       L 


<•(■  i|ui  ne  se  peut,  à  cause  que  /, H  —  L,/*  dans  le  piemiercas,  et  LrJi  —  I^M 

u 
dans  le  second,  est  nécessairement  un  nombre  entier  positif,  el  (pie  ~ 

est  toujours  une  fraction  'livpotbèse;; 

■i"  Qui'  comme  la   racine  a  lonilx'  entre  les  deux  fiacliiuis  —i    ''"*"'  -, 

mais  plus  pri's  de  -■: —  que  de  y-,  toute  fraction,  comme  jri  cpii  aura 
nu  denominatciii' H  moindre  (pw  L^-h,,  a|)procbera  toujours  moins  de  la 

'r      I  Ir 

racine  a  <|ue  la  Iraction  r^^ — ■,  et  même  moins  (pw  la  liaction  -^  si  cette 
fraction  l'sl  du  mènn'  coté  de  a  (jue  la  fraction  ^i^  c'est-à-dire  si  l'une  et 
l'antre  sont  en  même  tenqis  plus  limandes  ou  plus  petites  (pie  a. 

14.  OiBoLLAiitK  m.  —  Si  pr»  4  désignent  deux  fiactions  consécutives 
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(jiielcoïKjues  de  la  série  fD)  ou  (E),  on  aura  en  général,  par  les  iurnuili's 
(lu  Leuime  j)iécé(leiit. 

e  =  l^-h  m  l       ,  E  =  Lj  ^-  m  L^^, , 

/=  /^  +  (m  +  1)/,^,,     F  =  Lp  +  (/«  +  i)L,^,, 

l'exposant  o  étant  toujours  impair  dans  la  série  (Dj,  où  les  fractions  sont 
moindres  que  a,  et  toujours  pair  dans  la  série  'K  .  oii  elles  sont  plus 
grandes  que  a. 

Ainsi  l'on  aura  dans  la  série  (D) 

/E-Fé-  =  i, 
et  dans  la  série    E 

/^^,-F/p^,  =  -.. 
/E-Fé'=-i, 

d'où  il  est  aisé  de  eonelure,  par  un  raisonnenieni  seuililalilc  à  celui  du 
Corollaire  précédent  : 

i"  Que  toutes  les  fraetious.  tant  de  la  série  D;  (|ue  de  la  série  fE), 
seront  aussi  réduites  à  leurs  moindres  termes: 

2°  Qu'il  n'y  a  aucune  traction  rationnelle  qui,  ayant  un  dénominateur 

moindre  que  F,  puisse  tomber,  soit  entre  les  fractions  —■,  j^^^  ^  soit  entre, 

p-i-i 

Il        ■  /     ^ 
celles-ci  ^^  7^; 


F     E 

■3"  Que,  comme  les  fractions  -y-,  ^^^  soûl  tcmjours  l'une  plus  grande 


/.  'r- 


p- 
et  l'autre  plus  petite  que  a,  cl  (|ue  les  fractions  yi  p-  sont  toutes  deux 

ou  plus  grandes  ou  plus  petites  (lue  a,  toute  fraction  rationnelle  qui 
aura  un  dénominateur  moindre  ([ue  F,  et  (jni  tombera  du  même  coté  de  a 

(lue  les  fractions  ^1  {ri  sera   nécessairemciil   moins  appnx  liante  de  a 
i  E     r  ' 

(|iK'  la  Iracliou  -p  • 

II.  85 
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15.  Scoi.ii:.  —  Si  la  laciiic  a  est  incomnu'usuralth',  la  i'iaclioii  coiiti- 
iiiit'  ira  il  l'iiitiiii,  cl  pai' ('Oiis(M|iit'nt  los  séries  (C),  (D),  (Ej  iront  aussi  à 
l'iiilini:  mais,  si  la  racine  «  est  rationnelle,  alors  la  fraction  continue 
seiM  terminée,  et  la  suite  des  \'vm-{w\\s  priiicipales  {(\)  le  sera  aussi,  de 
sorte  (|uc  la  ileinière  de  ces  fractions  sera  éi;ale  ii  la  valeur  même  de  la 
racine  u;  or,  ce  cas  a  lieu  l(us(|ue  (iuel(|u'uu  desdénominateursÀ..,,  X3,... 
devient  infini  fn"  21  du  Mnnoiir  sur  la  rcsohttioii  des  ('(juations  numé- 
riques}  ;  supposons  donc  en  i;eneral  (|ue  l'on  ail  trouvé  >,„  =  oc  ,  en  sorte 
i|in'  le  dénominateur  précédent  '/.,^  —  t  soil  la  racine  exacte  de  la  transfor- 

uiee  d'où  il  dépend,  cl  la  traction  j-  —  sera  la  dernière  de  la  suite  des 

i'v.itÙDWs  /iri/ici/)(//('s    C.  ,  de  sorte  (|ue  cette  même  traction  sei'a  ei;ale  i\  la 
racine  «:  or,  il  est  facile  de  voir  (|ue,  si  a —  i  est  un  nond)re  im|)air,  la 

lracti(Ui     '        se  trouvera  dans  la  série    Dj,  et  sera  par  consé(|ueut  la 

deinii'rc  de  cette  série,  et  (pi'ii  cause  de  À„  =^  oc    la  série  (E)  ira  néces- 
sairement il  l'intini;  rire  versa,  si  p. —  1  est  pair,  la  série  (li)  se  terminera 

dans  la  fraction  ■—        et  la  série  (1);  ira  ii  l'intini;  de  S(U'te  (jue  des  deux 

séries  !  D;  el  (E^  il  y  eu  aura  toujours  une  (pii  ira  ii  l'intini  et  l'autre  (pii 

se  terminera  dans  la  fraction  -'"^'  ;  i)\\  on  |)eiit  aussi  faire  en  sorte  (|ue 

c(dle-ci  aille  a  l'iniiiii;  poui'  c(da,  il  n'y  aura  (ju'ii  diminuer  le  nombre 
/„_,  d'une  iniilc,  ensuite  faire  /.„  =  i  et  'j.,,^,  =  oc  ;  car  il  est  visihie  (jue 


>,„ 


est  la  même  cliose  (pu' 


parce  niuvcu.  la  fraction  continue  sera  aui^nienlee  d'un  tciiiie,  de  sorte 

L. 


(pu'  la  deinieie  des  fractions  principales  sei-a  ~-  Ainsi,  si  rex|iosanl  de 
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l;i  (lcini(Tc  t'iiiclioii  csl  |iiiir,  il  (lcvicii(li;i  iiii|»;iir,  et  vice  versa  ;  (Wni  il 
suit  (|iu'  parce  moyen  eelle  des  deux  suiles  (D)  et  (E)  qui  était  ternii- 
iiée  devieiidi"!  néeessairenieiit  infinie.  Il  semble  !|u'il  pourrait  y  avoir 
quel(|ue  didieullé  dans  le  cas  où  /■,,-!  serait  égal  ii  Tunile;  mais  dans  ce 
cas  il  arrivera  que  deux  termes  de  la  (Vaction  continue  disparaîtront  eu 
même  temps,  de  sorte  que  le  nombre  des  termes  conlinnera  à  être  pair 
on  impair,  comme  si  ).^._i  —  i  n'était  pas  nul;  en  ell'el,  si  l'on  considi're 
la  l'raclion  continue 


el  (|u'on  supp(tse  (|ue  '/.,,  —  ,  —  i  =  o,  (die  deviendra 


(le  sorte  (|n'au  lieu  (pi'il  v  avait  (|uatre  dénominateuis  il  n'y  en  auia 
plus  que  deux.  Au  reste,  il  est  facile  de  se  convaincre  avec  un  |)en  de 
réflexion  que,  lorsque  la  fraction  continue  est  terminée,  le  derniei'  déno- 
minateur }.„_,  sera  toujours  (iiiréreul  de  l'unité. 

De  là  nous  pouvons  conclure  (jue  les  deux  suites  de  fractions  (Di  et 
(Ky  peuvent  toujours  être  supposées  aller  à  l'infini,  de  sorte  ([ne  tant  les 
numérateurs  (jue  les  dénominateurs  de  ces  fractions  formeront  des  suites 
de  ufuiibi'es  commençant  par  o  (Ui  |)ar  i .  el  allant  en  au^iiiieutant  ;i  i'iutiiii. 

l'iiOlil.liME    II. 

1().  On  pro/wsc  de  Iroiivcr  tous  les  rionihrcs  entiers  ii  et  y  (/lu  f)eine/it 
satisfaire  à  l'àiaalioii 

(  F j  I' (/"  +  i) !("')■  +  R II"  '.r'  + . . .  -f-  V.r" ~  I , 

que  nous  (/esi<(nerons  />ar  (F;,  et  dans  laquelle  nous  supposons  que  P,  (J. 
R,...,  V  soient  des  nond)res  entiers  donnes. 

85. 
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Il  ol  (r;iliiii(l  évident  (Hie  re(|ii;iruui  ne  s;inr;iit  snlisisler  (i;ins  l'IiYpii- 
llii'si'  (|ur  II  et  \- soient  entiers,  si  les  nonilnrs  donnés  1*,  Q.  U,...  avaient 
un  eoninuin  diviseur  autre  que  l'unité;  ear  alors,  le  picuiier  membre 
étant  tout  divisiltle  par  ee  eoniniun  divisenr.  il  l'andr'ail  (|iie  le  second  le 
iVit  aussi,  ee  (|ui  ne  se  peut. 

Par  la  inéiue  raison,  on  voit  aussi  (jue  les  nombres  //  el  v  doiveni  élre 
premiers  entre  eux:  autrement  Ion!  le  picinier  mendire  de  re(|nalioii 
serait  divisible  par  leur  plus  grande  eonnnnue  mesure,  élevée  à  la  puis- 
sance //,  et  par  conséquent  il  ne  saurait  être  égal  îi  l'unité. 

{'a'\;\  posé,  soient  donc  u  et  t  deux  nond)res  entiers  |)remieis  entre 
eux  qui  satisfassent  à  i'é(|ualion     F  ;  divisant  cette  eciualion  par  v"  et 

faisaul  a:  ==  — ,  on  aura  celle-ci 


(<î) 


Vx"  ■+-  Qx'—'  -+-  l{.r"  ^  +  . 


\  ^  —, 

r" 


(|ue  nous  désignerons  par  'Gj. 

Donc,  si  l'mi  considère  en  général  re(|Ualion  à  deux  variables 


(H) 


Px"  -+-  Qx'-'  -t-  H.r"  ■  -4  ...-!-¥:=: 


(|ne  nous  désignerons  par  H^  et  qui  représente,  coniine  on  voit,  une 
courbe  pai'abolii|ne  dont  a- est  l'abscisse  oX  z  l'ordonnée,  il  faudra  (|u'en 

faisant  .r  =  —  on  ail  z  =  — ,  c'est-à-dire  (lu'ii  l'abscisse  il  réponde  une 
ordonnée  égale  à  -^  •  Or,  si  cetle  ordonnée  n'est  pas  un  mininiiim.  il  est 

visible  (|ue  d'un  côté  ou  de  l'autre  la  courbe  ira  nécessairenieiil  s'appro- 
clianl  lie  l'axe  jiis(|n'à  ce(|n'rdle  parvienne  à  un  point  d'inler.section  avec 
l'axe,  ou  de  minimum:  soit  donc  a  l'abscisse  (|ui  répondra  à  ce  |)oinl,  et 
toulcN  les  ordonnées  (|ui  repondront  à  des  abscisses  comprises  entre  ces 

deux-ci  —  et  a,  auront  necessaireuM'Ut  des  valeurs  moindres  (lue  •  et 
de  même  sij;nc  (|ue  ,,  c'est-ii-dire  des  valeurs  (|ni  IdinberonI  enti'e  o 
•-■'  t:;,-  ''•'  >orle  ipie,  |()is(|ue  c  aina  uni-  valeni'  plus  ;.;raMde  (|IM'  -  ^ ,  ou 
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(II"  siaiic  (lilléreiit,  r'csl-ii-dirc  une  viilcur  (iiii  ne   toiiihc  pas  entre  — 

1  I  ,.,, 

et  ().  011  sera  sûr  que  l'abscisse  correspondante  .t  ne  pourra  |)as  tomber 


entre  —  et  a. 
r 

.Maintenant,  comme  la  supposition  de  x  =  a  doit  i  rpouilic  à  ;  =  o  ou 
à  z  égal  à  un  minimum,  il  est  claii-  (|ue  a  ne  pouna  rtic  (|u"uiie  des  ra- 
cines de  ré(]uation  :  =  o,  savoir 

P^"  +  Qx'-'  -h  Kx"--  -I- . . .  -I-  \  =  o, 

I     1 , .         .  •        </z 
ou  de  1  euualion  --^  =  o,  savoir 
'  ax 

«  Par"-'  +  {i)  —  ijQx'-'-hin—  2  )  R  x"-^  -(-...  u^  o, 

de  sorte  (]u"on  pourra  trouver  toutes  les  valeurs  de  a. 

Je  suppose  ici  que  la  racine  a  soit  positive;  si  elle  était  négative,  on 
commencerait  par  la  rendre  positive  en  cliangeant  les  signes  des  termes 
qui  renfermeraient  des  puissances  impaires  de.r;  et  pour  cela  il  n'v  au- 
rait (ju'à  mettre,  dans  l'équation  proposée  (F),  —  ii  ;i  la  place  de  w, 
c'est-à-dire  prendre  u  avec  un  signe  contraire. 

On  pourra  donc  trouver,  par  le  Lemme  |M'ecedeiil.  deux  suites  iiitinies 
de  fractions  telles  que  '  Dy  et  '  Ej  qui  convergent  vers  </.  et  (|ui  aient  les 

propriétés  que  nous  avons  exposées;  or,  je  dis  (|ue  la  fraction  —  sera 
nécessairement  une  de  ces  mêmes  fractions. 

Je  vais  demiuitrer  d'abord  (lue  la  IVaction  -  doit  être  de  uu'me  siiiiie 
(|ue  la  racine  <i.  Comme  cette  racine  est  positive  hvpollii'se  .  si  la  frac- 
tion       est  négative,  il  est  clair  (pu'  la  IVactioii       approchcin   plus  de  la 

racine  a  (iiie  ne  fera  la  fraction  -  ;  diuic  iMiisiiuc  '    louibc  cuire       et  </. 
'  >■  '         '        I  1- 

si  dans  l'iMpialioii    H     on  fait  .j=-,   il  faudra  (pie  la  \aleui' ciurespon- 

daute  de  ;  tombe  entre  -^  et  <>:  mais,  l'ii  faisant  r  -    o.  on  a  ;  --  \  ;  donc. 
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|inis(|iic  V  est   un  iMtiiilnc  entier  (liypotlièse;,   il  esl   iMi|)(issil)le   (jii'il 

iHii^sf  tdiiupcr  ciilic  «1  cl  -    ;  «Idiic,  cte. 
,) 

Je  (Iciiioiiliciai  iiKiiiiteiKiMt  (iiie  iii  traction  —  doit  clic  iiiic  de  celles  de 

hisériefDt  ou  flii.  ('.(ininic  l;i  IVaction  —  peul  èti'c  [dus  [tclile  ou  plus 

i^iaiidc  (|uc  la  racine  d,  sii|(|tos()ns  d'aliord  le  |ircinicr  cas,  eu  sorte  que 

l'on  ait  —<C(i\  et  je  dis  (lue  —  sera  uécessairenienl  une  des  fractions  de 
,)■  •'  '       .)■ 

la  série 'D  .  Pour  ((la  nous  remarquerons  (|ue,  comme  cette  série  va  à 

l'intini,  et  (|ue  les  dcnominaleurs  des  fractions  vont  en  augmentant,  il 

faudra  nécessair(  lucul  (|uc  le  dénominateur  y  coïncide  avec  (luelqu'nn 

des  deu(Uiiiiiatcurs  des  mêmes  l'ractious,  ou  l)ieu  (|u"il  toudte  cuire  deux 

dcnominaleurs  consécutifs.  Soient  ,-)  rr  deux  fiaclions  consécutives  de 

la  série  Dy,  et  (|ue  le  nombre  v  tomiie,  s'il  est  |)0ssii)le,  entre  les  deux 
nombres  I.  et  M;  sultstituant  dans  l'équation  (Hj,  à  la  place  de  œ,  les 

lïactious  — -  ,-•  il  esl  (  laii'  (lUc  la  iircmii'rc  de  ces  suhstilulions  donnera 
liviMilliése)  z  =  — 1  e|  (luc  la  seconde  donnera  z-  =  5—5  où  l'iui  aura 
a  =  1»/"  -H  Ql"~'  L  -4-  R  /'-'  L^  -4-  . .  . , 

(le  sorte  (juc  y  sera  nécessairement  un  n(uul»i'e  entier.  Doue,  à  cause 
(|ue  V  esl  plus  grand  (juc  L,  la  (|uanlité  r-j,  toudiera  uécessairenienl  liois 
de  ces  limilcs  (),  — :  donc  aussi  —  tomhcra  hors  des  limilcs  a  et  — ; 
donc.  puis(|iic  y  et  —  sont  l'une  cl  l'autre  moindres  (|uc  a  Miypo- 
llièse,,  il  faudi"!  nécessaiicmcul  (lue  -  loudic  cnirc  -r-  et  a.  Mais,  à 
cause  (|uc  M  esl   |ilus  :;raii(l  (|ue  v,  la  fraction  y-  a|)pi(i(  liera  plus  de  « 

I       •■  .■  "    /  É  r  l  '"  I  " 

(inc  la  Iracliun  —  '  l 'i-i,  de  sorte  (iiic  vr  loiiilieia  iicccssaireiiienl  entre  - 
'  ,'  'M  )• 

et  r/..  Donc  il  faudra  que   —  lonilic  entre  les  deux  fractions  -p  cl   -rr-   ce 
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(|iii  lie  st'  peut  fnuniéi'O  cité;.  Donc  il  est  impossible  que  le  ikhiiIhc  v 
puisse  IdUiber  entre  deux  diMidUiiiiiileurs  eonseeiilirs  L  et  .M;  il  ImikIi;! 
(loue  que  ce  nomlire  suit  égal  à  quelqu'un  des  mêmes  dénominateurs; 

soit  ">'=  ±  L,  je  dis  (lu'on  aura  nécessairement  —  =  -p-  En  ellét ,  nous 

avons  (léjii  vu  (|u'il  inipTuiue  eoiilradic ii(Ui  (|ue  la  (pianlile   ^   tombe 

hoi's  des  limites  o  et  — ••  mais,  à  cause  que  y.  est  un  nombre  entier,  il  est 

clair-  que  -p;;  ne  saurait  jamais  tomber  entre  ces  mêmes  limites  tant  (|ue 
r=  ±  L:  donc  il  faudra  nécessairement  qu'on  ait 

1      X 

donc  la  valeur  de  ;  (jui  repond  n  x  ^  —  sera  égale  ii  celle  (|ui  repond 

à  a-=  -j-  dans  l'écpiation  H  ;  donc  les  deux  valeurs  de  .r  seront  égales 
aussi;  donc 

r  ~  L' 

Donc,  si  la  traction  —  est  plus  petite  que  la  racine  </.  il  est  dennuitré 

qu'elle  ne  peut  être  qu'une  de  celles  de  la  série  (D).  On  denionirera  d<' 
la  même  manière  que,  lorsque  cette  fraction  sera  plus  i;rande  ipie  la 
racine  a,  elle  sera  nécessairement  une  de  celles  de  la  série  (Ej;  donc  la 

fraction  —  sera  nécessairement  inie  de  cidles  des  séries  fD),  fE),  à  moins 

qu'elle  ne  soit  égale  à  a,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  dans  le  cas  m"i  a  est 

la  racine  de  l'équation 

(/;:  =  o; 

car.  dans  le  cas  où  a  est  l'acine  de  re(iuali(in  r  =  o,  il  est  clair  que 
si  ^  ■^.  Il ,  le  second  membre  de  l'eciuatidu  pnqxisee  ]•"  (le\i(n(li;iil 
nul,  au  lien  (pi'il  doit  être  égal  à  l'unité. 
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Donc,  |)iiis(iii'(iii  (loil  ;i\uii'  iiécessaircnieiit 

n_  J_ 
r  ~~  L' 

j-  clJinl  11^  iiiic  (les  IViictidiis  (les  sri'ics  (Dj,  (Ej,  cl  (juc  liiiil  1/  cl  y 
(|iic  /cl  L  suiil  |ii'ciiiicis  ciilrc  eux,  il  s'ciisuil  (lu'oii  ;miii  en  i^ciiéral 

u  =  ±l,    r  =  ±  L, 

les  signes  ainhiiius  <lc  /  cl  I-  chint  ii  volonic,  pouiNti  (pi'on  |)fcnne  à  la 
t'ois  les  deux  siipérieiirs  ou  les  deux  inférieurs. 

Or,  eoniiue  a  doit  être  une  des  raeines  de  ré(|ualion 

2  =  0, 

on  une  (le  celles  de  l'ciiualiou 

dz 
d.T 

(|ui  repundcnl  ;i  un  mininiuui,  il  faudra  clierclier  toutes  ces  racines,  dont 
eliaeune  fournira  deux  suites  infinies  de  fractions  telles  que  (Dj  et  (Ej, 
cl  Ton  aura  par  iii  Ions  les  nombres  entiers  (|ui  pourront  être  admis 
|)oiir  //  cl  v;  de  sorte  (|u'il  ne  restera  plus  qu'à  les  essayer  sueeessive- 
menl  pour  trouver  ceux  qui  peuvent  satisfaire  en  ell'et  à  rc(|nation  pro- 
j)osée  'Y j.  Si  l'on  trouve  des  racines  négatives,  on  les  cliang(!ra  d'abord 
en  |)ositives,  en  elianiîeant  les  signes  des  termes  oii  il  y  aura  des  puis- 
sances iuqiaires  de  ,r;  ensuite  on  prendra  u  avec  un  signe  coniraire. 

17.   Couoi.i.viiiK  1.  —  Lors(|ue  a  est  une  des  racines  de  re(|nalion 


on  peut  Irniivcr  les  \alenis  de  u  cl  de  y  par  la  même  opéralion  (|ui  seit 
a  trouver  l:i  IV;icli(ui  ((uiliiuic  (|ui  exprime  la  racine  a.  V.w  ellél,  nous 
avons  vu  que,  pour  trouver  celle  fraction,  il  faul  d'abord  cherebei'  le 
ntnnbre  entier  positif),,  qui  est  immédiatement  moindre  que  la  racine  a, 
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(|ii('  lions  supposons  positive;  ensuite  on  fait 

■T, 

et,  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  :;,  on  a,  après  avoir  mul- 
tiplié tout  par  a-'l  et  ordonné  les  ternies,  une  nouvelle  équation  en  .r,, 

(jue  nous  désignerons  par 

Zi  =^  o, 

en  sorte  que  ^i  soit  égal  au  premier  membre  de  eetle  é(|uatioii;  (Ui  cher- 
chera donc  de  nouveau  le  nombre  entier  positif  (jui  seia  imniediatemeiil 
moindre  que  la  racine  de  l'équation 

et.  nommant  ce  nombre  À,,  on  fera 


X,  -■ 


ce  qui,  étant  substitué  dans  z,,  donnera,  apri's  la  niiilliplicalion  (lar  .r'ô, 
une  troisième  équation 

2;   =   O, 

dont  X2  sera  l'inconnue,  el  sur  laquelle  on  opérera  coniine  sur  les  pré- 
cédentes, et  ainsi  de  suite.  Tel  est  le  procédé  nécessaire  pour  réduire  la 
racine  a  en  fraction  continue;  or,  considérons  en  général  une  quel- 
conque des  équations  transformées 

z,  =:  O,       Z'.  =z  O,  .  .  .  , 

dont  le  quantième  soit  p,  en  sorte  que  cette  équation  soil  z^  =  o,  el  que 
l'inconnue  de  cette  équation  soit  .Vp-,  il  est  facile  de  voir,  par  ce  (pie 
nous  avons  démontre  dans  les  Additions  au  Mémoire  sur  la  résolution  des 
équations  numériques  fn"'  31  et  68),  que,  pour  avoir  l'expression  de  Zp, 
il  n'v  aura  (|u'à  mettre,  dans  l'expression  de  r. 


Vp^^-' 
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il  l:i  place  de  .i,  et  l'aire  dispaiaitie  les  (leiioiiiiiiateurs  en  iiuiltipliaiil 
U»us  les  termes  par  L^a-^ -f- Lp_, .";  or  si  l'on  iiomine  Ç  le  pieinier 
iiieiiii)re  île  re(|uation  proposée  fF  .  il  est  visible  (iiie  la  valeur  de  Zp  ne 
sera  antre  eliose  (|iie  l'expression  de  ^.  en  v  niellant  /..Te -t- /,_,  à  la 
place  de  ii,  et  Ls-r^ -h  L^—,  h  la  plaee  de  )■;  d'aillenrs  on  voit,  par  les 
formules  du  I.emme,  qu'en  faisant  siieeessiveineiit 

X^      I,  2,  3 >,^_^,, 

la  ipiaiilite  ^.r^  -h  L^-,  tlevient 

l'I  (|ne  la  (|uanlile  L-j^^-l-Lp-,  devient  pareillement 

P  î  »         a   '  >         p  /5-1-1 

d'où,  et  de  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut  Problème  |)re(  eiimi  ,  je 
conclus  que,  pour  trouver  les  valeurs  entières  de  ii  et  de  v  (|ni  pciivenl 
satisfaire  à  l'équation  'F^,  c'est-à-dire  ^=  i.  en  lanl  (|ne  ces  valeurs 
dépendent  de  la  racine  a  de  l'équation  ;  =  o,  il  n'y  aura  qu'à  faire  suc- 
cessivement, dans  chaque  équation  transformée,  telle  t|ue  :,,  =  n.  l'in- 
connue .r,  =  1 ,  2.  'i,...  jusqu'à  Ào-i-,  Ào-i-i  étant  le  nombre  entiei'  (|ni 
est  immédiatement  moindre  (jue  la  vraie  racine  de  cette  éiinatioU;.  et  si 
l'éipiation  «  =  i  est  résoluble,  il  faudra  (|ue  (|uel(|n'nne  de  ces  snp|)osi- 
lions  donne  Zp  =  i  lorsque  l'exposant  fi  dv  la  fonction  'Ç  est  paii',  et 
Zp=  i  ou  =  —  I  lorsque  n  est  impair. 
Soient  en  général,  pour  abréger, 

en  donnant  a  .»,,  la  valeur  (|ni  rend  :;,,  =  i  (juand  //  esl  paii'.  cl   ;.  =  ±  i 
(piaiid  n  tsi  impair;  cl  l'on  aura 

u  =  ±t,     )=±L. 

iMi  il  laiil  rriiiai(pici-.  pai'  r;q)|»oil  ;inx  signes,  (|ne  si  n  est  pair,  un  peni 
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|)tcii(lrf  iiKliil't^reinmciit  les  supérifurs  ou  les  inférieurs:  mais  si  n  esl 
impair,  alcu's  il  taiil  1rs  prcnilrc  <(>mine  dans  re(|uati(Ui 

18.  CoROLLAiRK  II.  —  Si  ré(]uatii)n 


a  toutes  ses  racines  réelles,  je  dis  :  i"  que  les  raeiiies  a  ne  pourront  être 
que  les  racines  mêmes  de  cette  ('(juation;  2"  (|ue  les  nombres  /  et  L  seront 
nécessairement  les  termes  de  quelqu'une  des  fractions  principales  (C) 
convergentes  vers  a,  et  jamais  des  fractions  secondaires. 
Car  on  ne  doit  prendre  pour  a  que  les  racines  de  l'équation 

z  ^  o 
ou  celles  de  ré(|uation 

rfs  _ 
dx         ' 

qui  répondent  à  des  minimums  'Problème  précédent  ;  or  je  vais  prouver 
que.  lorscjuc  l'équation 

s  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles,  il  esl  impossible  que  ;  dcvieune  un  mini- 
mum; en  effet,  pour  que  z  devienne  un  minimum,  il  l'aul  (pi'oii  ail 

dz  

dx 

et  (lue  la  valeui' de  -r-~  soit  de  même  siyne  (lue  celle  de  r,  c'est-ii-diic 

'  a  X-  '  ' 

que  -  -3-^  soit  une  ([uaiilité  positive. 

Or,  nommant  a,  ('5,  y,...  les  racines  de  ré(|ualioM 

z  =:  o, 
on  aura,  comme  on  sait. 

2  =  P(x-«)(x-^)(x-7)...: 

86. 
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|ii'i'ii;iiil  1)'^  lii^iii'itliiiii's  l't  ilill'crciUiant.  oii  iiiira 

t  dz  i  I  I 


z  dx       X  —  3c       X  —  (3       -^  —  7 
liHcicnliaiil  iinr  seconde  fois  el  cliMiiifeiiiit  les  sii^iies,  il  viendra 
I    dz'        I  d^z  1  I  I 


z' dx'       z  dx'       {x  —  xY       [x—^Y        {x~yY 
Donc,  s'il  y  avait  un  mininuini,  il  l'andrait  (|iie  -r^  iVil  éi-al  ii  <>,  et 

-  -j~^  >  o,  et  par  conséquent  que  le  premier  membre  de  ré(|nalion  |)ré- 

fédente  devint  négatif,  ce  qui  ne  se  peut  lanl  (|ue  7.,  fi,  /,...  sont  des 
(|uantilés  réelles;  donc,  etc. 
Oi',  pnis(|ne  réi|ualion 


a  toutes  ses  l'acines  réelles,  il  est  clair  (|ue  chacune  des  ecjualions  Iraiis- 
loi'nii'cs,  connue  r,.,  =  o,  aura  aussi  toutes  ses  racines  ré(dles;  car,  à 
laiise  de 


L„x„  -I-  L„ 

P    p         p- 


17,,  on  aura  r,,  c'est-à-dire  l'inconnue  de  ré(|natioii 

z,  =  o, 
égale  i» 


■rL,-/, 


donc  la  (juantité  :,  ne  pourra  jamais  dcvciiii'  un  mininMini:  d(Uic,si 
l'équation 

n'a  qu'une  seule  racine  positive  égale  ii  p,  cl  (|u'on  fasse  successivement 
■Vg  ^  (},  I,  a,...  jusqu'il  À,-*-,  Cf-p-,-,  étant  le  nombre  entier  cpii  est  imnié- 
dialemeiit  nioiiidri'  (jueyv,,  il  est  clair  (|iii'  la  valeur  de  z,  doil  ou  aller  en 
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tlimiiuuint,  ou  bien  augmenter  d'abord  et  diminuer  ensuite;  d'où  il  s'en- 
suit (jue  la  plus  iielitc  valeur  de  z^  répondra  néeessairement  ou  à  x^  ^=  o 
ou  k  jTp  =  Àp-t-i;  si  ré(]uali(in 

a  plusieuis  raeines  positives/},  q,  r il  i'audra  prendre  sueeessiveineiil 

pour  '/-c-i-,  les  nombres  entiers  qui  sont  immédiatement  moindres  que  elia- 
eune  de  ces  racines  (  n°  19,  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numé- 
riques), et  l'on  en  conclura  de  même  que  la  plus  petite  valeur  de  z^  sera 
nécessairement  une  de  celles  qui  répondent  à 

x^^o     ou     a;    —  ?,^_^i; 

or,  la  valeur  de  ;,  étant  toujours  égale  à  un  nondjre  entier  l(iis(|ue  .lo  est 
un  nombre  entier,  il  est  clair  qu'elle  ne  pourra  devenir  égale  à  ±  i.  à 
moins  qu'elle  ne  devienne  la  plus  petite  possible;  donc  on  aura  néces- 
sairement dans  ce  cas  x^  =  o  ou  Xp  =  À,-^i;  ce  qui  donnera  ou 

/  =  /«-■-     L  =  k_,, 
ou 

/  z^z  Xp^,  /p  +  /,_,  =  /,^^,,     L  =  X„^,  L^  +  L^_,  =  L^^,; 

de  sorte  que  les  noml)res  /  et  L  ne  pourront  être  que  des  termes  des  sé- 
ries /, ,  4,  /j,...  et  L|,  Lj,  L3,...;  donc,  etc.  (11). 
^Faintenant,  si  l'on  suppose  en  général 

il  est  facile  de  voir,  par  ce  (|ue  nous  avons  dit  dans  le  Corollaire  précé- 
dent, que  l'on  aura 

P^  =  P /"  +  Q  /""'  L,  -h  R  /"  "'  l',  + . . .  -  Z  E^, 

de  sorte  que  la  valeur  du  coellicient  IV,  sera  égale  ;i  ce  (|ne  devient   la 
(|uantité  Ç,  en  y  mettant  /^  à  la  place  de  ».  et  L,  ;i  la  place  de  > . 
De  là  il  est  aisé  de  coïKdur'c  (jue.  poui'  résoudre  re(]Mati(iii 
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dans  le  cas  du  |)résent  Corollaire,  il  n'y  aura  ([ii'ii  l'aire  atlciiliuii  au  coci- 
liciiMil  (lu  |irt'uiici'  ternie  de  (  lKii|iie  e(|iialion  Iranst'oi'un'e 

z,=-  o,     Zj  =  o, . . .; 

el  si  la  |iroposéi'  ^=  i  est  résolultle,  ou  trouvera  lU'eessaiicuieul ,  dans 
(|uel(|u'une  de  ces  é(|ualions  transformées  connue  2^  =  0,  le  premier 
roellicicnl  Pc  =  I  quand  n  est  pair,  ou  =±i  (juand  n  est  impair;  alors 
ou  aura 

p     •  p 

les  signes  ambigus  étant  à  volonté  lors(|ue  n  est  |)air:  mais  ils  doivent 
répoudre  à  ceux  de  l'équatiou 

liirM|iie  /(  est  iuijtaii',  comme  dans  le  Corollaire  précèdent. 

l'J.  Coitoi.i.Aiiu:  JII.  —  Au  reste,  (|iielles  (|ue  soi<'Ul  les  racines  de 
re<|iiali(jii  r  =  o,  je  dis  (|u"ou  |)ai'vieiidra  toujoui's  nécessairement  à  nue 
liansloiuiee  telle  (|ue  c^  =  o,  dans  laqutdle  la  (|uanlité  ^^  n'aura  aucun 
minimum  du  coté  des  x^  positives,  et  que  la  même  chose  aura  lieu  pour 
toutes  les  traiisloruiees  suixautes 

2p  +  ,  =  0,      z^^,  =  o,...; 

de  sorte  (|ue,  (juand  ou  sera  ai-rivé  ii  uni;  telle  transformée,  aloi's  on  sera 
dans  le  cas  du  (](M(dlaire  précèdent,  et  la  résolubilite  de  ré(|uation 


ne  dépendra  plus  ipu'  liii  coellicieut  du  premier  terme  de  clnupie  trans- 
formée. 

pour  pouvoir  démontrer  celte  proposition,  il  faut  commencer  par  dé- 
mimtrer  cidle-ci,  savoir,  (|ue  lors(|ue,  dans  une  é(|uatiou  (|U(dcon(pie, 
comme  z  =  o,  il  y  a  des  racines  récdies 

ce,  (3,  y,... 
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et  (les  racines  iinaiiiiiaires 

u.  -f-  V  y —  I ,     y.  —  V  y  —  I  ,     ra  +  a  y  —  i  ,     ro  —  o"  y  —  i , .  .  . , 

et  que  ces  dernières  sont  telles,  (jue  les  quantités  y.,  zs,...  sont  négatives, 
et  que 

f.'>- v^     ro->-  (7%. . ., 

la  quantité  ;  ne  peut  jamais  devenir  un  minimum  du  eoté  des  .v  posi- 
tives. 

Car  on  aura  d'ahcu'd.  ('(unnie  dans  le  n"  18, 

I     dz'        i   ePz  I  I  I 


2=  rtx-        z  d.iy        [x  — -xY        ( x  —  «i ) 

[  i 

+ 


OU  bien,  en  réunissant  deux  à  deux  les  termes  imaginaii'es, 

I     d  z"-  I    </'3  I  I  I 


z-  dx'^       z  dx''        [x  —  xf        [x  —  ^Y    '    {x  —  y )■ 

{x  —  !xy—v=  {x  —  jn) 


{x^  —  7.1XX  -\-  ij.'  +  V-  Y  (x-—  9.rsx  -(-  nj* -(-  a- )■ 

Or  il  est  cdair  (|ue  si  y.,  tô,...  sont  négatifs  et  teisque  a^>v-,  'û''>';'- 

les  quantités 

( X  —  'j. )■-  —  v\     [x  ~  mY  —  0--, . .  . 

seront  toujours  positives  tant  que  x  sera  positif;  donc  le  second  nieujbre 
de  ré(]ualion  précédente  sera  aussi  tout  positif;  par  cousé(|uenl  il  sera 
impossible  que  :;  devienne  un  luiuiuuim    numéi'o  citéi. 

delà  pose,  considérons  l'cipialiou  primitive  ;  =  o,  et  supposons  (pie 
(;ette  équation  ait  des  racines  ré(dles  x,  |3,  y, ....  et  des  racines  imaginaires 
représentées  |)ar  les  (piantiles 

^  -t-  V  y  —  I ,      a  —  v  y  —  I,      BJ-t-7y'  —  i,      VJ  —  7  \  —  I,...; 
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(|ii"iiii  mi'ltt'.  dans  ;,  ~     _^  ' — '    à  la  plaie  di' ,»■.  et,  iiiulli|iliaiil  ciisuitr 

|iai  l.r,i,  -;-  Lp_i  élcvr  il  la  puissauco  «.  on  aura  l'expression  de  Zp  (17); 
(l'oii  il  est  aisé  de  voir  (|ne  elia(]ue  facteur  simple  et  reid  de  r-,  enmine 
.r  —  v.  donnera  dans  r,  un  facleur  aussi  réel,  lel  (|iie 

r.  pl      P  p  —  '  P       ' 

el  (pieelia<pie  l'acteur  <louhle  à  racines  iniaçïinaires,  tel  que  (x—  ij-f'-hv^. 
donnera,  dans  Zp,  le  l'acteur  doulile 

['I,-  ."  ^;  ^r-  ^  'p -  '  -  "^=- ■]'  +  "''h^'p  ^  S-)'> 
le(|uel.  en  i'aisant,  |)(Uir-  ahrei^er, 

B  =  (/„-  aLp^  f /^_,  -  aLp_, ,  ^  va,L„_„ 


se  l'cdllit  il  cette  Inrine 


A,r;^  jBi-   -hC. 


Or  ce  l'acteur  dunin'  ces  deux  racines 

—  B  -t-  y  B^^  AC        —  B  —  y  B^^TAC 
A  '  A 

où  je  remarque  : 

i"  Que  A  est  toujours  nécessairement  positif; 

?"  Que  B  scia  positif  lors(|ue  les  deux  (|uantilés 

/p-."L,    et     /,_,-. ..L^_, 

seront  de  même  silène.  c'est-?i-dire  lorsipie  les  Iraclious   ''  —  el  ^  seront 


loiile>  deux  plus  pelilcs  OU  plus  i^randcs  (|ue  ij.;  or,  comme  les  fractions 

j '  î^,---  (■(Hivernent  constamment  vers  la  racine  a.  en  S(ji'le  (lue  la 

^p-t     'p 

différence  devient  (■onliuutdlemenl  plus  petite,  il  est  clair  (jue  Iim's(|IH'  la 
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(lilli'iriici'  cnlre  p — -  et  <i  sera  devcnut'  plus  [jclilc  que  ccllf  ciilic  [j.  ri  a. 
alors  toutes  les  quaiUités 

p  — I      .     f)-i'      p      .     p' 


seiout  iieucssaircuient  de  iiièuie  signe,  et  par  couscciucut  la  (piautilé  H 
sera  toujours  positive:  or  la  dillérenee  entre  la  Traction     '" ^ '    et  a  est 

moindre  que  | p;  donc  la  condition  dont  il  s'agit  aura  sûrement  lien 


lorsque  la  (juantitt 


sera  moindre  que  la  ditlérence  entre  a  et  ,a.  Il  ne  pourrait  y  avoir  de  dil- 
ficulté  que  lorsque  a  =  a;  car  dans  ce  cas  les  quantités 


'p-i  ~  ."L,-,     et     L  —  v-^r. 


seront  toujours  nécessairement  de  signes  dillerents;  mais  alors  on  consi- 
dérera qu'on  a 


B  =  I 


>-[(^»)fe-")-l 


de  sorte  que,  comme  la  différence  entre  -^ — "  ^t  ^'  ^^  même  (|u"cMlr-e 
■p-  et  a,  va  continuelleuieut  en  diminuant,  il  arrivera  necessaii'emenl 

que  le  produit  de  ces  deux  dillérences  deviendra  moindre  (|ue  v-,  el  alors 
il  le  sera  toujours  de  plus  en  plus;  de  sorte  que  la  (juantilé  B  se  ti-ouveia 
aussi  positive;  c'est  ce  qui  arrivera  sùi'eineiit  l(us(|ue  la  (piantilé 


S-,L,L^L^^, 


sera  moindre  que  v'-.  De  plus,  il  est  facile  de  voir  que  la  (juantité  B, 

quand  elle  sera  devenue  une  fois  positive,  ira  nécessairement  en  aug- 

II.  87 
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iiiciiliiiil  parri-  que  k's  nombres 

iiiigiiu'iitfiil  fdiiliiiut'llemcnt. 

i"  Jereniarqiif  (|uc  la  quantité  B^  —  AC  est  égale  à  —  v-;  car,  en  suh- 
sliUiaiil  les  valeurs  de  A,  B,  C  et  effaçant  ee  qui  se  délriiil,  on  trouve 
li'aliord 

AC-B-  =  v=(/pLp_,-/p_,Lp)'; 

•  .      .  /  / 

mais,  par  la  nature  des  Iraetions/jnVjct/ja/e*  ^ — '    |    '  ""  "  ^^"^i 

p  -  '      "r- 

/,L,_,-/^_,Lp  =  ±.; 
dune  A(",  —  B-  =  v^,  et  par  eonsequent 


vB'-AC  =  vv'-i, 

de  sorte  que  les  deux  raeines  trouvées  ei-dessus  seront  imafiinaires  et 
exprimées  par 

B        V     , B        V     

Or,  puis(|ue  V  f'st  eonstanl  et  (|ue  Bdoit  aller  en  aui^uientanl,  il  est  visihie 
qu'il  arrivera  nécessairement  (|ue  B''  surpassera  v^,  et  alors  ces  deux  ra- 
cines imaginaires  auront  les  conditions  énoncées  plus  haut;  de  sorte 
<|ue,  quand  toutes  les  racines  imaginaires  d'une  é(|uali(in  franst'ormée, 
comme  z^  =  o,  s<'ront  dans  le  même  cas,  alors  z^-,  ne  pourra  plus  devenir 
un  minimum,  ainsi  (|ue  z^^,,  Zp^,,...;  donc,  etc. 

20.   (!()ii{)i.r.\iiti;  1\'.  —  Nous  avons  sup|)ose,  dans  les  (loi'oilaires  pi'é- 
cedents,  (|ue  la  racine  a  etail  une  des  racines  de  ré(|uatioii 


INDÉTEKMINÉS  EN   NOMBRES  ENTIERS.  «91 

(•oiisidtToris  iiiaiiilciKiiil  le  cms  où  elle  en  seni  une  de  celles  de  réciiKilion 

dz  

dx 

Pour  que  ce  e;is  ail  lieu,  il  l'aul  que  eelte  raeine  réponde  à  ;  égal  à  un 
minimum;  c'est  de  quoi  l'on  pourra  s'assurer  aisément  en  examinant  si 

d7  =  a  rend  s  et  -r^    de  même  sinne;  si  -; —  était  nul  en  nièiMc  temps 
dx-  ^  dx- 

nue  ^  —  alors  il  l'audrait,  comme  on  sait,  que  -r-^  le  lût  aussi,  el  la  con- 
'      itx  '       dx^ 

d*z 
dition  du  minimum  serait  que  s  et  y^  fussent  de  même  signe,  el  ainsi 

de  suite. 

Supposons  donc  (|u'oi)  ait  trouve  (jue  la  racine  a  de  ré(|ualioii 

dx 

rend  s  égal  à  un  minimum,  el  soit  cette  valeur  de  z  égale  à  Z;  je  dis 
qu'on  ne  pourra  jamais  prendre  dans  l'équation  (F)  le  nombre  y  plus 

grand  que  --^^\  car  nous  avons  vu  '16j  qu'il  faut  (ju'en  faisant  or  =  —  on 
V  ^ 

ail  z  =  --  Or  je  vais  prouver  (|ue  — -  ne  pourra  jamais  être  plus  pelil 
(jue  Z.  En  etiet,  supposons  (|u'il  existe  une  valeur  de  u  et  de  r  telle,  (pie 

X  =  —  rende  z~ — ■>  el,  comiiic  a- —  «  rend  :  éijal  ii  un  miirniiuni,  la 

.r  ,'■" 

valeur  de  z  ne  fera  (juc  diminuer  (le|)uis  .r  =  —  jusqu'à  x  ---  a  (numéro 

citéj;  mais  on  a,  lorscjue  x~a,  z=^7.\  donc  il  f;uil  (pie  ~  soit  plus 

grand  (|ue  Z,  ou  au  moins  ne  soil  pas  moindre  (|U('  Z;  donc  on  ne  saurait 

avoir  —  <Z  ou  y"  >  t,  ?  et  de  là   Y  >  tt^'  abstraction  laite  des  signes 
,>"  -^     ^    L  '(z 

de  Z  et  de  y. 

Donc,  puiscproii  ne  peut  prendre  pour  les  nombres  m  el  >'  (|ue  les  nu- 
mérateurs et  les  dénominateurs  des  fractions  des  séries  (D)  ou  (E)  con- 

8:. 
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v,.|.o,.||t,'s  vcis  l;i  racine  a  mimt'ro  cilé  i,  il  sulliia  d'essayer  dans  ré(|iia- 
tion  (F;,  pour  u  et  y,  les  leiiiies  des  iractioiis  dont  les  déiioiiiiiialeiirs  ne 

siirpasseroiil  pas  le  noiniti'c  -;^i  de  sorle  (pie  dans  (•<■  cas  le  nondire  des 

fssais  à  fiiirc  sera  toujours  limité,  an  lien  (pi'il  peut  être  inliiii  dans  le  cas 
où  a  est  une  racine  de  l'équation 

2  =:  o, 

comme  uiins  l'a\(ins  \ii  plus  haut. 

De  l;i  (in  voit  aussi  (jue  les  racines  de  ré(piati(ni 

dz  

dx' 

ne  peuvent  jamais  l'ouinir  cpi'un  nonihre  de  solutions  limite;  tandis  (|ue 

les  racines  de  l'ecpiation 

z  ^  o 

peuvent  en  i'ournii-  nue  intinité. 

Oi'.  l(US(pie  l'e(piation 

z  —  o 

n'a  (pie  des  racines  imaginaiics,  ré(|uation 

(h^  _ 
dx 

aura  nécessairement  des  racines  répondantes  ii  des  minimums,  et  l'on  ne 
pourra  prendre  pourw  (|uc  ces  mêmes  racines;  donc,  dans  ce  cas,  l'ecpia- 
tion   F)  ne  pourra  jamais  avoir  cpi'uu  ncmiltre  limité  de  s(dutions. 

21.   Scoi.ii;.  —  Si  la  (|uantile  c  avait  un  diviseui'  lationnel  t(d  cpie 

/)  X'"  -+-  q  X'"'  '  -t-  i-x"'-  '-(-..., 
et  ipie  le  (piiilinil  lui 

xsx"-'"  -f-  ^^"-"'-1  +  px"-"'~-  -\-.  .  ., 
p,  (j,  r,...  et  w,  /,  'y,...  étant  des  nomlires  entiers,  alors  il  est   clair  (lue 
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If  pirniier  meiiil)!»-  de  ri'(]u;iti(m   F    se  déconiposci-iiil  iiiissi  en  ces  deux 

facteurs 

j)n"'  -h  q  u"'^\y  -(-  /■«'""- j-'  -I-  .  .  . , 

m  lt"~"'  +  ''/  U"-'"-'  y  -h  p  ifn-m-7  J.2  _|_  _  _  ^ 

•le  sorte  que,  comme  chacun  de  ces  facteurs  est  égal  à  un  nombre  entier 
et  que  leur  produit  doit  être  égal  à  l'unité,  il  faudra  que  chacun  d'eux  en 
particulier  soit  égal  à  ±i;  ainsi  l'on  aura  deux  équations  par  les([uelles 
on  pourra  déterminer  les  deux  inconnues  u  et  r:  et,  si  les  valeurs  de 
ces  inconnues  se  trouvent  égales  à  des  nombres  entiers,  on  aura  la  solu- 
tion de  l'équation  proposée;  sinon  il  en  faudra  conclure  que  cette  équa- 
tion n'est  pas  résoluble  en  nombres  entiers. 
Donc,  lorsque,  parmi  les  racines  de  l'équation 


il  s'en  trouvera  une  (|ui  ilouncra  une  fraction  cDiitimic  liiiie  oii  pi'iin- 
(lique,  on  pourra  ti'ouvcr  les  nombres  //  et  v  sans  aucun  tàtoiiiieiiii'ul  : 
cardans  le  premier  cas  l'équation  aura  un  diviseur  d'une  dimension,  et 
dans  le  second  cas  elle  en  aura  un  de  deux  dimensions  voyez  le  §  Il  des 
Additions  au  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numériques). 

PnoBLÈMi:  m. 

22.   Résoudre  en  nombres  entiers  iéquatwn 

A  =  B  /"  H-  C  /"-'  u  +  \il"-'-u-  -1^. . .+  K  H", 

A,  B,  (- étant  des  nombres  entiers  donnés,  et  t.  u  étant  deux  indéter- 
minées qui  doivent  être  aussi  des  nombres  entiers. 

Il  est  d'abord  évident  (pic,  si  les  nombres  B,  ('.,....  K  avaient  un  divi- 
seur commun  à  tous,  ce  diviseur  devrait  l'être  aussi  du  nombre  A,  |)(>ur 
que  les  nombres  t  et  u  pussent  être  entiers,  et  alors  il  s'en  iiail  de  lui- 
même  parla  division  acturllc:  ainsi  l'un  peut  toujours  supposer  que  les 
nombres  B,  C,...,  K  n'ont  aucun  divisenr  cunimun. 

De  plus,  si  les  nonibics  /  cl  u  avaient  un  comnmn  diviseiu   /•,  il  est 
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(•l;iir(|Ut'  II' si-cuiid  iiii'inlirc  de  r('(|ii;iti(m  |)i-o|)os('c  serait  tout  divisihic 
|);ir  r";  donc  il  faudrait  que  le  premier  A  le  fût  aussi  :  d'où  l'on  voit  que 
ee  eas  ne  peut  avoir  lieu  a  moins  que  le  non^hre  A  ne  soit  divisible  par 
une  puissance  n  d'un  nonii)ie  (|ucleon(|ue;  si  cela  n'est  pas,  on  sera  sur 
i|ue  les  nombres  cliercliés  /  et  u  seront  néeessairement  premiers  entre 
eux.  C'est  ee  qui  arrivera  toujours  lorsque  A  sera  un  nombre  premier; 
mais,  lorsque  A  esl  un  nombre  composé,  il  faudra  voir  d'abord  si,  parmi 
.ses  diviseurs,  il  en  a  quelqu'un  (jui  soit  une  puissance  n'"'".  Supposons 
que  r"  soil  ce  divi.seur,  alors  les  nombres  t  et  u  pourront  élre  ou  premiers 
entre  eux  ou  divisibles  l'un  et  l'autre  |»ar  /•;  ce  (|ui  formera  deux  cas 
(pi'il  faudra  traiter  séparément  ;  dans  le  second  cas  on  fera 

/  =  /■/',     K^ru'     et     A=!^r"A', 

et,  substituant  ces  valeurs,  on  aura,  après  avoir  divisé  toute  ré([ualion 
par  r",  une  uouv(dle  équation  en  t'  et  u',  dans  la(|uelle  ces  nombres 
.seront  premiers  entre  eux.  .\insi  l'on  |>eul  toujours  ramener  ré(|uali()u 
proposée  au  cas  oii  les  deux  indéterminées  sont  des  nomi)res  premiers 
entre  eux. 

Supposons  donc  l"e(|iialion  pi'oposée  dejit  réduite  ii  cet  état,  cl  il  pourra 
encore  arriver  que  le  nombre  u  ait  un  diviseur  commun  avec  le  nombre  A; 
supposons  (|ue  s  soit  le  plus  j^rand  diviseur  commun  de  u  et  A;  il  est  clair 
qu'il  laiidia  (|mc  le  Icnac  15/",  (|ui  esl  sans  u,  soit  divisible  par  ,v;  mais 
/  ne  saurait  l'ctre  parce  (ju'il  est  premier  a  u  niypotlii'se;  ;  donc  il  faudra 
(|ue  H  le  soil;  donc  s  devra  être  un  diviseur  commun  de  A  et  B. 

Ainsi,  si  A  et  H  sont  premiers  entre  eux.  on  sera  assure  (|ue  .\  et  u  le 
seront  aussi.  Mais,  si  A  et  Boni  un  commun  diviseurs,  alors  n  pouita 
l'tre  multiple  de  s  ou  non;  ce  (|ui  fera  deux  cas  qu'il  faudra  considéier 
séparément;  dans  le  premier  on  feia 

Il  =  su'     ei     A  =sA', 

et  l'on  aura  une  transformée  qui  sera  toute  divisible  par  s,  cl  où  A' et  u' 
seront  prcmicis  entre  eux;  dans  le  second  cas  A  et  ii  sei'onl  déjà  pre- 
miers entre  eux. 
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De  cette  manière,  l'équation  à  résoiulic  sera  toujours  réduite  ii  la 
forme  et  à  l'état  de  réijualion  (A  j  du  Prohlèuu'  I;  et  |)ar  eonsé(|uent  elle 
sera  susceptible  de  la  méthode  de  ce  Problème.  On  commencera  donc, 
suivantcette  méthode,  par  chercher  une  valeur  de/  positive  ou  uéi^ativc 

A 

mais  moindre  (jue  —  ■,  laquelle  rende  la  (]uantilé 

B  l"  -+-  C  /"-'  +  U  /"-'  + . . .  +  K 

divisible  par  A;  et  si,  parmi  les  nombres  entiers  moindres  (|ue  —  ^   pris 

positivement  et  négativement,  on  n'en  trouve  aucun  de  cette  (jualité,  on 
en  conclura  sur-le-champ  que  l'équation  dont  il  s'agit  n'admet  aucune 
solution  en  nombres  entiers  (6);  mais,  si  l'on  en  trouve  un  ou  plusieurs 
qui  aient  la  qualité  requise,  on  nommera  chacun  de  ces  nombres  5,  et 
l'on  substituera  dans  l'équation  proposée  5u  —  \y  à  la  place  de  /; 
moyennant  quoi  elle  deviendra  divisible  par  A,  et,  la  division  laite,  elle 
se  trouvera  dans  le  cas  de  l'équation  'F)  du  Problème  II  ;  ainsi  il  n'v  aura 
plus  qu'à  y  appliquer  la  méthode  de  ce  dernier  Problème. 

23.  ScoLiE.  —  Il  est  bon  de  remarquer  que  le  premier  membre  de 
l'équation  (H),  que  nous  avons  supposé  égal  à  :;  (16j,  peut  s'expriujer 
ainsi 

B  (9a:  —  A)"  +  C  {Sx  —  A)"-'  x  -4-  D  [Ox  —  .\J'-'x'j+- .  .  .  -^- Kx" 
A  ' 

d'oîi  l'on  voit  (jue  les  racines  de  ré([uatiou 


dépendent  de  celles  de  j'eciualioii 

B  i"  -f-  C  /"-'  ^  D  /"  ■  4  . . .  +  k  =  o, 

de  sorte  que,  par  cette  eiiuation.  on  pourra  juger  (Tahoid  de  la  naliirc 

des  racines  de  l'équation 

2  =  o, 

qui  est  souvent  plus  complii|uee;  car  si  /',/",  /'",...  sont  les  racines  de 
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ri'(|ii;ilioii  l'ii  /,  (•(■Iles  (le  ri'(|iiiiti(iii 


sfidiil 

A  A  A 


0  -  /'     B  —  t"     e  —  r 

d'dii  l'un  voit  (|ii'il  y  aura  dans  l'une  et  dans  l'aulic  le  même  nonihre  de 
racines  réelles  el  d'imaginaires. 

.Mais.(iuaMl  aux  maximum  el  minimum  de  la  (juaiitité  :.  ils  ne  eorres- 
pondeul  pas  a  ceux  de  la  (|uautile 

H I"  +  Cl"-' +  P r-' -h  . . . -h  K, 

comme  il  esl  facile  de  le  voir;  de  sorte  (|u'il  i'audra  alisolument  les  dé- 
terminer par  l'éciuation 

dz  

dx 

PlUUiLtMi:    l\'. 

24.    Ofi  propose  (le  résoudre  en  nombres  entiers  l  ccjualion  du  premier 

degré 

A  =  B/  — C«. 

Je  suppi»sc  d'aixtrd  ([ue  B  et  C  n'aient  aucun  diviseur  commun  (  Pro- 
hlème  III  ;  or.  A  et  C  pouvant  avoir  un  commun  diviseur  D,  soient 
A  —  A'D  el  C -=  CD,  A' el  C  étant  maintenant  [>remiers  entre  eux,  el 
l'équation  pro|>osée  pourra  se  ramener  sur-le-champ  ;i  celle-ci  f4j 

i=:B;— Ci. 

dont  il  sufTira  même  de  connaître  une  seule  solution. 

Or,  celte  équation  étant  dans  le  cas  du  Problème  11.  on  aura  (en  lai- 


saut  -  = 

Ba:  — C'  =  z; 


•■I,  comme  z  =  q  donne  ^=  -jt'  on  aura  ici  une  seule  valeur  de  a  (|ui 
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sera  -^,  en  [iieiiaiit  (1  et  B  |tosilivi'iiient;  dum-  18  (Hi  sciii  Mir  de  Iroii- 
ver  les  valeurs  de  /et  s  |Kiiiiii  les  termes  d'une  des  rr;i(ti(ins  pi'ni(i|i;i!es 
convergentes  vers  -p-,  nr,  celtt'  tViidioii  étant  ratinnncllc  et  rcdiiitr  di'ja 

à  ses  niiundifs  termes,  sera  néeessairement    la   dernière  des  IVaetions 

.    L  ,  .... 

principales  de  la  série  (Cj  (llj;  donc,  si  -^  est  l'avanl-dernière  Iractinn 

de  la  même  série,  on  aura  '13j 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  le  quantième  o  est  impair,  fl  l'in- 
fërieur  pour  celui  où  rj  est  pair;  ainsi  il  n'y  aura  (|u'a  preiulre 

/•==p/,     et     s  —  ::ziL,: 

si  l'un  des  nombres  B,  C  ou  tous  les  deux  étaient  neL;alit's.  cm  les  reijar- 
derait  comme  positifs,  et  l'on  prendrait  /■  ou  s,  ou  tous  le>  deux.  ave( 
des  signes  contraires. 

Ayant  ainsi  trouvé  des  valeurs  particulières  de  r  et  .v,  on  aura,  pour 
les  valeurs  générales  de  f  et  m  (4  . 

/  =  A /■  -t-  mC ,     «  =  A' s  ^  »i B. 

m  étant  un  nombre  (|uelcon(iue  entier  positif  tui  négatif. 

25.  ("oROLLAiRE.  —  Lc  jirincipal  usage  de  ce  Problème  est  pour  ré- 
.soudre  les  questitin>  oii  l'un  demaiide  de  trouver  un  inunitre  (|ui.  étant 
divisé  par  autant  de  noiiilii-e-~  dnimes  qu'on  voiidia,   laisse  des  restes 

aussi  donnés;  car,  soieni  <i.  Il  c les  (liviseui>  ihuinés,  c(.  fj,  y....  les 

restes,  et  /,  u,  x,...  les  ([uolients  inconnus,  il  est  chiir  (|ue  le  nouduc 
cberché  devra  être  expiinn-  également  |)ai 


ut  ~  y.,     l'ii  —  i. 


ce  qui   donnera   autant  d  éi|nations  (|u  il  y  aura  de  diviseur^  donnes, 
moins  un. 

II.  .s« 
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On  ;iui;i  donc  d'iiliord  r('(|iiatioii 

at  -i-  a  ~  bu  +  p, 
l;i(|ii('lli'  se  rcdiiil  il  celle  du  Pnilili'iin'  précedeiil  en  l'iiisanl 

;iinsi  l'on  lron\t'i';i  rexpression  générale  de  /  et  //. 
L;i  seeonde  ecinaluin  sera 

al  -\-  x^^  ex  +  ■/  ; 

or 

/  —  A  /•  H-  C  m , 

oii  A,  /el  (.  sunl  dunnes  et  m  est  nn  noniltre  indeleiniine;  donc  un  anra. 

en  snhsiituant, 

a  Cm  -+-  a  \  /■  -f-  3;  =  c.r  -+-  y, 

é(|nati(>n  (in'on   résoudra  eomnie  la  précédente,  en  retiardani  /n  et  .r 
comme  indéterminés,  el  le  reste  comme  donne. 
Kl  ainsi  de  suite. 

2H.  Sriti  in.  —  Pour  réduire  en  rraclion  c(niliiiiie  tonte  l'racticni  ratioii- 
iicllc  tidie  (|iie  '■  il  n'v  a  (|ii";i  pratiiiiier  sur  cette  traclimi  la  même  opé- 
ration (]iron  emploie  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  C 
et  H;  c'est-à-dire  (lu'on  divisera  C  par  B,  B  par  le  reste  de  la  première 
division,  ce  reste  par  celui  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite,  jiis(|u'ii  ce 
(|ue  la  division  se  lasse  oxactemenl,  et  les  (|iio(ienls  de  ces  dillérenies 
divisions  seront  les  nombres  ).,,  /,,,  "/.;,,...  de  la  traction  continue  cher- 
chée I!  .  il  l'aide  des(]uels  on  l'ormera  les  Tractions  ~-  p-.--  parles 
formules  du  même  article. 

.M.  Bacliel  est,  comme  nous  l'avons  déjii  remar(|ue.  le  premier  ijui  ait 
résolu  le  Problème  |»récédent:  sa  métlmile,  (|uoi(|iie  indépendante  des 
tractions  continues,  revient  cependant  an  niéuie  pour  le  tond  ijuc  celle 
(|lie  nous  venons  (l'exposer;  et,  eu  général,  toutes  celles  (jiie  d'autres 
(Jéomèirc's  ont  imaginées  après  lui  se  réduisent  aux  iiieiiies  principes. 
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Ex  empli:  I. 

27.    On  demande  tous  les  nombres  eiiliers  qui  peu^enl  être  jtns  jioni  I 
et  II  dans  l' équation 

loi  ^=  4'  '  —  io5  M. 

Piii>(:|LU'  les  iiiimhics  'i  i  et  lo")  sont  pinniers  ciilri'  eux.  rc(]iiati(iii  t'Sl 

réso]ui)le  et  n'a  besoin  d'am  une  iciluclion. 

On  fera  donc 

A  =  ioi,    B  =  4i,    Cr^ioS, 

et  comme  loi  et  lo")  sont  aussi  piTmiers  entre  eux.  on  .inra 

Drrr,,      A' =  A,      C  ^  C  ; 

donc  la  l'iaction  ;i  i-cdniic  eu  tiaction  continue  seia 

C  lOD 

B=  4T- 

Divisant  dune  ioj  par  4'-  ""  -H";»  le  (juulienl  2  cl  le  reste  lî;  divisaul 
4i  par  2'3,  on  aura,  etc.  Ainsi  l'on  aura  cette  suite  île  (|uotients  2.  1 .  1 , 
3.  I,  r.  2.  lesquels  donneront  les  tractions /;r/«t7yv«/c.v 

2,    I,    I,    3.     1.      I,      2, 

0  I      ?      3     5      ibi     23     41      io5 

1  o      1       I      2       ■;        ()       16       4' 

4i  .  /.      .  , 

Ainsi  la  traction  ^  sera  (■elle  iiiie  nous  avons  (lesit;nee  iiar  7^  où  0  sera  (i, 

et  par  consé(juent  pair,  de  siuie  iju'on  aura 

;^  ^  4''     i  =^  i<>, 
et  de  là 

/  —  101  X  4' ~^ 'o5/».     «  =r  101  X  il> -r  4""> 

où  m  pourra  être  un  nond)ri'  (|U(dcon(|ue  enlier  positif  ou  négatif;  el  ces 
expressions  renfermeroni  toutes  les  valeurs  enlii-resde  /  et  de  11  (pii 
peuvent  satisfaire  à  l'equalion  proposée. 

8.S. 
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PitOBLKMK  V. 

•2H.   lU'soiidre  en  nomhres  cnlicrs  ii'qiKUinit 

fl)  A=  B/  +(:/«  4- !)«■. 

Siipposttiis  tcltc  (M|iiation  dcjii  l'i'diiilc  ii  l'i'lal  (|ii'('\ig('  iiolii'  inclliode, 
c'est-à-dipf  que  B,  (1,  D  iriiiciil  mucuii  di\is('iir  ((uiiimiii.  cl  (Hie  A  cl  u 
soiciil    picinicrs  ciilic   eux     Proldriiic  III  .   On   cln-i'clicrii   d'iihoid    un 

noinhic  cnlicr,  |i(i>ilil'itn  ni'f;;ilit'.  mais  moindre  (jnc   -  ^  lc(|m'l  rtnnt  pris 

pour  /  rende  la  ([nantile  \\t-  -h  (]/  +  U  divisible  par  A. 

Si  l'on  n'en  trouve  anenn  de  celte  (]nalitc.  il  en  l'andra  conclnrc  (pie 
la  proposée  n'admet  poini  de  solntioii  en  nombres  entiers;  mais,  snpj)o- 
sons  que  l'on  en  ait  trouve  un  ou  plus  d'un  qui  ail  la  coutlilion  requise, 
on  les  désignera  par  'j.  et  l'on  fera  les  mêmes  opérations  sur  eliacun 
d'eux  eu  les  prenant  successivement  à  la  place  de  'J. 

t)r,  comme  les  racines  de  l'étpuilion 

dépondeni     23    de  celles  lie  ré(|nation 

\\l-\-i'.t  +  I)  =  o, 

il  se  presenle  ici  deux  cas  (ju'i!  faut  examiner  s<'parcmcnl:  l'nn  est  celui 
où  cette  étpialion  a  deux  racines  réelles,  l'aiili'c  celui  nii  elle  a  deux  i"i- 
cines  imaginaires,  à  (|uoi  l'on  peut  ai(Milcruu  troisii-me  cas,  pour  les  ra- 
cines égales. 

•1\\.  PiiKMrcii  (:\s.  i.oitsoi  i:  (;■- — /|HI)  >().  —  Qu'on  subsliliM'  dans 
re(|nalion  pidposée  ^j u  —  A  v  ii  la  place  de  /,  et  la  divisant  eiisuilc  par  A, 
elle  deviendra  <clle-ii 

(K)  P«'^Qh)  -(-H)'^  =  i, 
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oii 

_Be=H-ce-4-n 

A 

•  Q  =  — 2B9-(:, 

R  =  AB, 
(le  sorte  qu'on  iiura    16) 

Px'-hQx-i-  H  —  z. 

M;iintcn;int.  coinnie  ré(|Uiitioii 

$  =  o 

n'est  ici  que  du  second  dei;re,  elle  aui'a  toutes  ses  racines  réelles,  parce 
(jue  nous  supposons  que  celles  de  l'équation  en  /  le  sont:  donc  on  aura 
le  cas  du  n"  18;  de  sorte  (|u'il  n'y  aura  (|u'à  formel'  les  c(|narKiiis  Irans- 
formées 

Zi  =  O,      Z2=  (1,.  . . , 

!■(  voir  si  l'on  en  trouve  une  uii  le  coetlicienl  du  prcunci-  tciuic  soil  ci^al 
à  l'unité  prise  positivement,  à  cause  (|u'on  a  ici  n  =  2. 
Or,  les  racines  de  l'éijuation 

3  :=  O 

ser(U)t  rationnelles  ou  non.  selon  (|ue  le  nomiu-e 

Q--4PR^^(>-4Br) 

sera  un  carre  ou  non. 

Dans  le  premier  cas.  la  (]uantile  ;■  sera  conq)osee  de  deux  facleurs  ra- 
lionnels  du  premier  degré,  de  sorte  qu'on  aui'a  le  cas  du  11"  21.  (|ui  est 
trés-1'acile  à  résoudre. 

H  n'en  est  pas  de  même  de  l'aulre  cas  où  (]■  —  'iDB  n'est  pas  caire,  el 
oli  par  conseipu'nl  les  l'acines  sont  iiicomniensiii'aldes:  il  l'audi'a  donc 
dans  ce  cas  réduire  les  racines  en  tractions  continues,  et  poni'  c(da  on 
pourra  se  servir  de  la  méthode  (|ne  nous  avons  donnée  dans  la  Re- 
Miai(|ue  II  du  Jj  II  des  Additions  an  Mrmoire  sur  Id  rcsoliitiori  des  1  r/i/d/iii/i.', 
nunicriqiics. 

Pour  pouvoir  emjtlover  cette    melliode.    nous   i-eduiron>  d'alxud    la 


702  MKTllODi:   POUK    RÉSOUDRI£   LES   PROBLÈMES 

i|ii;iiitiif  r  ;»  hi  tonne 

El  .r- —  2£x  —  E, 
cw  riiisaill 

E  =  -  R  =  -  AR, 

B9'-i-C6-(-I) 


E,  =  P 


A 


=  -Q=Be-.l 


t>ii  sdilf  (|U('  rcinialiDii  il  rcsdudii'  soil 

E,  .r-  —  2  £  :r  —  E  =;  2  :r=  o, 

Mil  i|iiiii  il  t';iiil  ii'iii;iii[Ut'r  qui'  E  l'I  E,  seront,  loiijouis  ile^  iimiilires  eii- 
tieis,  mais  que  £  ne  le  sera  ijue  lorsque  C  sera  divisilile  par  j;  ainsi, 
pour  (]ue  •  soit  aussi  toujours  entier,  comme  la  méthode  le  deuiaude, 
dans  le  cas  où  C  sera  un  nombre  impair,  on  aura  soin  de  multi|)lier 
Havaiice  toute  l'équation  (Il  par  2,  ce  (|ui  ne  la  cliaiitie  point,  c'est-à- 
dire  qu'on  mettra  pai'tout  dans  les  formules  précédentes  aA.  alJ,  ad, 
20  à  la  place  de  A,  B,  C.  D. 
.Maiiileiiaiil,  comme  l'équation 

z  ^  o 
a  les  lii'ux  racines 

E,      ' 
en  taisant 

[3  =  £=-hEE,=  (^V-BD 

je  iii'>i^iie  ici  par  fj  ir  que  j'ai  appcli'  M  dans  rciidioil  ciléi,  il  i'audra 
les  considérer  siiccessivciuciil  et  taire  la  iiieiiic  iipeialion  sur  l'une  que 
sur  l'aulre. 

Supposons  que 

E, 
désigne  en  i^eiicial  une  quelconque  de  ces  deux  racines  (le  radical  \  fi 
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|)oiivan(  être  positildii  iiri;iilit')  ;  si  elle  clail  iici^iilivc,  il  i;iii(lr;iit  d'iilHiid 
la  iriKlrt'  positive  l'ii  pirnaiit  i  ol  s  p  avec  di-s  signes  contraires,  apri's 
(|iioi<oii  changerait  aussi  le  signe  (hi  nombre  u  (16);  regarilant  donc 

s  +  y' (^ 


comme  posilivc,  on  Ibrmci'a  d'apri's  cette  l'acine  les  trois  scrics  sui- 
vantes, où  le  signe  <;  dénote  qu'il  faut  toujours  |ncndr'e  le  mMul)rc  en- 
tier qui  est  immédiatement  au-dessous, 

E,--=^-^,     X,<^^1      e,^XE,-. 
E,  r^; 


(les  séries  doivent  élre  poussées  justpi'ii  ce  (pie  deux  lermcs  corre>p(iii- 
danls  comme  K.,  et  ;,  reparaissent  ensemhie,  en  sorte  (pie  l'on  ail.  par 
exemple, 

cai'  alois  Ions  les  lei'Uies  suivants  dans  idiacuue  des  Ir'ois  >eries  seront 
les  mêmes  (pu'  ceux  (|u'(Ui  aura  déjà  trouves,  en  sorte  (pi'eu  gênerai  les 
termes  qui  auraient  pour  exposant  u. -^ -^  +  nv  /n'Ianl  nu  noudire  eulu'r 
positir  (pudcon(jue)  seront  égaux  aux  lernies  des  mêmes  séries  doiil 
l'exposant  sérail  u.  -^  ^>. 

Maintenant  nous  av(uis  vu.  dans  l'endroil  cilc,  ipie  les  (Mpialious  Irans- 

i'ormées  sont 

E,x;  —  ■-'.£,  A-,  —  E, --  o, 
E-, ^- —  s£..r,— E, ---  o, 


(.11  il  faiil  remartpier  (pU'   lions  avons  suppose  (pie  les  sigiP'S  de  (  liaipie 
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ti'iiii^loimt'f  cliiiciil  clKiiigcs;  d'iui  il  s'ciisiiil  «iiroii  ;mi;i  ici 

E,x^—7.ex    —E=z, 
Eix'  —  7.E,x,  —  E,  ^  —  z,, 
E,  xl  —  ?.  £,  X,  —  E,  =  Z2, 


r\  fil  K(Mi»^r;il 


E^_^,xl-^.z^x^-E^  =  ±z^, 


le  ^iiiiii-  sii|)rri<'iii-  chiiil  |miir  le  cas  où  0  est  iiiipiiir.  cl  riiilcriciir  pniir  l(> 
cas  (le  V  jiaif. 

Diiiic.  |juiir  (jiic  rc(iiiali()ii  proposée    K  ,  c'esl-à-dire 

E,  //•  —  ■y.îiiy  —  E  >-  =  I, 

pnis>e  se  résoudre  en  nombres  entiers,  il  faudra  18,  (|ue  dans  la  suilc 
des  nombres  E.  E,,  E^,...  il  se  trouve  un  ternie  coiuiiie  E,,-e.i,  lef|uel  soit 
égal  à  rh  I .  en  prenant  le  signe  su|)érieur  lors(|ue  0 -h  }  est  impair,  el 
l'inférieur  lorsque  0  —  1  est  pair,  el  alors  on  aura,  si  la  racine  .r  était 
positive, 

l'I  si  elle  était  négative,  en  sorte  (|u'oii  ait  pris  s  avec  un  signe  contraire, 

'.\0.   (>)iu)i.i.\iiii:  I.  ~  Donc,  pnis(|n"oii  a  en  général 

E_„,^„  =  E„^„. 

(|uel  (|ue  soit  le  iioinlire  n.  pourvu  (pi'il  ^oil  entier  jiosilif,  il  s'ensuit  : 

1"  Que  si,  dans  toute  la  série  E.   E,,  Ej jus(|n';i  E/^.,,  il  ne  se 

trouve  aucun  terme  <pii  soit  égal  ;i  l'uiiilé,  on  en  doit  eonclure  que 
l'unili'  ne  paiailra  jamais  dans  la  même  suite  poussée  ii  l'infini,  et 
qu'ainsi  la  racine  (pii  a  donné  cette  suite  ne  rournira  aucune  s(duti(Ui  cw 
nomiires  entiers  de  reijualion  proposée; 

2"  Que  si,  dans  hi  suite  E,  E,,  Ej,...  ius(|u';i  K,,     ,.  il  se  trtmvc  un  ou 
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plusieurs  ti'inii's  tels  (juc  E,,-^,  (/>  -+-  i  cliuit  [dus  pclil  ([Ui'  y.  (jui  sdUMil 
égaux  à  l'unilé  positive  ou  négative,  suivant  (|ue  p  sera  impair  ou  pair, 
alors  ehacun  de  ees  ternu's  donnera  une  solution  de  l'équation  { K  /  :  mais 
nous  démontrerons  plus  has  34  vers  la  tin  i  que  ee  eas  ne  saurait  jamais 
avoir  lieu; 

^"  Que,  si  dans  la  suite  K„,  Ea-^.,..-  jusqu'à  E„-^,_,,  il  se  trouve  un 
ou  plusieurs  termes  tels  que  E„-h„  fw  étant  plus  petit  (jue  v  ijui  soieni 
éi^aux  à  l'unité  positive  ou  négative,  alors  chacun  de  ces  termes,  ou  don- 
nera une  infinité  de  solutions  de  l'équation  K),  ou  n'en  donnera  aucune. 
Car  il  est  clair  que  le  même  terme  E^^^  reparaîtra  une  infinité  de  t'ois 
dans  la  même  série  aux  places  { a -h  ts  -h  y  )'""' ,  (,a  +  rar+  2v  )"■'"',...,  et 
en  général  dans  chaque  place  (  a  +  w  -h  nv)''"";  or,  il  faut  ici  distinguer 
deux  cas,  suivant  que  le  nombre  v  qui  exprime  le  nombre  des  termes  de 
chaque  pério<le  sera  pair  ou  impair. 

Supposons  premièrement  v  pair;  en  ce  cas  il  est  clair  ([ue.  (|uel(|iir 
valeur  qu'on  donne  a  n,  les  nombres  y.-i-w-t-«v  seront  tous  également 
pairs  ou  impairs;  de  sorte  que,  si  le  terme  E,„+tî  est  égal  à  i  lorsque 
y.  _t-  TO  est  impair,  et  égal  à  —  i  lorsque  fx  +  ro  est  pair,  tous  les  termes 
suivants  dont  l'exposant  du  rang  sera  ;j. +  S7  — «v  seront  aussi  de  la 
même  qualité,  et  par  conséquent  chacun  de  ces  termes  pourra  fournir 
une  solution  de  ré(|uation  dont  il  s'agit.  Ainsi  l'on  pourra  faire  dans 
ce  cas 


et  prendre  pour  n  tel  nombre  entier  positif  qu'on  voudra.  Si  au  con- 
traire le  terme  E.,,^^  était  égal  à  i  lorsque  rj.H-  ^s  est  pair,  ou  égal  à  —  i 
lorsque  a  -h  zs  est  impair,  alors  ni  ce  terme,  ni  aucun  des  suivants  d(uil 
l'exposant  serait  a-r-«v-H^.  ne  saurait  fournir  de  solution  de  recpia- 
lion  proposée. 

Supposons  en  second  lieu  (juc  v  >oit  impair:  abus  il  est  visible  (juc  i.-s 
nombres  a -^57 -f-«v  seront  tous  de  même  espèce  (c'est-à-dire  pairs  <ui 
impairs,  que  le  nombre  ,a-^  lors.iue  n  sera  pair,  et  qu'au  contraire 
ils  seront  d'espèce  difrérenle  lorsque  n  sera  impair.  D.uic.  si  le  leiiue 
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E„.^„  est  t'gal  il  I  lorsque  (j.  -h  ct  est  inipair,  ou  égal  à  —  i  lors(|iic  a  -(-  w 
est  pair,  parmi  tous  les  termes  (jui  auront  ij.-\-z^  +  nv  pour  exposant,  il 
n'y  aura  que  eeux  où  n  sera  pair  qui  seront  de  la  même  (jualité,  et  (|ui 
pourront  pai' conséciuent  donner  des  solutions  de  l'é(iuation  (K).  Ainsi 
l'on  l'era  dans  ce  cas,  comme  ci-dessus, 

p  =  U  +  «  V  +  CT  —  I  , 

mais  il  ne  faudra  prendre  pour  «  que  des  nombres  positifs  pairs.  Au  con- 
traire, si  le  terme  E„-)-n  <-'st  égal  à  i,  |jH-  ct  étant  pair,  ou  égal  à  —  i , 
'j.  -H  5T  étant  impair,  alors  tous  les  termes  qui  auront  (j.  h  nv  +  -a  pour 
exposant,  et  où  /(  sera  impair,  seront  égaux  à  i  lorsque  l'exposant  sera 
pair,  et  à  —  I  lorscpi'il  sera  impair;  ainsi,  ces  ternu^s  ayant  la  qualité  re- 
(|uise  pour  la  solution  de  l'équation,  on  pourra  encore  prendre  en  général 

p  =^  y.  +  «  1/  -+-  m  —  I , 

pourvu  (lue  //  ne  dénote  (jue  des  nond)res  entiers  positil's  impairs.  Au 
reste,  ce  cas  peut  au.ssi  se  ramener  au  précédent  en  prenant  le  terme 
Ea4-,-Ha  au  lieu  du  terme  E,,.-i-a',  car  il  est  évident  (|ue  le  ternie  E^-^.+n 
dans  ce  cas  sera  égal  à  -l-  i  ou  à  —  i,  selon  que  son  exposant  sera  im- 
pair on  pair. 

Kn  général,  le  cas  de  v  impair  peut  se  réduire  à  <'elni  de  v  pair,  cai' 
pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  continuer  la  série  E,  E,,  E^,...  jns(ju'au  terme 
E„-+-jv.  el  ensuile  |)fen(lre  '.>v  à  la  place  de  v,  tout  le  reste  deineurani  le 
même. 

(connaissant  ai?isi  l'exposant  [j,  on  [tourra  trouver  les  valeurs  de  /,,  el 
1,.  d'où  de|iend(Mil  celles  de  «  et  y  (  numéro  précédent]  parles  formules 
du  n"  11;  |)our  cela,  il  faudra  continuer  la  série  des  nomlires  À,,  '/.,,... 
jusqu'au  terme  ).p,  ce  qui  est  facile;  car  on  aura 

'■,,-,-, ^.,  =■  >y^.,,     >y^-,^-.,  =  ^„_^  „  •  •  • ,      el  L'ii  t,'élléral     À,^_^_  „.^^^  =;  l„_^_^. 

.Mais,  i|uaiid  on  aura  une  fois  calculé  les  noudires  /,,  l..,  Z^,....  L,,  L.,, 
!.,,,...  jiisiju'ii  /„,  ],,,,  on  p(iurra  ti'ouver  les  expressions  générales  de  /^,  et 
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(le  l.f,,  en  supposant  comme  ci-dessus  fj  —  u.  +  nv -h  ts  —  r;  car  il  n'y 
aura  qu'à  employer  les  formules  données  dans  le  n°  44  des  Additions 
citées,  en  ayant  attention  de  mettre  dans  ces  formules  w  —  i  à  la  place 
de  7S,  parce  que  nous  y  avons  supposé  p  =  p,  +  «v  -+  w. 

31.  Corollaire  II.  —  Maintenant,  ayant  trouvé  u  et  y,  on  aura  /  par 
la  formule 

t=ibu  —  Aj-; 

ainsi  l'on  connaîtra  les  deux  inconnues  t  et  u  de  l'équation  proposée  (I). 
Or,  lorsque  la  racine  x  est  positive,  on  a  (29) 

et.  lorsqu'elle  est  négative,  il  faut  prendre  u  cl  î  avec  des  signes  con- 
traiics.  De  plus,  on  a  en  général  fn"  45  des  mêmes  Addiiwns  déjà  citées) 


S  -  E 


Donc,  puisque    29 

si  l'on  fait,  pour  aljrésrei 


E=:-AB     el     £  =  B6--, 


g,=  /,a,^/_,E^^,. 


on  aura,  dans  le  cas  de  la  racine  ^—rr'—  positive. 


\'> 


"  P'  ^  B 

et ,  dans  le  cas  de  la  racine       ^-^     néyativc. 
E,  '^ 

C 

Ces  formules  sont  surtout  très-conniiodes  pour  trouver  les  prcmii'res  \a- 

8o. 
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Iriiis  (If  /  cl  u\  VAY.  (lès  que  dans  la  s('ri('  K,  li,.  Ko....  on  scia  |)arvcnn  ii 
un  lernic  E,-^,=  i  on  — i,  selon  ([ni'  o  sera  |)air  on  impair,  il  n'y  auPa 
|ilns  (lira  calcnlcr  les  valeurs  de  /,  /, .  /.....  jnsqn'à  /,.  et  l'on  anVa  snr-le- 
('li:ini|)  les  valenis  cheirliées  de  /  et  it. 

.Mais,  si  l'on  vent  avoir  les  expressions  geiR-ralcs  de  ii  et  /.  alors  il 
faudra  calculer  encore  les  nombres  H,.H.>,...  jiis(|n'ii  H,  |)ar  les  lormules 

suivantes 

H  =o, 

H,  =  i, 


H.  =  X„^,1I,  +  H» 


■I  taisant,  pour  abréger, 


,1  u.  E  '/  —  I  , 

K  =  TT^-^  +  H      , , 
on  aura,  pai'  l'une  des  Ibrniiiles  du  n"  i4  des  Additions  citées. 


/-fe^ 


G„_,  +  H„_,  v(3  )  (  K.^  +  -^  )  =.  ^.^  +  /^  v^. 


Ml  bien,  en  sn|tposanl  eneoi'e 


9=/„G_,  +  '^^^ 


'l=/J'n_,+ 


i^^.-, 


on  aura  celte  formule 


l(»-i-(|/V/(ij 


(«■ 


^-g,^Ls?>' 
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d'oii.  à  cause  de  l'amliimiilf  iiatiiivllc  (hi  sii;iif  de  \I^j.  il  est  aise  de  tii'ei 


(c 

-    /  H  vSV  _    /  U.,v^ 

(o  +  4>  vi^.' l  *^v-^  £ — j -\9-'\fv?>)[K—-Ë — I 
■°  ~"  ^  2  V  ? 

Si  l'on  l'ait  dans  ces  expressions  n  =  o,  ou  aura 

ainsi  ç  et  .;/  seront  les  premières  valeurs  de  g,  et  /,,  de  sorte  (|ue  si  I du 
avait  déjà  trouve  ces  valeurs  de  la  manière  i|ue  nous  avons  enseignée  ci- 
dessus,  on  pourrait  d'abord  les  prendre  à  la  place  de  ç;  et  ■i>,  et  al(us  il  iie 
resterait  plus  ([u'à  trouver  la  valeur  de  H,  et  de  K,.  Au  reste,  pour  pou- 
voir faire  n  =  o.  il  faut  que  n  puisse  être  un  nombre  pair:  or.  c'est  ce 
(|u'on  peut  toujours  supposer  v30  . 

32.  Corollaire  III.       On  peut  déduire  de  là  une  méthode  tri-s-simplc 
et  très-élégante  pour  résoudre  les  équations  de  la  forme 

K  —  i'—S  u\ 
A  étant  un  nombre  entier  [wsitif  non  carre,  et  A  un  nombre  culier  poM- 
tif  ou  négatif. 

Car  avant,  dans  ce  cas, 

B=ri,     C==o,     1)  =  — A, 

on  fera 

6- -S       c=-A       „       . 
E==-.\,     c=S,     E,=  — ^— =  — ^'     ?^^- 

Ainsi  l'on  commencera  par  cliercber  nn  nombre  entier  •  moindre  .|Mr  ^  • 
lequel  soil  tel  .lue  r-  A  soit  divisible  par  A,  et,  si  je  n'en  trouve  aucun 
de  cette  qualité,  on  eu  conclura  que  la  proposée  n'est  pas  residuble  .'U 
nombres  entiers.  Supposons  donc  qu'on  ait  trouvé  une  valeur  convenabb 
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lie  :;  il  esl  clair  (lu'flU'  [jouna  ètiT  également  positive  ou  iirgalivr,  mai? 
il  i;irnlia  la  prendre  telle,  que 


.suit  un  uouilire  |)u.silif',  en  ihinuant  au  radical  \  A  le  .signe  [xisilil  ou  né- 
gatif :t  volonté;  après  quoi  on  iera  le  calcul  suivant,  oii  le  signe  <  dé- 
note (|u'il  faut  prendre  le  nombre  entier  qui  est  immédiatement  au-des- 
sous. 

E  =-A, 

E,.   A^.     X,<^-^.       s,  =  X.E,-.. 

ta  —   F ■>        /..•  «C  p >        £:  =  /-it.,—  e,  , 

F   —   ^~^'         ',   ^  ^'  "^  V'^         c   -  ,    V 


ei  il  sullira  de  |)ousser  ces  séries  jus(|u'à  ce  (|ae  deux  ternies  correspon- 
dants E„.  tu  reviennent  ensemlde,  en  sorte  (|u'on  ail,  par  exemple, 

E^^.^  =  E„    ei    êu-uv=£„> 
cai-  aioi'.s  un  aura  aussi 

E„_,.^,  =  E„^,,     £„.^,,^,  =  e^^,,     /.„^„^,  =  >„^,, 

et  ainsi  de  suite. 

Or,  si  ré(|uation  |)ro|)osée  est  résoluble,  on  doit  arriver  à  un  ternie  de 
la  première  série,  comme  Ep^.,,  lequel  soit  égal  à  i  si  l'exposant  r, -\- \ 
est  impair,  et  égal  a  —  i  si  cet  exposant  est  pair;  alors  on  fera 

/,  =  1, 
/,  =  /.„ 
h=hU-  I, 
/,  =  ).,/,-/„ 
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cl  l'on  aiii'a  siir-Ié-cliiimp 

«  =  /.     <  =  e/  -^E„    ,/,     ,. 

9  P   P  «  -1"  I    ;-  —  I 

lùisuite,  noniniant  T  et  Li  ces  [ircmièrcs  valeurs  de  /  el  //,  un  aura  eu 
i;énéral  'numérn  précédent 


Si  l'équation  proposée  était 

il  n'v  aurait  d'autre  cliangenieut  à  taire  à  la  solution  preeédenlf.  sinon 
(|u'il  faudrait  taire 

E=-AB,     3=rRA     (M     £  =  B6, 

5  étant  uu  nombre  entier  moindre  ipie  -^  et  tel  (|ue  B5-  — A  fût  divisilile 

|)ar  A;  ensuite  on  mettrait  partout  B/  el  BT  à  la  place  de  /  ri  1. 

Quant  aux  signes  de  ii  et  /,  il  est  visihie  qu'ils  peuvent  être  ipieleon- 
(jues,  parce  que  l'équation  ne  contient  (|ue  les  carrés  de  ces  (piauliles.    - 

Il  est  bon  de  remarquer  {|ue  cpiaml  A  est  un  nombre  premier,  on  ne 
pourra  trouver  (ju'une  seule  valeur  de  5;  car  cliaciue  valeur  de  5,  pou- 
vant être  également  positive  et  négative,  équivaudra  toujours  à  deux  va- 
leurs; or.  lors(|ue  A  est  premier,  nous  avons  démontre  (|ue  le  nomlire 
des  valeurs  de  5  ne  peut  pas  passeï'  re\|iosant  du  t\v'j:v{'  de  l'equalion. 
Ie(juel  est  ici  2    10   ;  donc.  etc. 

33.  (>oiu)i,i  uiii;  IV.  Par  les  principes  établis  ius(|u'ici.  on  peut  dé- 
montrer ce  théori'me,  que  toute  e()ualiou  de  la  foiuie 

E,  =  K,  tr  —  ->  i uy  —  E  )•=, 
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où  i,  K  t't  K,  sont  (les  iioiiiliics  ciil'u'is  (|ii('l((iii(|iU's,  csl  Idiiidiiis  icso- 
liil)li'  m  nombres  ciilicrs  (l'aiw  iiitiiiilc  ilo  iii;iiiii'rcs.  Iiiis(|iic  K  cl  K,  sont 
(If  iiH'int'  sigiit". 

Cai  nous  ;ivons  (Icinonlrc  n"  41  des  Aclditiuns  au  Mémoire  sur  la  réso- 
Utlion  des  cqualions  numériques ,  (|iii'.  dans  ce  cas,  la  série  E,  H,,  Ka,... 
sera  necessaircinenl  périodique  des  le  premier  ou  le  second  ternie;  en 
sorte  (|u'on  sera  sur  (|ue  le  terme  V.,  reviendra  nécessairement  i»  clia(|ue 
période:  ainsi  l'on  ania.  par  exemple, 

or.  de  ce  (|nc  ncois  avons  vu  ci-dessus  dans  les  n""  18  cl  21),  il  est  facile 
de  conclure  (|u'oii  a,  en  i;énéi'al. 

±:E      ,  =  E, /=-2e/  L„-  EL-, 

le  siyne  supcriein  elanl  pour  le  cas  où  o  est  pair,  cl  riiirericiir  pour  le 
cas  où  0  est  impair:  donc,  si  l'on  fait  ^  =  n-j,  et  qu'on  prenne  pour  n  un 
nombre  (jutdc(Mi(iue  entier  positif,  de  manière  (|ue  «v  soit  |)air,  on  aura 

E,  =  E,/^-2£/,L,-EL-, 

de  sorte  (pie  m  =  in  /,_  et  v  =  ±  L,. 
Si  i'é(piation  à  résoudre  était 

—  E,  =  E,  «' —  c>  c /n    -  E  )•', 

il  esl  clair  qu'idlc  sciait  aussi  résoluble  d'une  inliiiitc  de  iiiamercs  si  v 
était  im|iair:  car  alors,  en  prcnaiil  n  impaii-,  n  j  serait  aussi  impair. 

Si  l'on  fait  li,  =  i  et  £  =  o,  on  a  le  <as  du  Probliine  de  .M.  Fermai  dont 
nous  avons  parb'  au  <ommencemenl  de  (c  .Mémoire.  De  iiiands  Géomè- 
tres avaient  déjà  donne  des  melliodes  pour  icsoiidre  ce  Friddi'iue  {voyez 
V  Algèbre  de^\'aHis.  cliap.  XCVIII ,  et  surtout  son  Cominercium  episloli- 
rum;  voyez  aussi  les  Commentaires  de  Pétershourg.  tome  \  I  des  Aneiens 
i'\   tome   XI   des   Someanx  :   mais  nous  ci'ovous  être   les   premiers   (|ui 
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avons  (Icniunln''  rigourciisiMiiciil  (|ii('  le  PruhliMne  esl  loujoiirs  iirccssai- 
rement  résoluble  en  nombres  entiers  (voyez  le  tome  IV  des  Mémoires  de 
Turin  et  le  volume  de  l'iinnée  i  ■^('y-  de  ceux  de  cette  Ae;idemie.  |i.  2721  ('  . 

34.  ScoLiE.  —  Il  n'est  |)iis  iiuilile  de  iTinitr(Hier  (jin'  les  (|ii;inlilés  K,et 

u 

=r-^  •  qui  entrent  dans  les  expressions  générales  de  /,  et  I.,  31  .  smil 
toujours  telles  (pie 

le  siiine  supérieur  avant  lieu  lorsque  v  l'sl  pair,  et  l'iiilerieur  lors(|ue  v 
est  impair. 

Pour  démontrer  cette  piopositiou  danstoulesageneralile.il  iaul  re- 
monter aux  formules  du  u"  H  des  Additions  citées,  et  l'on  verra  i\w  la 
quantité 

n'est  autre  chose  que  lu  quanlile 

\i^x,,~  H  _,, 

ilaus  laquelle  on  a  substitue  pour  j",,  sa  valeur 

ou  doit  se  souvenir  (jue  la  (juaiitite  (|ue  uoii>  iiouinions  ici  ,3  est  celle 
(|iie  iKuis  avons  nommée  B  dans  l'endroit  cite  .  Or  la  (|iiaiilile 

esl  éi^ale  1  n"  25  des  ni-emes  Additions    à 

(•     OEiivies  de  Iai«iiuis,<-,  t.  I.  |>-  '''7'-  *''  '•  •'•  t'-  ^""• 

II.  ;'° 
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(le  soric  iiu'dii  ;mia,  en  siil)stiliiaiil  pour  J:„4-i.  ,r„-Hj,...  leurs  valciiis. 


-.«  +  3 


E. 


ilniK  .  |ncnaiit  \  [j  l'ii  moins,  eiisuilt'  miiltipliaiil  ciiscnililc  les  deux  f(|iia 
tiiins.  (in  aura 


KJ  -  ? 


E. 


.+  j  %-h3 


E' 


Mais  lin  a    n"  3;i  des  Additions  cilcos 

3-e;^,+E^^,E„^,  =  4^,  +  E,^_^,E^^3- 


Ddur,  laisanl  ces  sul)Stilutions  et  cH'açanl  los  (|uantil('s  ((irninniifs  au 
numérateur  cl  au  dénominateui-,  il  viendra 


K-.-^ 


^(-•) 


,     E,„.. 


(ielle  deinonsiralion  a  lieu,  eomme  on  voit,  soil  (|ue,  dans  la  série 

E„,  E„^,,....  E^^„, 

il  se  trouve  un  terme  conune  E//4-o  qui  soil  égal  ;i  l'unile  on  non;  mais 
le  eas  où  li]u^5.  =  —  '  «  de  plus  celte  propriété  que  les  nombres 


K       et 


H 


^iml  Mecessairement  entiers.  Car,  piiis(jne 
il  est  clair  (in'on  aura 
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Or  on  [)('Ml   |H(iiivcr,  comiiir  il;iiis  le  il"  25  des  Additions  cilci-s.  (itit-ii 

l'îlisMllt 

I»  =o, 

p,  =  l, 

p,  =  /„_^^^,p, +  p,, 


Donc,  iiicttiiiil  pour  x^,^„^,  sa  valeur ~ >  ou  aura 

«. -i-t3 

H  v'3       P  £„^„    ,  P.  \J~P 

'      Ë — '-      E  ^    '-'^  £,..„■ 


mais  E„^n=— 1    'hypothèse;    el  P,,  P,_,,  c„^c-i  •'*"'i'   loujonrs  des 

Homhres  entiers:  done,  ele. 

Nous  avons  vu    '30 1   ([u'oii   peut   loujoiirs  sii|>posei    que  v  soil   pan;, 

ainsi ,  les  nonihres 

H 
K.     el 


seroul  loujoius  lelsipie  l'exige  le  Prolilèiiie  de  \l.  reriiial:  d'oii  Ton  voit 
(|ue  la  solution  de  ce  Prohli'ine  est  iieressaire  pour  la  solution  i;éuerale 
de  tous  les  Prohièmes  indétermines  du  second  degré    royez  le  tome  VI 
des  Anciens  Mémoires  de  Pétershourg  et  le  tome  l\  des  Xouit'uii.r). 
Nous  remanjuerons  encore  (pie  les  iiieiues  ikuuIucs 

M 

K.     et     y,   ' 

E„_^, 

90. 
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iif  (li'pciKlciil  (]iii'  (lii  iiDiiilirc  [j,  (le  sorte  i\u"\\s  sont  tdiiJDiiis  les  incrncs 
|>c)iir  tontes  les  niuatioiis  où  ['  ;i  mie  iiièine  Viileiii'. 

(',;ir-.  ()uis(|iii'  « 


il  r:iii(li':i  (|iie 


;iis.  il  cause  de 


on  a 


E. 


—  >  '; 


(loue,  il  cause  de  [!;„^_5,=±  i  (  li\  pollii'sej.  il  f'iuidra  (|ii( 

^'       >«; 


v/P-^«- 


(le  sorte  (|ue  £„^^  ne  [louna  être  (iiie  le  iionilirc  entier  (|ui  sera  iniine- 
iliatcinent  plus  petit  (MI  |dus  grand  (jne  \  [j  .  suivant  ([n'oii  auia 


ainsi  £„^.o  et  E„  +  „  seront  donnés;  par  consctiueiit.  les  termes  suivants 
le  seront  aussi  par  les  l'onuul(!S  du  n"  2i),  aussi  liien  (|ne  les  munltres 
/„H-5,^-,,  X^-Ho-H,,...;  donc,  etc. 

Il  s'ensuit  aussi  de  cette  deuionslratioii  (|n'en  j;eneral  tout  terme  de 
la  série  E,  E,,  M,,...  tjui  est  égal  ii  ±  i  est  nécessairement  périodique; 
car,  syit  E,-,-,  ce  ternie,  donc  h»^,  sera  égal  an  nomlire  entier  (|ui  est 
immédiatement  au-dessous  on  an-dessiis  de  \/5,  schni  (pic  E,,  ,.,  sera 
égal  il  -(-  1  ou  égal  ii  ~  i  ;  donc,  à  cause  de 

il  est  visilile  (|ue  E^-i  et  E^-^x  seront  nécessairement  rnii  et  l'antre  de 
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iiifiiif  siij;iie;  tloiu'  ct'lui  de  ces  dcuN  IcriiK's  (|iii  sfi;i  inoiiidrc  (|iif  y  jS 
sera  nécessairement  un  des  termes  peiii)(li(|nes  ii"  ï\  des  Addilums 
citées,;  mais  Eo-^,=±i  Miypotlièse^.  donc,  etc.:  dune  "> -f- i  sera  né- 
cessairement égal  à  y.  ou  plus  grand  (|ue  a. 

35.  Secom)  c\s,  LoRsyi  k  (',-  — 4BD<'o.  —  Avant  lail  la  suli"<lilu- 
lion  de  5«  — Av  à  la  place  de  /,  comme  dans  le  n"  2!t.  on  auia  ;i  ré- 
soudre l'équation    K 

(]ui  seia  telle,  que  recjuation 

Pj;'  -t-  Qx  -I-  R  =  z  ==;  o 

n'aura  (|ue  des  racines  imaginaires    21    :  de  sorte  <|u"oii  aura  nécessaire- 
ment le  cas  du  n"  20. 
On  fera  donc  l'équation 

ilx 

laquelle  donne 

Q_ 
îP' 


X  = 


«M  lomine  1  ei|natioii 

;  =  o 

n'a  {|ue  deux  racines  imaginaires,  on  sera  sur  (|uc  la  lacine  (jnc  ikkis 
venons  de  trouver  portera  nécessairement  a  un  niinininiii.  Or.  ^iili-^ti- 
Inant  cette  vali'ur  de  »  dans  l'expressicui  de  r.  on  aura 

'-         4P        ^ 

ce  sera  la  plus  petiti'  valeur  lie  :  que  nous  avons  doiguc  ilaus  le  numéro 

cite  par  Z.  de  sorte  (|u'en  siili>liluaul  les  valeurs  de  P.  O.  H  du  ii"  29.  on 

aura 

4BD  -  D 

,Be^-i-C0-l-D' 


71S  MKTIKHII-;   l'Ol  H    HESOlJ  l»H  E    LES   PUOMLEMES 

cl  l;i  \;il(Mir  di'  >   lie  |)oiiir;i  |;iiiKiis  surpii^scr  le  iHiiiuifc  —  •  c  cst-ii-din 

yZ 

ir  lliidllilr 

'V — Â — - 

.Miiiiilciiiiiil  il  ne  s'afiicii  (|ii('  i\v  rcdiiiic  en  IVaclKni  (■oiihimc  la  trac 
() 


et"  ijn'iiii  pcnl  taiic  aisciiiciit  par  la  iiiclliodc  doiil  imuis  avons  parle  dans 
le  n"  2(k  ensuite  on  lurniera  deux  séries  de  Iraetioiis  convei'm'nles  ana- 
li)j;iies  a  celles  que  nous  avuns  désignées  j)ar  fDj  et  (Kj  dans  le  n"  11, 
(in'il  sullira  de  c(inlinuer  jusqu'à  ce  (ju'on  parvienne  à  une  fraction  dont 
le  denoininalenr  suipasse  la  limite  trouvée  ci-dessus;  el  les  tenues  de 
ci's  l'raclions  douiierinit  les  nombres  qu'on  |)ouri'a  admettre  pour  ii  et  v, 
de  s<H'te  qu'il  ii'v  aura  plus  qu'à  les  essayei'  successivement  pour  trouver 

ceux  qui  pouiidiil  salisiàii'c  à  l'eciuation  pr(q)(isée.  Désignons  |)ar  -  clia- 

cune  de  ces  l'raclious,  et  si  re(|ualion  'K  est  rés(dul)lc  en  nombres  en- 
tiers, un  aura  nécessairement 


I,  ^.  zn  I.      y  .  ±.  E, 


<J 


lors(jUe  la  racine  —   -    est  positive,  el 

lors()ue  cette  racine  es!  négative  '16). 

An  reste,  il  serait  peut-être  encore  plus  conrl.  pour'  résoudre  le  cas 
prcseiit.  d'i'ssaver  d'aliord.  dans  re(|iiali(ni  pr(q)Osée  (G),  à  la  place  de  // 
Ions  les  iHnniii'cs  entiers  moindres  ipie 

/  -4Âii_._ 

V  4BD-C= 
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(•;ii-  en  iiiullipliaiil  ccllt'  ('(iiKitioii  |);ir  4  B,  t'ilc  dcvicnl 

4AB  =  (?.B/  -\  (;MP-f-(4Br)  ~0)ii\ 

t\\)\\,  il  caust'  (|iif  \U\)  ~  {]'■  est  sii|)|tosc  posilil',  il  csl  clair  (|iic  //  ne  saii- 

-,  ■         •  ,  .  ,         4AB 

rail  jamais  surpasser  la  racine  carrée  de  y~^. — -t.- 

'M').   TiioisiÈME  CAS,  r.oiisQii:  C"  -    ^BD  =  o.  —  O  cas  reiilrc  iialiirci- 
leiiieiil  dans  le  premier,  où  nous  avons  suppose  réelles  les  racines  de 
réijuation  r-  =  o;  mais,  puis(|ue  ces  racines  sont  de  plus  égales  dans  le 
cas  présent,  on  peut  simpliiier  i)oaucoup  la  résolution  de  l'éipialion    I 
du  Problème;  car  il  est  clair  ([n'idle  peut  se  luellre  sous  celle  l'ornir 

.        (aB/î  +-Cm)- 


4B 

ou  hien 

4âB  =  (2B<  +  Cu)--: 

d'où  l'on  voit  que,  pour  t|ue  l'équation  soit  resoluldc.  il  laiil  (|iic  AB  soit 
un  carré;  supposons  donc 

AB  z=  E  , 

el  tirant  la  racine  carrée,  on  aura 

9.B/  +  Cm  =  ±2E, 

é(|uatioii  réduite  au  cas  du  Prolilénie  IV. 

KxiniPLK    II. 

)}7.   S<)il  propose  de  résoudre  I  lyiid/io/i 

loi  =^  P  —  i3m% 

(pu  es/,  connue  on  rott.  dans  le  cas  du  (iondlaire  III.  i  n  Jaisanl  \  —  kh 
et  \^  \'i. 

On  clierciiei'a  d'abord  un  nombre  l'iitier  ;  moindre  (|ui'  cl  li'i  (jur 
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i-  ---  I '■)  soil  (lixisihlc  |iiii-  loi,  i-\  l'on  Iroiivcra  £  ^-  '35;  or,  loi  rt;iiil  un 
nninliri'  itrcmicr.  on  sciii  (Ifjii  sur  (|n'il  n'y  aura  poinl  d'anlic  nonilirf 
t|iH'  n'Ini-ci  (|iii  puisse  ctir  pris  pour  c.  Or.  coMinn'  on  a  ici  A  positif  cl 
£  >  \  A.  il  est  évident  (|ue,  pour  que 


^oii  posilil.  il  suilit  (|ne  ;  lesoil;  ainsi  il  laudia  prendre  ;  positif  et  y  A 
sueeessiveMieiil  |)osilive  et  négative. 
On  fera  donc  en  pi'emier  lieu 


li        -   loi.  ,  £  :^  35,- 

i3  — 35-                       35  +  ^73      ,  „  „, 
I a,     /.,  < i —  —  3,     g,  ^  3 . 1  a  —  35  ^  I , 


E, 


i3 


-r,     •^.< 


v/i3 


4.     cj  — 4.1  — i==3. 


tj  =-    =  4>  ^1  <  -f- —  '  .        S:i         1-4  —  3=1, 


i3- 


-3,       h< 


v/i3 


I,        £i  -     T  .3  —  I  —    ?., 


*-!  ~   ï —  ^  3,        /,i  <^  -î —  =3,      £1-1.3-2=1, 


3 


4.      >.. 


I  -I-  V  i3 


I,     -6=1.4—1  =  3, 


E,=   -^  =  .,       X,<^±^=6.     ..6.. -3  =  3, 


Je  m'arrête   d'aliord    ici    purce   (|ue    je   vois   (|ue  E,  est  égal   ii    1  avec  un 
exposant  impair:  de  >,oite  (pie  j'aurai 


P-6,     E^+,  =  «.     £,-^£.:-^3; 
iiiM  je  n'aurai   plus  ipi'a  calculer  les  nombres  /, .  /..,...  jus(pi';i  /,;  de  la 
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manière  suivante 

/,=:4/,  -f-   I  =  l3, 
/3=/,-f-/,=    i6, 
/4  =  /a  -I-  /:.  =  29, 

et  j'aurai  sur-le-ehamp 

«  =  74,     «  =  3.74  +  45  =  267. 

Ce  çont  là  les  premières  valeurs  de  t  et  m;  pour  trouver  maintenant  les 

expressions  générales  de  ces  nombres,  on  remarquera  (pic  l'on  a  dans 

les  séries  précédentes 

E,  =  E=    et    £;=e,; 

donc (29) 

U  =  2,        ^H  -f-  V  ^  7, 

d'où  V  =  5;  et  comme  on  a  en  même  temps 
on  aura 

f;. -hnT=  7, 

et  de  là 

ro  =^  5; 


de  sorte  qu'on  aura,  en  général. 


p=:U  +  «V-l-CT-|-l 


6  +  5«, 


où.  à  cause  de  v  impair,  il  ne  laudra  prendre  pour  n  cpie  des  nombies 
pairs.  On  calculera  donc  les  nombres  H.  H,,  H,....  jusqu'à  H,  par  les 
formules  du  n"  31 ,  et  comme  a  =  2  et  v  =  5,  on  aura 

H  =0, 
H,=  i, 

H3=>.H,  +  H,  =  2, 
H.  =  /.H3  +  H,=  3, 
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<i(ilir 

H,  H,  H,e„ 

(lllllC 

_  [267-^74v/i3j(i8-f-5v/T3)"+  (267  -74v/T3j(i8-  5  y^Tâj" 
a 

_  (267  -t-  74v/T3)(i8-f-5v^T3f-(267-  74v/73)  f  18  -  5  v/TSj" 


>.,      e,  =- ?..i2— 35^=  —  1 1, 


On  voit  ici  (|iu'  Iî;,  est  t'-i^al  à  —  i  avec  un  exposant  pair;  par  consé- 
iliienl  on  peut  prendre  0  —  1  =  H.  c'est-à-dire  p  =  'j;  ainsi  l'on  calculera 
lie  nouveau  les  iHiniliies  /,  /,,...  jus(|u'à  /,  de  cette  niauii'T'e 

/,  =r.  2, 

/,=  /,-(-  i^  3, 

l,=  /,-f-/,^5, 

/,=  /.-+- /3=  i3, 
/,=  /,-!-/,=  21, 
/,-/.-t-A=:34  =  /   , 
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el  l'on  ;mra  ^abstradion  faite  des  signes) 

«  =  34,       /=  —  3.34  —  21  =  123. 

Maintenant,  |)nis(|ne 

E,  =  E3     el     £.  =  £,, 

un  aura  ici 

[J-  =  3     et     V  =  5 

edMMiie  plus  haut,  de  sorte  (|ue  n  devra  être  pair;  or  nous  avons  (lén)on- 

u 

tré    34    (]ue  les  nombres  K,  et  rr— -  sont  toujours  les  mêmes  pour  une 
même  valeur  de  ,6;  dune  on  aura  aussi  dans  le  eas  présent 
H 

couiuie  |diis  haut;  doue,  prenant  maintenant  pour  T  el  L"  les  piemières 
valeurs  de  /  et  de  u  que  nous  venons  de  trouver,  on  aura,  en  générai, 

^  __  (i23-h34^T3j(i8+5v/73j"  H-  (123  -  34  v/T3  j  (18  -  5  y^Ts)" 

2 

(123 -h  34  v'T3)  (18 -i- 5  ^73)"  -  (123  -  34  v/T3  j  (18  —  5  y/T3)" 

u  _ , 

2v/T3 

el  ees  tormules,  eombinées  avec  celles  que  nous  avons  trouvées  plus  liant, 
renfermeront  nécessairement  toutes  les  solutions  possibles  en  nombres- 
entiers  de  l'équation  proposée. 

ExmiPLK  III. 

38.    On  propose  de  résoudre  l  équation 

loi  =  /-  —  7M«'- 

Celle  équation  étant  aussi  dans  le  cas  du  n"  32,  on  (qicrera  i  lunnie  on 
a  fait  dans  rexempie  [uecedent.  On  eounuencei-a  dom    |iar  clieiclirr  tin 

uiunliri'  entier  i  moindre  ([ue  - —  el  tel  (]ue  r  —  79  suit  divisible  par  un  . 

9'- 
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cl  l'dii  iniiivciii  1=  33;  el  comme  loi  csl  prciiiicr,  mi  scr;i  assiiir  (|iic 
ce  immliif  sera  le  seul  de  cette  (|ualitc. 
Oc,  (  oiuine  £  >  v79.  •'•  'li'il  li'H'  <li"' 

loi 

£  -  v::) 

si)il  un  nombre  posilil'.  il  faudra  |)reii(lrc  i  itosilivemciil,  cl  le  radical  ^  79 
|)oiiira  être  positif  ou  négatif. 
(  ):i  fera  donc  en  |ii-cMiicr  lien 

K  =  —  101 ,  e  ^  33, 

E,  =  ^^^^ =:  10,      /.,  < '^      —/h     £,  =4- '"  — 33  =  '7, 

— 101  10 

g^^  79-49^3        j^^<I+S^^5.     ,^^5.3_        «, 
10  3  ' 

E,=  7SJz3=5,       >„<^^-.3.     .,^3.5-8..:. 
i  5 


E.=  29^9  =  6,       /.,<I^^=2.     s.... .6-7  =  5. 


-i)  —  f.5  1-^5  +  Jnô  , 

E.=  ^-^ =  q,  >s< î'-i^=i,     £4      i)— 5  =  4. 

h  -  9 

g  ^  79-  't^^.  -  ^  4  +  \/79       ,       , 


E,^ 


9 
79-9 


=  10,     /.< 


3-i-\/79 


:     i     '^^ 
10-  3     - 


Je  nraiiéle  ici  parci'  (|nc  je  vois  (|in'  E,  =-  E,  et  e,  =  £,  ;  cl  ((iminc,  dans 
Iciulc  la  sciic  (les  niiinliics  E,  E,,  Ej....  jns(|n'ii  I'],.  je  n'en  trouve  aucun 
i|ni  soil  égal  ii  riuiilc.  j"cn  conclus  !  30  ;  (|nc  la  [iioposéc  n'csl  pas  réso- 
Inldc,  au  moins  d'api'i's  la  racine 

IDI 

Kcsle  donc  à  examiner  l'autre  racine 


33 


V79 


} 
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ct'la  0!)  l'i-ra  l'ii  st-roiid  lit'ii 


Or.  puisque  je  vois  que  E8=  eA  i^  =  i..  et  que  daus  touti-  la  série  K. 
E,,...  jusqu'à  E»  il  n'y  a  aucuaternie  égal  à  l'unile,  j'en  «oiiclus  dr 
même  que  la  proposée  n'esl  pas  Aoluble  d'après  la  seconde  racine. 

D'où  il  s'ensuit  que  réquation\ont  il  s'agit  n'admel  ahsohiinenl  au- 
cune solution  en  nombres  entiers. 


y 


EXEMPU    IV. 

39.   Qu'on  propose  rnainteininl  I  rqmion  sunante 
109---  t—„. 
(pu  csl.  comme  on  voit,  dctns  le  cas  du  n»î5. 
On  aura  donc  ici    28 

A  =  109,       B=:l,       C\,      D: 


\ 


\ 


\ 
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t'I   il    r;iii(li';t  (I';iIkH(I  clii'iclicr  un  iHUliliir  cnlicr  5  imiitHlir  (|iic     ^-  cl 

Irl  <|iic  0'  -^  "  suit  divisililc  |iiii-  i  oi);  un  li'ini\('r;i 

6:=±5o; 

fl.  :i  cjuiM'  (|in'  II")  fsl  iirciiiicr,  (ui  sera  d'alxirl  assun-  (|ii'il  n'\  aura 
|iiiiiil  d'aiiliTs  ndinhri'.s  10  iiii'oii  puisse  prcndi'  pour  5.  On  snhslilncia 
ddiic  dans  la  proposée  ±  mu  —  hh)  v  à  la  pUi-. de  t,  cl  la  ilivisinn  ctanl 
taih'  piir  i()(|,  on  aura  la  rcdnilc 

?.3«-^i  loo//)'  -+-  loc)  )■-■     I . 
|)..ni     lib 

P  =  ?3,      Q=^q;iOo,      f  =  109; 

el,  a  cause  de  C  =  o,  B  =  1 .  la  limite  de  v-era 

de  sorte  (juc  y  ne  |Miurra  être  que  o  ou  i  ainsi  il  ne  sera  pas  nuMiie  néee.s- 

saire  de  clierelier  les  fractions  convei.entes  vers  la  fraction  ~  —  —, 

9.1'       ïi 

pDur  Inniver  les  valeurs  de  u  et  v;  eai  en  faisant  j  =  1 ,  on  a 

?.3m-  ZfZ  100  II-  10<)  =r  1  ; 
H'(MI 

Il        :t  •>      el       /     100  —  loq  ^  —  (); 

el  faisaiil  v  =        1 ,  on  aura 

II—  ll-^       Cl        -   -    ll.u  -    1...,=-.,; 

dune  en  i;eneral 

u  ±  '  et     l  —  :±:  ij, 

les  sijjiies  ainhii^us  et;iiit  à  vohlé. 
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PXRIS.  -  IMPRlMtKIE  DE^.VUTHIER-VILLARS.  SUCCESSEIR  DE  M  U.l,ET-R  Vi  IIEIIKR. 
Riie  «le  St"ine-Saiiit-Gcrin.iiii ,  lo,  prés  l'Institut. 
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